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Descubrimiento Automatico en un problema Centenario

por
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1. EL CONTEXTO

Desde hace unos anos se va abriendo camino, lentamente, una linea de trabajo
en la que confluyen la teoria de la demostraciéon automatica, el algebra polinomial
computacional, el software de geometria dindmica y la educacién matematica. El
objetivo genérico de esa conjuncién de esfuerzos es lograr programas de geometria
dindmica (como Cabri' o GeoGebra?, por citar dos de los posiblemente méas conoci-
dos por los lectores de La Gaceta) capaces de

= obtener, automaticamente, una demostracién sobre la verdad o falsedad de
cualquier cuestién planteada por el usuario en torno a una construccién reali-
zada por el mismo con el programa [2];

= la aportacién, en su caso, de informacién de interés para facilitar al usuario el
descubrimiento de la demostracién por sus propios medios (por ejemplo, a tra-
vés de la generacién automatica de figuras auxiliares, o mediante la propuesta,
corroboracién o refutacion de conjeturas que el usuario pueda elaborar como
pasos intermedios hacia la demostracién buscada, [15], [14], [8]);

= la deduccién automatica de propiedades de determinados elementos de una
figura (por ejemplo, dado un tridngulo, si se introdujera en el programa la
nocién de area del mismo y las longitudes de sus lados y se seleccionasen estos
datos como objeto de deduccién, el programa deberia hallar automéaticamente
la férmula de Herén [3]);

= el descubrimiento automatico de teoremas, en el sentido de proporcionar auto-
maticamente la hipodtesis o las hipétesis necesarias y suficientes para que cierto
enunciado conjetural (generalmente falso sobre la figura construida) sea cierto
[9], [4]. Por ejemplo, el usuario afirma que en todo tridngulo existe un vértice
en el que coinciden las longitudes de los dos segmentos bisectores (determina-
dos por la bisectrices internas y externas desde el vértice hasta su interseccion
con el lado opuesto) y el programa responde que no es cierto en general, pero
que lo es si y solo si el tridngulo tiene tal o cual propiedad [7].

*Parcialmente financiado por el proyecto MTM2008-04699-C03-03.
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Existen ya algunos programas que, de manera experimental, incorporan algunas
de estas caracteristicas. Entre ellos, por su caracter pionero, debemos citar GDI, las
iniciales de Geometria Dindmica Inteligente, un programa pionero desarrollado hace
casi 10 aflos por los profesores Francisco Botana y José Luis Valcarce [1].

Es importante mencionar, incluso en esta breve introduccion, que esta linea de
trabajo se ha visto reforzada por la amplia difusién de GeoGebra y por su apuesta por
la unién, en un mismo programa, de la geometria dindmica y el calculo simbdlico,
las dos herramientas imprescindibles para alcanzar los objetivos arriba senalados.
Ahora, la consecucién de los mismos es una tarea conjunta de investigacién (sobre
los algoritmos algebraicos implicados), de innovacién (disefiando escenarios para el
aprovechamiento, en el &mbito educativo o en otros 4mbitos, de estas técnicas [12]),
y de desarrollo e implementacién (en programas tales como GeoGebra).

2. EL PROBLEMA DEL CENTENARIO

Hace unos meses, en esta misma revista [10], se ha planteado el siguiente Proble-
ma del Centenario: Dado un tridngulo cualquiera, se construye en su interior otro
triangulo, que llamaremos tridngulo bisector, formado por los pies de la bisectrices
de cada angulo en el lado opuesto al mismo. Se toma ahora un punto cualquiera
del perimetro de dicho tridngulo bisector y se consideran las distancias d1, ds, d3 de
dicho punto a los lados del tridngulo dado. El problema nos propone probar, enton-
ces, que una de estas distancias es siempre igual a la suma de las otras dos, esto es:
di—ds—d3=00dy—d; —d3=06ds —dy —dy =0.

Es preciso indicar que el enunciado original y la figura que lo acompanaba, asi
como la curiosa historia de su origen y una soluciéon «tradicional» a este problema
aparecen en distintos nimeros anteriores de La Gaceta [10], [11], por lo que no
consideramos oportuno entrar aqui en mas detalles.

Ahora bien, la sencillez de su enunciado y su planteamiento en un contexto « Cen-
tenario» hacen a este problema un candidato natural para ser abordado mediante
técnicas automaticas. Es preciso sefialar que lo que sigue no ha sido efectuado de for-
ma totalmente automaética, sino simulando (con intervencién humana, de los autores
de este articulo) en varias ocasiones la interrelacién entre un hipotético programa
de geometria dindmica y un programa de algebra computacional, como Maple, con
el que se han efectuado —automaticamente, eso si— los distintos calculos.

2.1. PLANTEAMIENTO

Para complicar un poco mas las cosas abordamos el problema desde la perspec-
tiva de la deduccién automadtica: suponemos que hemos hecho la construccién del
tridngulo bisector y que queremos descubrir qué relacién verifican las distancias de
un punto cualquiera de su perimetro a los lados del tridngulo dado. Es decir, no
suponemos como conocida la tesis del problema, sino que pedimos al ordenador que
descubra la relacién existente, si hay alguna, entre esas distancias.

Para ello (supuestamente, en un programa inteligente de geometria dindmica),
y tal como se muestra en la figura 1, dibujaremos un triangulo ABC, construire-
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Figura 1: Planteamiento.

mos las bisectrices de cada vértice, trazaremos los puntos de interseccién con el lado
opuesto y tomaremos un punto arbitrario de su perimetro. Entonces haremos la
construccién de la perpendicular desde ese punto a los tres lados y tomaremos los
segmentos correspondientes, cuya longitud serd cada una de las distancias sobre la
cuales queremos tener un enunciado. Toda esta aproximacién al problema es perfec-
tamente realizable en un programa de geometria con capacidades de descubrimiento
automéatico: GDI, en particular, las tiene ya integradas.

A fin de simplificar el nimero de variables, sin pérdida de generalidad, es habitual
suponer que el vértice A tiene coordenadas (0,0) y el vértice B coordenadas (1,0).
Esta opciéon también estd disponible en GDI. Al vértice C, por el contrario, se le
asignan coordenadas variables, qu, en este caso hemos considerado oportuno deno-
minar C = (p,1/q), a fin de evitar —en cierto sentido— que la segunda coordenada
de C' se haga cero y el tridngulo colapse.

Lo que sigue es mecédnico y plenamente mecanizable (de hecho, GDI tiene ya
implementada la creacion automaéatica de las ecuaciones asociadas a los distintos
pasos de una construccion, algo que también serd facil de realizar con GeoGebra,
por su especial vinculacién con el dlgebra). Con la notacién introducida arriba, las
longitudes de los lados a = BC, b = AC' y ¢ = AB quedan definidas por

a’>=(p-172+1/¢% bV =p"+1/¢*, c=1,

ya que los algoritmos més eficaces en este contexto son aquellos que operan con
polinomios y es aconsejable no introducir raices cuadradas (ver discusién en la sub-



696 DESCUBRIMIENTO AUTOMATICO EN UN PROBLEMA CENTENARIO

seccién siguiente). Las ecuaciones de las rectas BC, AC' y AB son
BC:x—(p—1)qy—1=0, AC:x—pgy=0, AB:y=0.

Sea (x,y) un punto cualquiera. Los cuadrados de las distancias dy,ds,ds de ese
punto a los lados serdan entonces

di = (z— (p— Dy — 1)*/(a’®), d} = (x—pay)?/(b*¢%), d3 =17

que, en los calculos posteriores, seran usados multiplicando por los denominadores
(esto es, (a?q*)d? = (x—(p—1)qy—1)?, etc.). Por otra parte, los vectores AB = (1,0)
y (1/b) x AC = (1/b) * (p,1/q) tienen la misma longitud (son ambos unitarios). Por
tanto su suma nos indica la direccién de la bisectriz interior, que serd (1/b) * (p +
b,1/q), es decir, la direccién es ((p + b)g,1). Por tanto, la bisectriz interior en A
tiene por ecuacién —x + (p + b)qy = 0, y su pie X;(z1,22) quedard definido por su
interseccién con la recta BC, mediante el sistema de ecuaciones

—z1+(p+b)gra =0, x1—(p—1)gzs —1=0,
que es equivalente a
(14+b)z1 —(p+b) =0, (1+b)gra—1=0.

De modo similar construimos las otras bisectrices y los correspondientes pies, de
coordenadas Y] (y1,y2) para B 'y Z1(z1,0) para C, resultando las siguientes ecuacio-
nes:

(I4+a)y1—p=0, (1+a)gy2—1=0, (a+b)(z1—p)+ (ap+bp—10)=0.

Ahora consideramos uno de los lados del tridangulo definido por los pies de las
bisectrices, por ejemplo, el lado X;1Y7, y un punto (z,y) arbitrario en el mismo,
verificando, por tanto, la ecuacién

(1 —21)(y — x2) — (y2 — 22)(z — x1) = 0.

El objetivo ahora es deducir alguna relacién entre {dy,ds,ds} que se verifique
como consecuencia de las ecuaciones {(y1 — z1)(y — z2) — (y2 — z2)(x — x1) = 0,
(I4+a)yy —p=0, 1+a)gyz —1=0, (1+b)z1—(p+b) =0, (L+b)grz —1=0,
a’¢’di — (z—(p—1)gy —1)* = 0, b*¢*d3 — (x —pgy)* = 0, d3 —y* = 0}. Y también
se trata de hallar las relaciones entre esas distancias para puntos en los lados X177 y
Z1Y1, modificando convenientemente las ecuaciones del sistema anterior para recoger
la ecuacion de la recta definida por el lado correspondiente y la definicién de z;.

Desde un punto de vista algoritmico, la deduccién buscada consiste en eliminar
todas las variables del sistema de ecuaciones, excepto {di, ds,ds}. El resultado, si
hay teorema, sera una o varias expresiones en estas variables, que se verificaran para
todos los puntos de cada uno de los lados del tridAngulo bisector, entre las cuales,
esperamos, descubriremos la propiedad enunciada en [10], esto es, que una de las
distancias es igual a la suma de las otras dos. El programa de algebra computacio-
nal Maple (y otros més especializados, como CoCoA o Singular) tienen comandos
especificos para lograr esta eliminacién. ;Fin del problema?
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2.2. REFLEXION

Llegados a este punto es preciso decir que tras varios intentos (decenas de horas
de célculo y centenares de megas de memoria) sobre un ordenador personal —como
el que, idealmente, usarian los destinatarios de los futuros programas de geometria
dindmica inteligente— el proceso de eliminacién no termina. ; Qué ocurre?

Una primera observaciéon es que nuestra versién algebraica de la construccién
de las bisectrices realmente incluye, simultaneamente, tanto las bisectrices interiores
como las exteriores (perpendiculares a las anteriores) en cada uno de los vértices,
porque los valores de a,b no estan definidos sino salvo signo. Y las distancias a
los lados que hemos considerado estan, también, definidas mediante cuadrados, sin
especificar el signo.

El problema de manejar soluciones con signo (o desigualdades) es propio de la
geometria y dlgebra computacional real y existen, en ese contexto, excelentes aproxi-
maciones a la demostracién automatica de teoremas geométricos (tanto tedricas [5],
como implementadas en un sofware especifico [13]). Pero su capacidad para resolver
problemas en un contexto educativo es mucho menor, y la complejidad de su imple-
mentacién (y conexién con un programa de geometria dindmica) es mucho mayor.
Digamos que se trata, en el actual estado de desarrollo, de un producto «avanzadoy,
frente al objetivo de popularizacién de nuestra propuesta.

Asi pues, si tenemos que optar por trabajar en un entorno «sin signosy, donde
los algoritmos algebraicos son mas sencillos y eficaces, el problema que estamos
formulando es, realmente, el descubrimiento de una propiedad de las distancias a los
lados de un punto que esté en el perimetro de cualquiera de los tridangulos bisectores,
los determinados por los seis pies de las bisectrices (tres externas y tres internas).
(Existe realmente una propiedad de {d1, ds,d3} que se cumpla en cualquiera de esos
tridngulos?

Una interfaz amigable de ese futuro programa de geometria dindamica inteligente
deberia avisar al usuario de que la construcciéon que estd realizando incluye, inevi-
tablemente, otros elementos que tal vez no haya considerado, y deberia ofrecer esa
construcciéon completa asociada a la realizada por el usuario. En este punto, el usua-
rio tal vez se pregunte cuantos tridngulos bisectores vienen dados por los seis pies
de las bisectrices (dos por cada vértice, tales como X1, Xo para el vértice A; Y7,Y5
para el vértice B; Zy, Zs para el vértice C, vedse la figura 1). Tedricamente deberfan
presentarse ocho triéngulos: lelzl, Xl)/iZQ, X1Y2Z1, X1YQZQ, XQlel, XQleg,
XoYoZ1, XoYoZs, pero una simple inspeccién a la figura 2 nos hace dudar de esa
afirmacion.

En efecto, en la figura «parece» que siempre ocurre que dos pies de sendas bisec-
trices internas estan alineados con el pie de la bisectriz externa del vértice restante
y, ademads, los tres pies de las bisectrices externas también estdn alineados.

2.3. UN TEOREMA AUXILIAR

Tal vez el futuro usuario de un programa de geometria dindmica inteligente,
llegado a este punto, quiera corroborar esta intuicién, mostrando la alineacién de



698 DESCUBRIMIENTO AUTOMATICO EN UN PROBLEMA CENTENARIO
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Figura 2: Alineacién de pies de las bisectrices.

las ternas de puntos (X1, Y1, Z2), (X1, Ya, Z1), (X2, Y1, Z1), (X2, Ya, Z3). Recordemos
que las ecuaciones que definen cada uno de estos puntos ya han sido introducidas (en
efecto, no hay forma de distinguir X; y X5, Y1 e Y3, Z1 v Z5, los pies de las bisectrices
internas y externas, respectivamente, salvo por el signo de a,b). Consideremos, por
ejemplo, el caso de la terna (X1, Y7, Z3), cuyas coordenadas son X (21, x2), Y1(y1,y2)
y Za(23,0).

Asf pues, introducimos en Maple el conjunto de ecuaciones N (en las que, por la
sintaxis de Maple, hemos eliminado el término = 0) que describen estos pies de las
bisectrices, asignando un signo a las distancias a, b, segin los casos, y luego elimi-
namos todas las variables menos {z1,xa, 41, y2, 23}, para verificar que la expresién

algebraica de la alineaciéon de esos tres puntos es una combinacioén de las ecuaciones
dadas.

> with(PolynomialIdeals): with(Groebner):

> N := <(p-1)72*%q~2-a"2%q"2+1, p~2*q~2-b"2*q"2+1, (1+b)*x_1-(p+b),
(14b) *gq*x_2-1, (1+a)*y_1-p, (1+a)*qg*y_2-1,
(a-b)*(z_3-p) +(a*p-b*p+b)>;

> H := EliminationIdeal (N,{x_1,x_2,y_1,y_2,z_3});

> op(4, H);

obteniendo, casi inmediatamente, que el polinomio niimero cuatro del resultado de
la eliminacion es

23T2 + X1Y2 — X2Y1 — 23Y2
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que, igualado a cero, describe la alineacién de (X7,Y7, Z). La comprobacién o de-
mostracién de la alineacion de las otras ternas se obtiene analogamente.

2.4. FINALMENTE, LA SOLUCION

Como consecuencia de esta alineacion de ternas de pies de las bisectrices, es evi-
dente que el teorema cuya tesis queremos descubrir debe proporcionar un enunciado
sobre las distancias a los lados de un punto genérico (z,y) situado sobre alguna de
las cuatro rectas X1Y7, X1Ys2, XoY; vy XoY5, puesto que son las tinicas que aparecen
como lados de los tridngulos bisectores. Todas ellas vienen representadas por una
unica ecuacién tal como (y1 — z1)(y — z2) — (y2 — x2)(x — 1), puesto que no hay
forma de distinguir, sin introducir signos, el punto X;(z1, z2) y el punto Xs(x3,24),
etc.

Procedemos como anteriormente, introduciendo en Maple las ecuaciones (sin po-
ner al final = 0) de los puntos, rectas y distancias y tratando de eliminar todas las
variables menos las que involucran las distancias, para saber qué expresién se verifica
—si existe alguna— en esas solas variables:

> with(PolynomialIdeals): with(Groebner):

> NN := <(y_1-x_1)*(y-x_2)-(y_2-x_2)*(x-x_1), (p-1)72*q~2-a"2xq 2+1,
P 2%q"2-b"2xq"2+1, (1+b)*x_1-(p+b), (1+b)*q*x_2-1, (1+a)*y_1-p,
(1+a)*gxy_2-1, (x-(p-1)*q*y-1)~2-a"2%q~2*d_172,
(x-p*q*y) "2-b"2%q~2*d_272, y~2-d_372>;

> HH := EliminationIdeal (NN,{d_1,d_2,d_3});

El resultado es decepcionante. Los calculos son excesivos y el programa no termina.

Llegados a este punto, la interfaz de ese futuro programa inteligente para la de-
mostracién en geometria deberia proporcionar al usuario la posibilidad de incluir
algunas condiciones de «no degeneracién» (de nuevo, algo bastante simple e im-
plementado ya en GDI), tales como anadir, a las ecuaciones anteriores, otra que
indique que a, b, ¢ no han de ser nunca cero® (pues, en otro caso, el tridngulo degene-
rarfa). La maquina traduce internamente este requerimiento anadiendo la ecuacién
abgW — 1 =0, donde W es una variable auxiliar. Claramente, si abg/¥’ — 1 = 0, no
podran anularse ninguna de las variables a, b, q. Sin embargo, tampoco es posible
terminar los cdlculos, aun con esta ayuda del usuario. ;Cémo seguir?

Una de las cosas que hemos aprendido, en el desarrollo de esta solucién «automé-
tica» al problema 3 del Centenario, es la conveniencia de aumentar las posibilidades
de didlogo usuario-maquina, o la de tener ya implementados —en casos en los que
fracasa la aproximacién més directa— algunos heuristicos tales como el que vamos
a describir a continuacién®. Obsérvese que las tres ecuaciones tltimas de NN, esto es

(z—(p—1)qy—1)*—a’?d? =0, (z—pgy)®>—b*¢*d3 =0, y*—d5=0,

3Estrictamente hablando, en nuestro caso alguna de estas condiciones se pueden deducir direc-
tamente de las ecuaciones utilizadas.

4 Agradecemos al profesor J. Rafael Sendra, de la Universidad de Alcald, su crucial ayuda en
este punto y en la obtencién de los célculos que siguen.
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Figura 3: Tridngulos bisectores.

son, cada una, diferencia de cuadrados y, por tanto, elementalmente factorizables.
Si en vez del sistema NN escribimos los ocho sistemas NN;, ¢ = 1,...,8, que resultan
de reemplazar en NN cada una de las tres ultimas ecuaciones por alguno de sus
dos factores, cada solucién de NN serd solucion de alguno de estos ocho sistemas,
y reciprocamente. Asi pues, si eliminamos en cada uno de los sistemas NN;, i =
1,...,8, todas las variables menos las variables {d;,ds,d3} y multiplicamos todos
los resultados obtenidos, habremos obtenido una expresién en {d;, ds, d3} vdlida para
el sistema NN.

La ventaja de los sistemas NN; es, evidentemente, su mayor simplicidad, al tener
ecuaciones mas sencillas. Para maximizar nuestras posibilidades de éxito, ademas,
hemos anadido en cada sistema la condiciéon de no degeneraciéon que hemos comen-
tado arriba. El resultado obtenido ha sido el siguiente (el hecho de que aparezca
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elevado al cuadrado es irrelevante):
(—dg —ds + d1)2(—d2 +di + d3)2(d2 +di — d3)2(d2 +di + d3)2 =0,

es decir, que se verifica siempre que la suma —con signo— de las tres distancias ha de
ser cero (incluyendo el caso de la suma de las tres, puesto que nuestra aproximacién
no distingue entre distancias positivas o negativas).

En la figura 3, obtenida sobre GeoGebra usando un procedimiento que se describe
en [6], de color dindmico, se puede apreciar, en color més claro, el pequeiio tridngulo
original y, en otros tonos, las bisectrices interiores y exteriores de cada vértice y las
cuatro rectas que forman los lados de los cuatro tridngulos bisectores reales. En la
version en color de esta figura (o si se usa la aplicacién de GeoGebra que se describe
en [6]) se pueden diferenciar (en azul, rojo o verde) aquellos segmentos del perimetro
de los lados del triangulo bisector en los que se verifica una de estas condiciones sobre
las distancias.

En resumen, hemos descubierto y demostrado —jautomaticamente?— la siguien-
te generalizacién del problema 3 del Centenario:

TEOREMA. Dado un tridngulo cualquiera, se consideran todos sus tridngulos bisec-
tores, formados por los pies de las bisectrices internas o externas, un pie por cada
vértice. Entonces, dado un punto del perimetro de cualquiera de estos tridngulos bi-
sectores, se verifica que una de las distancias del punto a los lados del tridngulo dado
es tgual a la suma de las otras dos.

Quede para el infatigable lector la tarea de demostrar este enunciado por el
procedimiento convencional. . .
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