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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta secciéon deben enviarse, preferentemente, a
la direccion de correo electrénico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es en
archivos con formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar
Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Com-
putacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrotio. Para los problemas de
este numero se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 30 de
septiembre de 2013.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 217. Propuesto por Pedro H. O. Pantoja (estudiante), Universidade Fe-
deral do Rio Grande do Norte, Natal, Brasil.

Sea S(n) la suma de los digitos de un entero positivo n. Probar que, para cada
entero positivo m, la ecuacién

24 8(n) 4+ S + -+ S(n™) = S(nmth)

admite infinitas soluciones enteras.

PROBLEMA 218. Propuesto por Larry Glasser, Clarkson University, Postdam, Nue-
va York, Estados Unidos.
Sean a, d y b = a® — 2d niimeros reales positivos. Probar que

/“Mfddxo_
o a8+ bxt+ d?
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PROBLEMA 219. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdarquez, Universidad Complu-
tense, Madrid.
Probar que, para 2,y >0y t > —1/4,

2 2 2 4 2)2 4 gy 2 2
xy(x +3xy+y ) < (z® +y°) +4f?(25§ + 2y +y*?) <t — 2Py + a2y — P + ot

PROBLEMA 220. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.

Sean O, A y B tres puntos en el plano tales que ZAOB = /2, y sean C'y D
dos puntos arbitrarios situados, respectivamente, en los segmentos OA y OB. Si E
es el punto de interseccién de los segmentos AD y BC'y ZDEB = «, probar que

IBD|* - cota + [AC| - (|BO| + |OD|) > 21/|0OD| - |OB| - (JACJ* + | BD]?).

PROBLEMA 221. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

En un triangulo ABC' denotamos por a, by c las longitudes de los lados BC, C A
y AB, respectivamente, y por p su semiperimetro. Sea D el punto de intersecciéon de
la bisectriz interior del &ngulo CAB con el lado AB, y sean P y @, respectivamente,
los pies de las perpendiculares desde D a los lados AB y C'A. Probar que

PO - 2pl()p+—ca) \/(a +b— cl))ia —b+c¢)

PROBLEMA 222. Propuesto por Cristobal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Dos circunferencias ¢; y co de centros Op y Os, respectivamente, y radios R
y r, con R > r, son tangentes interiormente en A. En la recta t tangente comin a
ambas circunferencias en A, se toma un punto variable P y se trazan las otras dos
rectas tangentes PS y PT (puntos de tangencia S y T) a las circunferencias ¢; y ca,
respectivamente.

a) Hallar el lugar geométrico de los centros de la circunferencias ¢z que son tan-
gentes en S a ¢; y en T a cg cuando P varia en t.

b) Determinar una circunferencia ortogonal a todas las circunferencias ¢z y probar
que su radio es la media armoénica de Ry r.
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Soluciones

PROBLEMA 193. Propuesto por Cristobal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Sean ABC' un tridngulo en el que las longitudes de sus lados verifican a < b < ¢
y estdn en progresion aritmética. Si para dicho tridngulo S denota su area y rq, 73
y 7. sus exinradios, probar que la magnitud

(ra —re)S
(a —c)b?

es constante y hallar su valor.

Solucion enviada por Tanausu Aguilar Herndndez (estudiante), Universidad de La
Laguna.
Siendo s el semiperimetro del triangulo ABC), se tiene que

s(s=b)(s—¢)

s—a

Tq =

y las expresiones analogas para 7y, vy .. Asi, usando la formula de Herén para el area
de un tridngulo y denotando por K la magnitud a evaluar, se verifica que

s(s—b)
B2
Ahora, como los lados del tridngulo estdan en progresién aritmética y a < b < ¢, se

tendrd que b=a+ a y ¢ = a + 2a, para algin o > 0, y

I (3(1153& _ (a+a)) 3aJ2rBa 7;
B (a+ «)? 4

K =

También resuelto por M. Amengual, R. Barroso, J. Bosco, A. Castano, D. Lasaosa, J. Mir, J. Na-
dal, R. Peiré, A. Sdez, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjuntamente), V. Vicario y el proponente.

NoTA. Bruno Salgueiro nos informa de que la propuesta ha aparecido previamente
en un articulo del proponente que se puede consultar en http://www.oei.es/oim/
revistaoim/numero40/TringulosPACristobalagosto2010.pdf.

PROBLEMA 194. Propuesto por Juan Manuel Urbano Blanco, Universidad de Gra-
nada, Granada.
Para cada entero n > 1, definimos la funcién

fulz) = H (coszk+1 z+sen? x) .

k=1

Determinar el minimo de cada f,(z) y el conjunto de valores de x en el que se
alcanza.
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Solucion enviada por Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.
Para cada entero k, con 1 < k < n, por la desigualdad entre la media aritmética
y la media geométrica aplicada a cos?" " bt

1 1 .
Ty sen x, se tiene

k+1 k+1 k1 k1
cos®  x+sen® x> 2\/Cos2 oy osen2"t g

k k ok k
=2cos® x-sen® x =272 sen? (2z),

ok+ ok+

. . . 1 1 . . .
con igualdad si y solo si cos T = sen x, esto es si cosx = *+senx; es decir, si

)f

meA:{(Qm—i—l 4:m€Z},

en cuyo caso sen?" (2z) = 1.
Multiplicando miembro a miembro las n desigualdades anteriores, resulta

falz) > 24272

)

alcanzdndose la igualdad, y por tanto el minimo de f,(x), si y solo si x € A.

También resuelto por A. Castario, R. de la Cruz, D. Lasaosa, J. Nadal, A. M. Oller y el proponente.

PROBLEMA 195. Propuesto por Manuel Prieto Alberca, Universidad Politécnica de
Madrid, Madrid.

Dividamos en un nimero impar de partes iguales una semicircunferencia de cen-
tro O y radio a, tal y como se muestra en la figura adjunta.

Esquema que ilustra el Problema 195.

Sean Ay,...,A, vy Bi,...,B, los puntos de divisién. Tracemos las rectas para-
lelas al didmetro pasando por los puntos A; y B;, para i = 1,...,n. Estas rectas
cortan a las rectas OA,, y OB,, en los puntos C; y D;, parai=1,...,n. Probar que

CiDy+---+C,D, =a.
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Solucion enviada por Joaquim Nadal Vidal, I. E. S. de Cassa de la Selva, Girona.

A cada arco A;A;y1 le corresponde el mismo dngulo central o = g Si de-
notamos por Ag el extremo derecho del didmetro, es claro que ZAgOA, = ka.
Ademés, tomando A}, el pie de la perpendicular sobre el didmetro trazada desde Ay,
tendremos

AR Al = asen(ka).
Ahora, si M, es el punto medio de Cy Dy, es evidente que
OM), = A A}, = asen(ka)

y, por tanto,
Cy Dy = 2atg (%) sen(ka).

De esta manera, teniendo en cuenta la relacién 2 sen psen g = cos(p—¢q) —cos(p+q),
se verifica que

Solucion enviada por Cristobal Sinchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Castellon.
La solucién se apoya en la figura 1 en la que se visualiza la situacién para 9
puntos, es decir n = 4, pero el razonamiento es valido para cualquier otro valor de n.
Los angulos ZQ; P; A;, marcados en la figura en gris oscuro, son claramente igua-
les. Por ello tenemos las igualdades de triangulos

AOCZDZ = APZAZQ,L = AAZ'PZ‘Pi,1

(se han sombreado en gris claro los tridngulos correspondientes a i = 2), ya que
todos son isésceles con el mismo angulo desigual y la misma altura correspondiente
a ese vértice. De ahi que

=PP+ -+ P,_1P, = PO =a.

También resuelto por M. Amengual, R. de la Cruz, D. Lasaosa, J. Mir, A. M. Oller, A. Plaza,
J. Rivero, B. Salgueiro, V. Vicario, J. Vinuesa y el proponente.

PROBLEMA 196. Propuesto por O. Furdui, Cluj, Rumania, y H. Qin, Universidad
de Tecnologia de Shandong, Shandong, China.
Para cada entero positivo k > 2, probar que

e} k—1 .
k—1 k—1 logk i ) g
nz_:l<og kn + Hp %n) ok 9 2k?jz:;Jco <k)’

dondeHmzl—i—%—i—u-—i—

1
prel
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A

- AU:PU
P3 P, Py

Figura 1: Esquema para la segunda solucién del Problema 195.

Solucion enviada por Alberto Stadler, Herrliberg, Suiza.
Sean k > 2y a, =logk — Hy, + H,, — % Puesto que

1
Hy, =logn+v+ >—+0(n?),
2n

tenemos que a, = O(n~2) y la serie es convergente. Ademas

n 1 1 n 1, kn
—1 Y — 1
H,=Y [ 2¥'d :/ T4 _—k/ "y,
k_l/ox R s T T

1 k—1 k
kx 1 1—t
_ dr = lim 1 =logk
/O<xk—l x—l) v t%0g<l—t> o8
= % fol t*n=1dt. Con las expresiones previas podemos escribir

1 k—1 kn kn
kx 1 ot —1 -1 k—1
= _ _ kkfl_ kn—1 d
an /O(a;k—l r—1 a_1 o1 5 ¢ v

1 kn kn
T T k—1
— — kkfl_iknfl d
/0< x—1+x’€—1x 5 T T

! ok (2PN —1) PN 1 (B = DaF (@R —1)
Z“”‘/o (‘<x1><xkl>+<xk1>2’““ S )dm

= I;;(N) + Ji(N),




LA GACETA x SECCIONES 113

donde
! 1 1 k-1 .
Le(N) = /O ((x “D@F—1) k@12 @ 2z 1)) (1-a*) do
y
B 1 k+1 1 kah—1 (k+1)zk—1
Tr(N) _/0 <2k(x— D k@12 @12 2@ —1D) ) (1 -a")dr.

Usando manipulaciones algebraicas sencillas se puede comprobar que se verifica la
siguiente descomposicion en fracciones:

1 1 1 k-1 271'1]/1@
(z—1)(zF—1)  k(z-1)2 2k (x—1) * k le (e2mii/k —1)(x — e2mii/k)
1 k—1 +ik 3 z+1
klx—1)2  2k(z—1) 2k ot 2z cos (2}?) +1

Asi,

r+1 kN
Il %Z/ x? (22) dx—i—/ Ol

— 2z cos

z+1
dz + O(N71).
kz/ 2 — 27 cos 2ZJ)+1 ( )
Con la identidad

z+1 ) cosy —x 1 )
/ x2 —2zxcosy + 1 di = = cot (5) arctan <5eny> t3 log(z° —2z cos y+1)+C,

se deduce que

! r+1 T\ (7] 0w mj
dxr = —cot | == — — — ) +log|2sen | — .
/0$2—2$COS(QZJ)+1 <k><k 2) g( (k)>

Ademas,

1 - _ 2mij/k
k_alclgllx—l_H(l ‘ )

k-1 k-1 ,
_ mi(k—1)/2 —mij/k _ ,mij/ky _ 9 mJ .
e H(e e ) ]1;[1 sen ( ?

Jj=1
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Teniendo en cuenta lo anterior, resulta

= 21]: i(cot <7U> (7;7 - g) +log (QSen (?))) +O(NTY)

j=

k—1 .
TN ot () 4 logk -1
= 2k2;]cot(k)+ o +O(N7),

donde en el ultimo paso se ha usado también la identidad Z =1 ! cot ( ) =0.
Para tratar J,(N) debemos comenzar observando que las fun(:lones
1 kak—1 1 kak—1
r—1 k-1 Y k(x —1)2  (zF —1)2

son acotadas cuando z € (0,1). De esta forma,

Y k+1 1 kak—1 (k4 1)ak-1 _
J’“(M*/O <2k(x—1) TR @Fo1)2 2@k - 1) >d“O(N Y

kE+1 1—2z 1 1 1
=1 ] - — S+ O(N
m%( 2k Og(l—m’“>+k(1—x) 1—m’“> Ft ( )
k+1 k

-1
= P gk T o,
% ogk + o +O( )

Finalmente,
00 k—1 .
Z = lim ([t(N) + Jy(N)) = == — 88 T N™ ot (20,
— N—)oo 2k 2 2]412 1 k
También resuelto por D. Lasaosa y el proponente.

PROBLEMA 197. Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Universitat Politécnica de

Catalunya, Barcelona.
Sean a, by ¢ tres niimeros reales positivos tales que a? + b + ¢ = 3. Demostrar

que
b I S 9(a+b+c)?
Va?+3 VPP +3 VP43 16abc
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Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Honl Kong, China.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad entre la media aritmética
y la media geométrica, se tiene

( b N c N a >4
VaZz+3 VB2+3 V2 +3
1 1 1 2
< 2 2 2
—<(b e +a)<a2+3+b2+3+c2+3>)
9

1 1 1 2
+ +
a24+1+1+1 2414141 A+1+1+1

IN

9( 1 N 1 N 1 )2
4va2-1-1-1 4vp2-1-1-1 4ve2-1-1-1

:L(\/%Jr\/c?wr\/cﬁf
16abc
9 b+c c+a a+bd 2
_16abc( 2 2 2 )
~ 9(a+b+c)?
o 16abc

Ademaés, la igualdad se cumple si y solosia=b=c=1.

También resuelto por D. Lasaosa, P. Pefetti, B. Salgueiro, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjunta-
mente) y el proponente.

PROBLEMA 198. Propuesto por Pedro H. O. Pantoja (estudiante), Universidade Fe-
deral do Rio Grande do Norte, Natal, Brasil.

Sean p y ¢ dos nimeros primos tales que p > ¢. Demostrar que son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

a) py ¢ son primos gemelos,
b) o(p) + o(q) = 2p,
c) ¢(p) + o(a) = 2q,

donde o(n) es la suma de los divisores positivos de n y ¢(n) es la funcién de Euler.

Solucion enviada por Joaquin Rivero Rodriguez, I. E. S. Antonio de Nebrija, Zalamea
de la Serena, Badajoz.

Demostraremos que la primera afirmacién es equivalente a cada una de las otras
dos. Para ello tan solo debemos tener en cuenta que, si m es un ndmero primo,
entonces o(n) =n+ 1y ¢(n) =n — 1. Entonces, como p y ¢ son niimeros primos,

op)+o(q) =p+q+2=2p < p=q+2;



116 PROBLEMAS Y SOLUCIONES
en otras palabras, b) equivale a a).
De la misma forma, tenemos
o(p)+o(q) =p+q—2=2¢ < q=p-2,
que nos muestra, esta vez, la equivalencia entre c) y a).

También resuelto por T. Aguilar, A. Castano, R. de la Cruz, F. Gimeno, D. Lasaosa, J. Nadal,
J. Rivero, B. Salgueiro, A. Stadler y el proponente.



