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Entrevista a Maria Pe Pereira,
Premio José Luis Rubio de Francia 2012

por

Ann Lemahieu

La Real Sociedad Matemdtica Espariola ha concedido el premio José
Luis Rubio de Francia 2012 a Maria Pe Pereira, que en breve se incor-
porard al ICMAT como postdoc. La argumentacion del jurado destaca en
especial sus contribuciones al problema de arcos de Nash para superfi-
cies de su tesis doctoral, dirigida por Javier Ferndndez de Bobadilla, y
su trabajo comjunto con su director de tesis en el que resuelven de modo
afirmativo la conjetura.

Maria Pe Pereira (Burgos, 1981) es licenciada en Matemadticas por la Universidad
Complutense de Madrid y doctora en Mateméaticas por la misma universidad desde
2011, con una tesis titulada On Nash Problem for Quotient Surface Singularities y
dirigida por Javier Fernandez de Bobadilla, con quien no ha dejado de colaborar
desde entonces. Después de doctorarse pasé dos anos en el Instituto de Matematicas
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de Jussieu en Paris con una beca de Caja Madrid. Actualmente es profesora invitada
en la Universidad de Lille I y en septiembre se incorporara al ICMAT con un contrato
postdoctoral Severo Ochoa.

Nos encontramos en una terraza en la Plaza Mayor de Lille, disfrutando de un
café con merveilleuz, especialidad local.

Ann Lemahieu: Antes de nada, enhorabuena por el premio, Maria.
Como ves, hemos elegido el primer dia con sol en lo que llevamos de
primavera para hacer la entrevista.

Maria Pe: Muchas gracias Ann, jme hace mucha ilusién que seas ti la que me
entreviste, y més con sol!

AL: La parte central de tu investigacion, la que se ha destacado en
la concesién de este galardén, ha sido en torno al problema de arcos de
Nash. Este fue enunciado por John Nash en los afnos 60, ;cual fue el
contexto histérico?, jen qué radica su importancia?

MP: En primer lugar conviene senalar que el problema estd enmarcado en el
estudio de singularidades de conjuntos analiticos (o algebraicos) complejos. Nosotros
consideramos subconjuntos de C™ definidos como el lugar de ceros de una cantidad
(finita) de funciones holomorfas, por ejemplo polinomios. Este conjunto serd una
variedad diferenciable salvo en un conjunto de codimensién mayor que 2. Los puntos
donde no es variedad seran los puntos singulares, y el conjunto de todos ellos forma
lo que se llama el lugar singular. Por ejemplo, el origen de 2+ 33 + 2% = 0 en C? es
una singularidad de la superficie conocida como Eg. Nuestro problema es local, asi
que nos centramos en un entorno del lugar singular.

En los anos 60, Hironaka acababa de demostrar que, para cualquier singularidad
(definida sobre un cuerpo cerrado de caracteristica cero), siempre existia lo que
se llama resolucion de singularidades, es decir, una variedad compleja lisa y una
aplicacién analitica propia (localmente polindémica, en el caso algebraico) de esta
variedad lisa a la variedad singular que es un isomorfismo fuera del lugar singular.
La preimagen del lugar singular se llama lugar excepcional de la resolucion.

Este teorema es fundamental en Geometria Algebraica y Analitica, ya que per-
mite reducir problemas acerca de variedades singulares a problemas sobre variedades
lisas.

Hironaka demostré la existencia de resolucién, pero su demostracion, que ademas
resulté muy complicada en un primer momento, dista mucho de dar una descripcién
satisfactoria de la resolucién de una singularidad, de su lugar excepcional, asi como
de la relaciéon entre todas las posibles resoluciones de una misma singularidad y
sus lugares excepcionales. Fue en este contexto, con la demostracién de Hironaka
reciente, cuando Nash propuso estudiar la resolucién mirando el espacio de arcos
que pasan por la singularidad. Algo que resulta muy natural a posteriori: intentar
entender la topologia y geometria en torno a un punto singular considerando todas
las curvas que pasan por él.
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AL: ;Nos puedes explicar de forma asequible para un matematico no
especializado cudl es el enunciado del problema? ;Por qué la conjetura se
enuncia solo en dimensién 27

MP: Dada una singularidad, el problema de Nash conjetura una relaciéon precisa
entre el lugar excepcional de una resolucién y el espacio de arcos que pasan por el
lugar singular.

Un arco no es mas que una parametrizacion de una curva compleja. Por ejemplo,
(t*,45,15) parametriza una curva que vive en la superficie dada por la ecuacién
zz —y?> =0en C3 y pasa en t = 0 por el origen, que es el Gnico punto singular de
la superficie.

Fijada una singularidad, podemos considerar todos los arcos que pasan por el
origen. Esto serd un espacio de dimensién infinita que tiene estructura de variedad
algebraica, estando definido como el lugar de ceros de una cantidad numerable de
ecuaciones polinémicas en los coeficientes de las series que definen los arcos.! Solo
una idea acerca de la topologia del espacio de arcos: las aplicaciones continuas de C
al espacio de arcos consisten en deformaciones de arcos, es decir, dos arcos estaran
cerca si existe una deformacién que los conecta.

Como consecuencia de la existencia de resolucion, Nash observd que el espacio de
arcos se descompone en una cantidad finita de componentes irreducibles? y definié
lo que hoy se conoce como aplicaciéon de Nash: a cada componente irreducible del
espacio de arcos le asocid, de manera natural, una componente del lugar excepcional
(aquella por la que se levantan a la resolucién casi todos sus arcos). Esta asignacién
es siempre inyectiva. La pregunta fue cudndo es, ademaés, sobreyectiva. O, si se
prefiere, jcudles son las componentes del lugar excepcional que son imagen por esta
aplicacién?

Para superficies, la existencia de resolucién era un resultado clasico, y ademas hay
una tnica resoluciéon minimal. En este caso, el enunciado estaba claro: si la relacién
que Nash intuia era buena, tenia que haber una biyeccién entre las componentes
del espacio de arcos y las componentes irreducibles del divisor excepcional de la
resolucién minimal. A €l le parecié plausible que asi lo fuera, como escribié en la
introduccién del manuscrito donde introdujo el problema (ver [7]3). En el caso de
dimension superior no hay una tnica resolucion. Lo que si que se puede considerar son
las componentes que aparecen en todas las resoluciones. Y para estas, aunque Nash
se preguntaba si se tendria una biyecciéon, la cuestién ya parecia mas complicada.
Que esto no es cierto en dimensién mayor que 3 lo mostraron Ishii y Kollar en 2002
(ver [4]), v, en dimensién 3, de Fernex en el verano de 2012 (ver [1]).

AL: ;Qué implicaciones tiene vuestra respuesta positiva al Problema
de Nash para superficies? ;Queda algo por decir en dimensién superior?

1En general, un arco est4 definido por series convergentes, no necesariamente polinémicas como
t*, 5 y 5.

2Esta descomposicién se puede ver como la estabilizacién de la descomposicion en componentes
irreducibles de los espacios de n-jets, que son variedades algebraicas de dimensién finita.

3El manuscrito, que circulaba entre los especialistas, data de la década de 1960, pero no se
publico hasta la aparicién del volumen conmemorativo A celebration of John F. Nash, Jr. en 1995.
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MP: El hecho de que, para superficies, el estudio de la resolucién a través de los
arcos da lo esperable, es decir, informacioén sobre la resolucién minimal, da esperanza
a que los espacios de arcos codifiquen informaciéon importante sobre toda la fauna
de resoluciones y modelos en dimension superior. Si hubiera sido falsa la conjetura,
estariamos mucho més perplejos.

Como acabo de sefialar, ya sabemos que la adaptacion maés sencilla de la conjetura
a dimensién superior es falsa, lo que queda es encontrar el enunciado correcto. Ya
hay alguna conjetura al respecto de Kollar (ver [5]).

AL: ;Cual dirias que ha sido la clave para el éxito en la resolucién del
problema?

MP: Siguiendo el enfoque de Monique Lejeune-Jalabert y Ana Reguera (ver [6,
9]), trabajdbamos con familias de arcos o wedges. A diferencia de otros enfoques
conocidos, mas algebraicos, nuestro punto de vista era trabajar siempre con arcos
analiticos, con lo que podiamos hacer observaciones de caracter geométrico y topo-
légico. En un trabajo anterior (ver [2]), Javier habia demostrado que trabajar con
familias analiticas era suficiente (ademéds de que el problema no dependia mds que
de la topologia de la singularidad). En cualquier caso, el demostrar que el fené-
meno analitico correspondiente era cierto, se presentaba, al menos para mi, como un
prerrequisito para creer en la conjetura.

AL: ;En qué consistié la solucion a la conjetura que obtuvisteis?

MP: La solucién (ver [3]) consiste en demostrar que ciertas familias de arcos no
existen. Una familia de arcos no es mas que una parametrizacién en familia, topold-
gicamente es una aplicacién del disco por el espacio de pardmetros de la familia en
la superficie. La familia la vemos como la deformacién de un arco especial, e impo-
nemos ademés ciertas condiciones al resto de arcos, que tendran todos basicamente
las mismas propiedades porque estamos trabajando en geometria compleja, que es
muy rigida. Estas condiciones imponen restricciones topoldgicas. La demostracion
consiste en calcular una cota superior para la caracteristica de Euler del disco que
parametriza el arco genérico a partir de las propiedades de la familia. Esta cota
resulta ser 0, lo que es imposible porque la caracteristica de Euler del disco es 1.

AL: ;Cémo empezaste a trabajar en este problema?

MP: Comencé estudiando qué podia decir al respecto en el caso de superficies
cociente, superficies que se obtienen «cocientando» C? por un subgrupo lineal finito.
Estos ejemplos habian sido muy estudiados sin éxito. Pensamos que levantando los
arcos a C2, aunque fuera admitiendo exponentes fraccionarios, podriamos hacer més
tratable el problema. En concreto, empecé buscando un contraejemplo con ayuda
del ordenador. Obviamente no aparecio, y se fue evidenciando poco a poco que habia
cosas que se podian probar. En ese momento yo estaba buscando un problema para
hacer la tesis doctoral.

AL: ;Qué destacarias del trabajo de tu tesis que haya sido importante
para la resolucién final?



LA GACETA x NOTICIAS DE LA SOCIEDAD 409

MP: Creo que fue importante desarrollar muchos ejemplos completos, lo que nos
dio intuicién de muchos fenémenos que podian ocurrir. Por ejemplo, un hecho muy
sencillo que se hizo patente, y que luego fue importante para la resolucién final, fue
el siguiente: al fijar ciertas condiciones para los arcos de una familia a(t) parametri-
zada por s (que toma valores en un disco de C), se imponfa que necesariamente tenfa
que haber méas puntos en los que los arcos a con s # 0 pasaran por la singularidad.
Por ejemplo, en la familia de arcos

as(t) = (21 + st)?, t2(1 + st)?, t2(1 + st)?),

para s # 0, el arco o, pasa dos veces por el origen de la superficie singular dada
por xy — 2%, para t = 0 y para t = —1/s. Esta observacién fue posible gracias a
que estabamos trabajando con arcos analiticos y mirando su geometria. Esto fue
fundamental para probar el caso de superficies cociente (ver [8]), y nos hizo darnos
cuenta que podia ser clave tenerlo en cuenta para el problema en general.

AL: ;Cémo ha sido trabajar con Javier todos estos anos? ;Seguiréis
colaborando?

MP: Trabajar con él ha sido una suerte, he aprendido muchisimo y nos entende-
mos muy bien, la dindmica de trabajo que tenemos es muy estimulante. Segin pasa
el tiempo valoro mas y més todo lo que he aprendido de él. jClaro que espero que
sigamos colaborando por mucho tiempo!

AL: ;En qué temas estas trabajando en la actualidad?, ;qué problemas
te interesan y te gustaria dedicarles tiempo en el futuro?

MP: Actualmente estoy estudiando con Javier méas posibilidades de los espacios
de arcos. En esta linea también estamos colaborando con Patrick Popescu-Pampu,
de la Universidad de Lille I, donde he estado estos ultimos meses.

La Teoria de Singularidades tiene la ventaja de que permite enfoques muy diver-
sos. En particular me interesan problemas que hablan de la topologia o geometria de
la singularidad, aunque partan quizas de un contexto mas algebraico. Por ejemplo,
si bien no aspiro a resolverla, tengo siempre en mente la Conjetura de Zariski, que
pregunta si la multiplicidad de una hipersuperficie* se conserva por homeomorfimo.
En particular, me gustaria entender qué podemos decir de un homeomorfismo de C™
que lleva una hipersuperficie analitica en otra; por ejemplo, qué otras estructuras
preserva (salvo homotopia).

AL: ;Cémo ves la formacion de investigadores en Espana, en compa-
raciéon con la de otros centros extranjeros que conozcas?

MP: Yo estoy muy contenta con haber hecho la tesis en Espana. Creo que el
ambiente matematico es muy agradable y variado. No nos podemos comparar en

4Si una hipersuperficie en C" viene definida por una funcién analitica flz)= ZleN" arz! y si

para I = (i1,...,in) € N llamamos |I| := ZZ:1 1k, entonces la multiplicidad de la hipersuperficie
es min{|I| : a; # 0}.
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tradicién con muchos paises, pero el nivel que ha alcanzado la matemaética espanola
es muy relevante y esto se contagia.

En cuanto a la formacion, creo que es importante tener un master de investigacién
fuerte, no excesivamente especializado, que obligue a estudiar, que dé base y que a
la vez ponga al alcance de los alumnos los tltimos avances de manera agil. Cualquier
ayuda para ponerse al dia en ese estadio es impagable.

AL: ;Cémo fue el ambiente durante la etapa doctoral?

MP: En la Universidad Complutense siempre me he sentido muy a gusto, el
ambiente entre profesores y doctorandos es inmejorable. También mi paso por el
ICMAT ha sido muy agradable.

Recuerdo con especial carino las horas de las comidas, tanto con amigos docto-
randos (y no doctorandos) como con el grupo de singularidades. También fue muy
gratificante participar en el grupo de trabajo que organizaban Vicente Munoz, Ri-
cardo Pérez Marco y Javier.

Por otra parte, haberme integrado en el grupo de investigacion de Singularidades
de Madrid (con Ignacio Luengo, Alejandro Melle. .. ), y en el extendido por el resto
de Espana (Zaragoza, Valladolid, Valencia, Sevilla, Tenerife. .. ), ha sido increfble.
Es un grupo muy activo, y en particular nos ha permitido a mi y a otros muchos
estudiantes disfrutar de muchos congresos y escuelas, como el YMIS,? organizado
anualmente en Espafnia y donde nos conocimos precisamente ti y yo. Esto nos ha
puesto en contacto con una comunidad matemética muy amplia, tanto espanola
como extranjera.

AL: ;Coémo valoras la situacién actual de los investigadores jovenes en
Espana?

MP: De total incertidumbre. Creo que es dificil saber cuantos contratos va a
haber en los préximos anos. El principal problema es la falta de inversion y la
inestabilidad que provocan los cambios de politicas y las crisis como la actual.

Me preocupa que la situacién de la investigacién, y la universidad en general,
se deteriore. No estd en juego solo el futuro de una generacion, sino el futuro de la
universidad publica y de la investigacién. Si se pierde la inercia positiva consegui-
da después de muchos anos, luego sera dificil recuperarla. La renovacién paulatina
supongo que es buena para todos.

Creo que el sistema de contratos Ramoén y Cajal a los que luego se les facilita
la permanencia es bueno, aunque haga la carrera mucho més lenta comparada con
otros paises. En la misma linea, creo que es deseable que los procesos de contratacién
de las universidades sean méas abiertos y previsibles, como las convocatorias anuales
de contratos Ramoén y Cajal. Pero para que hablar de todo esto tenga sentido tiene
que haber nuevos contratos, que parece ser el problema principal en este momento.

5YMIS son las siglas de unos encuentros dirigidos a jévenes interesados por la geometria algebrai-
ca, las singularidades y el algebra conmutativa que desde 2005 organiza el grupo de investigacién
SINGACOM de la Universidad de Valladolid. Las siglas correspondian originalmente a Young Mat-
hematicians In Sedano, pero las ultimas ediciones han cambiado de sede y ahora deben leerse como
Young Mathematicians In Segovia.
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AL: Después de mas de dos anos en Francia, ;vuelves con ganas a
Madrid?

MP: El periodo en Francia ha sido muy gratificante, creo que he aprendido mucho
y espero tener ocasién de volver por aqui, pero ahora siento que voy a trabajar muy
bien en el ICMAT y me apetece mucho volver. Ademds, me siento muy afortunada
tal y como esta la situacién.

AL: Mucha suerte entonces en tu regreso y gracias por la entrevista.

MP: Muchas gracias a ti, Ann, y gracias también a LA GACETA, y a la RSME
por convocar este premio.
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