LA GACETA DE LA RSME, VoL. 17 (2014), NUOM. 1, PAcs. 99-108

99

PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a
la direccion de correo electronico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es en
archivos con formato TpX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar
Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Com-
putacién, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrofio. Para los problemas de
este numero se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 30 de
septiembre de 2014.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion serdn tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 237 (CORRECCION). Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Universi-

dad Barcelona Tech, Barcelona.

Sean x1,x9,...,T, nimeros reales tales que x; € [a,b], 1 < i < n, siendo 0 <

a < b. Probar que
I~ 5\ (11 (a® +b?)3
— ° — — | < —.
n ;xz n Z x|~ 6a2b?

PROBLEMA 241. Propuesto por Valcho Milchev, Kardzhali, Bulgaria.
Determinar todos los niimeros enteros positivos a y b tales que
nimero entero positivo.

PROBLEMA 242. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.
Determinar las funciones continuas f : [1,00) — R tales que

/I | ft)dt = /1m(t+t2 o+ TR f(1) dt,

para z € [1,00) y n € N.

a

4—a2+1
ab—

1

€S un
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PROBLEMA 243. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Leén, Leon.

En un tridngulo ABC sean ZCAB = 7/3, w su circunferencia inscrita, I su
incentro y M el punto medio del lado BC'. Si la circunferencia w toca al lado BC' en
el punto D, corta al segmento Al en F'|y al segmento M F' en otro punto F distinto
de F, demostrar que AD = AF.

PROBLEMA 244. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-
versita degli studi di Tor Vergata, Roma.

Sean a y [ ntmeros reales tales que o # —2k, a # 2k — 1, 8 # 2k+ 2y
B # —2k — 1 para cada entero positivo k. Definimos la sucesién

- a+ (—1)Fk
n — ) Z 1a
" 1] R ) G R DR
y los limites
N N
T(a, B) = nggo;am U(a, B) = ngnm;nan
y
N
S(a, ) = ]&gnooZ(—U"an.
n=1

a) Probar que los limites existen si —1 < a4+ 8 < 1.

b) Determinar los valores de o y 8 para los que

(a + ﬁ)S(O&,ﬁ) - ST(avﬂ) - QU(Q,ﬁ) > 0.

PROBLEMA 245. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdrquez.
Sean a, by c las longitudes de los lados de un tridngulo, p su semiperimetro y r
y R, respectivamente, los radios de sus circunferencias inscrita y circunscrita.

a) Probar que si A > 1, entonces

2p* _ 6rR+ A\(2p* — 6rR) - p? —6rR
07 = 32+7A) 2

b) Probar que si 0 < A < 1, entonces

2 _ 2
'R < 6rR + A(2p® — 6rR) < QL
= 3(2+7N) = o7
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PROBLEMA 246. Propuesto por Nikos Bagis, Aristotle University, Tesalonica, Gre-
cia; y Larry Glasser, Clarkson University, Postdam, Nueva York, Estados Unidos.
Probar que

/¢’ 9 /”/2 9
o VI—cospcosl Jo 1+ cospcosh

para 0 < ¢ < 7.

Soluciones

PROBLEMA 217. Propuesto por Pedro H. O. Pantoja (estudiante), Universidade Fe-
deral do Rio Grande do Norte, Natal, Brasil.

Sea S(n) la suma de los digitos de un entero positivo n. Probar que, para cada
entero positivo m, la ecuacién

24 8(n) +S(n?) + -+ S(n™) = S(n™t)

admite infinitas soluciones enteras.

Solucion enviada por el proponente.
Probaremos que los ntimeros de la forma

n=10F+1=1000---001
——
k—1

satisfacen la ecuacién propuesta para k = 2,3,4,... y, como hay infinitos de ellos,
se concluird el resultado.
Tenemos que S(n) =1+ 1 = 2. Es claro que

2 k 2 _ 102k 10k —10k(10F — 10k
n®=(10"+1)°=10""4+2-10"+1=10"(10"+2) + 1 = 10%(1000---002) + 1
k—1
=1000---002000---001
—_———— ——
k—1 k—1

y S(n?) =1+2+1=4 =22 De manera ansloga,

n® = (10" + 1) = 103 + 310 + 3. 10F + 1
=1000---003000---003000---001
—_———— —— —
k—1 k—1 k—1

y S(n3) =1+3+3+1=8=23 En general, S((10* +1)™) = 2™ para todo m > 1,

ya que
m m m

108+ 1) = 10+ 101 .
(10" +1) <0> +<1) S
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S((10* + 1)) = (?) + (T) P (Z) _om

2+ S5n)+ S +Sm®) +---+Sn™) =1+ (1+2+224+2%+...42™m)
:1+2m+1 -1 :2m+1 _ S(nm+1)

Ahora,

y la demostracion estd completa.

También resuelto por A. Castano. Se ha recibido una solucién incompleta.

Nota. A. Castafio obtiene las mismas soluciones que el proponente y conjetura que
estas son las tnicas posibles. Seria interesante disponer de una verificacién o una
refutacién de este hecho.

PROBLEMA 218. Propuesto por Larry Glasser, Clarkson University, Postdam, Nue-
va York, Estados Unidos.

Sean a, d y b = a? — 2d ntimeros reales positivos. Probar que

/OO m4+am72_ddx:0,
o a8+ bxt+d?

Solucion enviada por Ovidiu Furdwi, Universidad Técnica de Cluj-Napoca, Cluj-
Napoca, Rumania.
Puesto que b = a® — 2d, se tiene

/°° z* +ax? —d /°°1 332—%—1-(1
—_—_— de = — 2 dI’
o xd+brt+d? 0 X2 (22 — £)° 4 a2
1 /oo 1 \/E (y2 - y%) +a
4 2 2 )
\/a 0o Y d (yQ _ y%) 4+ g2
donde en la tltima identidad se ha usado el cambio de variable z = v/dy. Sea

o V(- h)+a
o Y d(y2—y%) + a2
Con el cambio y = 1/t, la integral I se transforma en

P [TV
0 d(t2— %) +a?

Y.

dt
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y, por tanto,

1 1 Ooa—\/g<y—1)2 1
I:§(I+I):§/O d(y2—yl2)2—y|—a2 (1+y2>dy.

Aplicando sucesivamente las transformaciones y — 1/y = u y u = \/av/ vd, deduci-
mos que

1 [ a—Vdu? * g —+du?
[=_ | A~ vew g, [ 4T VAw g,
oo @2 + du* + 4du? o @%+ du* + 4du?

av/a /°° 1—0?
= " dU == 0,
vVd Jo  a2v* + 4avdv? + a?

puesto que, por el cambio de variable v = 1/t

/°° dv B /°° 2 »
o a2vt + 4av/dv? + a2 0 a2t* + 4avd 2 + a2

Y el problema queda resuelto.

También resuelto por G. C. Greubel, D. Lasaosa, P. Perfetti y el proponente.

PROBLEMA 219. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdarquez, Universidad Complu-
tense, Madrid.
Probar que, para 2,y >0y t > —1/4,

vy(@® +ay+y*) _ (22 +y?)° + dtay(a® + oy +y°)

; < e <zt — 2Py + a2y? — a4+t

Solucion enviada por Juan Mir Pieras, Lloseta, Mallorca.
Es inmediato observar que, sip < ¢y 0 <a <1, entonces p < (1 —a)p+aq < q.
El problema propuesto es un caso particular de lo anterior tomando
wy(@® +xy + y°)

p= 3 . g=z' =2y + 2%y —ay !

1
a=—:-"
44 12¢
Por tanto, basta demostrar que

t>—1/4.

2 2
xy(x® + 2y + E
y( 31/ y)§x4—z3y+12y2—xy3+y4,
pero esta desigualdad es equivalente a 0 < (z — )2, que es obviamente cierta.
Ademés, vemos que la igualdad se cumple si y solo si z = y, que se corresponde con

p=q=z"
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Solucion compuesta por las enviadas por Alberto Castano Dominguez, Universidad
de Sevilla, Sevilla; Roberto de la Cruz Moreno, Centre de Recerca Matematica, Bar-
celona; y Gregori Garcia Ferri, CEFIRE, Xativa, Valencia.

Para cada x,y > 0, consideramos la funcién

(22 4+ 922 + dtzy(2® + zy + y?)
4412t

ft) =
definida para ¢ > —1/4. Resulta sencillo comprobar que

v @ =)@ —y)?* + 2 +y)?)
ft)=—4 (44 12t)2 ’

luego f'(t) < 0,si x #y,y f'(t) =0, si x = y. Por tanto, para z # y se tendrd que
la funcién es decreciente para t € [—1/4,+00) y

F-1/4) < £(1) < Tim_ (1),
lo cual equivale a

ry(2® + 2y + y?) < (22 +y%)? + dtay(a® + 2y + y?) <t
3 44 12¢

— 2Py + 2%y —ay® + o,
ya que

ay(2® +ay +y?)
f(=1/4) = 3

lim  f(t) = z* — 23y + 2%y — 29 + y*.
t——+o0
Cuando = = y es el tnico caso en el que se alcanza la igualdad, pues en ese caso f(t)
es constante e igual a xt.

También resuelto por I. V. Codreanu, D. Lasaosa, Kee-Wai Lau, J. Mozo, J. Nadal, P. Perfetti,
B. Salgueiro, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjuntamente), D. Vdcaru, J. Vinuesa y el proponente.

PROBLEMA 220. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.

Sean O, A y B tres puntos en el plano tales que ZAOB = 7/2, y sean C'y D
dos puntos arbitrarios situados, respectivamente, en los segmentos OA y OB. Si E
es el punto de interseccién de los segmentos AD y BC'y ZDEB = «, probar que

|IBD|? - cot o + |AC| - (|]BO| + |OD|) > 21/|0D| - |OB| - (JAC|? 4+ |BD|?).
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Solucion enviada por Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca.

Tomamos el punto O como origen de coordenadas de un sistema cartesiano de ejes
rectangulares de tal forma que las coordenadas de A, B, C'y D sean, respectivamente,
(a,0), (0,b), (¢,0) y (0,d), siendo a, b, ¢ y d niimeros reales positivos con a > ¢ y
b > d. De esta forma |OB| =b, |OD| =d, |AC|=a—cy |BD|=b—d.

Teniendo en cuenta que las pendientes de las rectas AD y BC' son, respectiva-
mente, map = —g y mpc = —%, resulta

map —Mpc ab —cd

t = = .
g« 14+ mapmpc ac + bd

Por consiguiente,

IBDJ? - cot o+ |AC| - (|BO| + |OD|) = (b — d)? ZZfi’Z +(a—c)(b+d)
~ (b—d)*(ac+bd) 4 (a —¢)(b+ d)(ab — cd)
B ab—cd
_ (a®b? 4 Ad? — 2abed) + bd(a® + b + ¢ + d? — 2ac — 2bd)
N ab —cd
(ab — cd)? + bd[(a — ¢)? + (b — d)?]
B ab—cd
B B (a—c)?+ (b—d)?
= (ab — cd) + bd pr—

> 2,/bdl(a - O + (b — d)7),

donde en el Ultimo paso se ha aplicado la desigualdad entre las medias aritmética y

24 (b—d)?

geométrica a los nimeros reales positivos ab — cd y bd (a=c) . Asi pues
ab—cd ’

[BD|? - cot a + |AC| - (|BO| + |0D|) > 2¢/|0D| - |OB| - (JAC|? + |BD]?),
como se queria.

También resuelto por D. Lasaosa, J. Nadal, B. Salgueiro, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjuntamen-
te) y el proponente.

NotA. En la solucién de B. Salgueiro se aplica la desigualdad entre las medias
aritmética y geométrica del mismo modo que en la publicada. Como consecuencia
de ese hecho deduce que la igualdad se alcanza tinicamente si (ab—cd)? = bd((a—c)?+
(b—d)?), que resulta ser equivalente a las condiciones b = d o b(a?+d?) = d(b* +c?);
es decir, B= D o |AD|? - |OB| = |BC|? - |OD|.

PROBLEMA 221. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

En un tridngulo ABC' denotamos por a, by c las longitudes de los lados BC, C A
y AB, respectivamente, y por p su semiperimetro. Sea D el punto de intersecciéon de
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la bisectriz interior del dngulo CAB con el lado BC, y sean P y @, respectivamente,
los pies de las perpendiculares desde D a los lados AB y C'A. Probar que

PO = Zpl()er—ca) \/(a +b— cl)Jia —b+c)

NotA. En el enunciado original de este problema se decia: “Sea D el punto de
interseccién de la bisectriz interior del angulo CAB con el lado AB”. Obviamente
se trataba de un error puesto que debia ser “con el lado BC”, como aparece en la
versiéon que ahora presentamos. En todas las soluciones recibidas se ha observado
ese error y se ha procedido a resolver el problema con el enunciado correcto.

Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.
Sea S el area del tridngulo ABC'. Puesto que la suma de las areas de los tridngulos
ABD y ACD coincide con S, se tiene

AB-PD AC-QD
2 * 2

Es claro que los tridngulos APD y AQD son semejantes y verifican que PD = QD.
Por tanto, de (1) se deduce la identidad

=S (1)

25

PD = .
b+c

Puesto que ZPDQ = m — A, aplicando el teorema del coseno al tridngulo PDQ

obtenemos
85%(1 + cos A)

(b+c)?
Finalmente, usando la férmula de Her6n para el drea del tridngulo ABC,

S=+vpp—a)p—b)p—oc)

v que, por el teorema del coseno,

PQ?*=2PD?*(14cos A) =

b% + ¢ —a?
A= —r —
cos T ,

concluimos que
Ap(p — a)(p — b)(p — ) (b* + 2bc + ¢* — a?)
be(b + c)?
4p*(p —a)*(a+c—b)(a+b—c) _
be(b + ¢)? ’

PQ? =

es decir, la identidad solicitada.

También resuelto por T. Aguilar, M. Amengual, R. Barroso, R. de la Cruz, D. Lasaosa, J. Mir,
J. Nadal, R. Peird, B. Salgueiro, C. Sdnchez, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjuntamente, dos
soluciones), E. Suppa, D. Vdcaru y el proponente.
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PROBLEMA 222. Propuesto por Cristobal Sinchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Dos circunferencias ¢; y ¢y de centros O1 y Os, respectivamente, y radios R
y r, con R > r, son tangentes interiormente en A. En la recta ¢ tangente comin a
ambas circunferencias en A, se toma un punto variable P y se trazan las otras dos
rectas tangentes PSS y PT (puntos de tangencia S y T) a las circunferencias ¢ y ¢a,
respectivamente.

a) Hallar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias ¢z que son
tangentes en S a ¢; y en T a ¢y cuando P varia en t.

b) Determinar una circunferencia ortogonal a todas las circunferencias cs y probar
que su radio es la media armoénica de Ry 7.

Solucion enviada por César Beade Franco, I. E. S. Fernando Blanco, Cee, A Corufia.

a) Si O3 es el centro de c3 y v’ su radio resulta que la distancia de O3 a Oy es
R—7',ylade O3z a Oy es r+r'. Silas sumamos obtenemos la cantidad constante
R + r. Por tanto, estos centros estan situados sobre una elipse de focos O1 y O3 y
constante R + r.

b) Invirtamos las circunferencias ¢; y c¢o respecto a otra circunferencia w de
centro A. Obtendremos sendas rectas paralelas £ y f5 perpendiculares al eje central.
Todas las circunferencias tangentes a £1 y 5 tienen sus centros en la paralela media
L., que las corta ortogonalmente.

Si volvemos a invertir respecto a w, las tangentes a ¢1 y /5 generan las circunfe-
rencias c3 del problema, y ¢, se invertira en la circunferencia c,,, ortogonal a todas
ellas y que es, por tanto, la que Coxeter y Greitzer, en el libro Retorno a la geometria
(sec. 5.7, pag. 122) llaman circunferencia media de ¢1 y cao.

Tomemos (solamente por claridad expositiva) A = (0,0) y las circunferencias
c1y ¢g con centros O = (R,0) y Oy = (r,0). Si llamamos z al radio de ¢,,, su
centro es el punto O,, = (z,0). Como el punto Dy = (2r,0) se invierte (por ¢,,) en
Dy = (2R, 0), se verifica que (2r — z)(2R — x) = 2%, que implica z = 12%}37 es decir,
la media armoénica de Ry 7.

Otro modo de responder este apartado es el siguiente: Supuesta la existencia de
esta circunferencia c¢,,, las circunferencias tangentes c3 se invierten, en una inversion
respecto a ¢,,, en si mismas. Por tanto, al conservar la inversiéon las tangencias, ¢; y
co se invierten la una en la otra, lo que significa que ¢,, es su circunferencia media.

Y para su radio, aparte del calculo anterior, podemos consultar el problema 5.7.2
del libro citado, pag. 122.

NoTta. El apartado a) de este problema, lo mismo que ocurria con el mismo apar-
tado del anterior Problema 208 de esta seccidén, no es mas que el enunciado en un
caso particular del problema de obtener el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes a dos circunferencias (considerando como tales a los pun-
tos y las rectas). Es conocido desde hace siglos (A. van Roomen hacia 1596 lo usé
para resolver el problema de Apolonio) que dicho lugar geométrico es una coénica.
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Se puede ver, al respecto, el articulo sobre Gergonne, De como Gergonne vincula
sus propios trabajos sobre tangencias a consideraciones historicas, publicado en La
Gaceta, vol. 11, n.° 2.

Ademas, el enunciado es algo restrictivo: Sucede que si trazamos una circunfe-
rencia tangente a dos dadas ¢; y ¢ en los puntos S y T, las rectas tangentes por
esos puntos a ¢ y co se cortan precisamente en el eje radical de las circunferencias
c1 y ¢, y este seria la recta t de un enunciado mas general.

También resuelto por R. Barroso, S. Campo, R. S. Eléxpuru, D. Lasaosa, J. Mir, J. Nadal,
B. Salgueiro, E. Suppa y el proponente.



