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RESUMEN. La ambigiiedad de la raiz cuadrada y la polisemia del signo ra-
dical plantean un problema con raices histéricas. Como problema matematico
ha sido resuelto, pero no como problema didédctico, ya que presenta sutilezas
conceptuales y operatorias cuya omisién en la ensefianza es a menudo causa de
malentendidos y conflictos fuertemente arraigados. En este articulo se aborda
este problema en su dimensién matematica desde una perspectiva histérico-
epistemolodgica. Esta perspectiva permite sustentar una reflexién didactica.

1. INTRODUCCION

La investigacién en didactica de las matemaéticas ha puesto de manifiesto que
algunos de los aspectos que hacen dificil para los estudiantes la transicién de la
aritmética al algebra son la manera diferente en que los mismos simbolos se usan en
aritmética y algebra, el cambio de significado de esos simbolos, y la aceptacion de
expresiones sin clausura como representacién de las operaciones y del resultado de
las mismas ([18, 19]).

El signo radical es un ejemplo de signo compartido entre la aritmética y el algebra.
Los aspectos antes mencionados determinan una concepcion tradicional del signo
radical que plantea un doble problema matematico y didactico.

El problema matematico tiene que ver con la sutileza de los requisitos formales
de la definicién de operacion y de exponente racional en R; mientras que el problema
didéctico esté ligado a los conflictos cognitivos y malentendidos que la aplicacion del
signo radical produce en los estudiantes, en los profesores e incluso en los manuales
y libros de texto. Ejemplos de estos conflictos y malentendidos han sido puestos de
manifiesto en investigaciones precedentes. Algunos de ellos son: la opinién genera-
lizada de que v/25 = 45 y a la vez V22 = z ([26]); la identificacién entre raiz y
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radical, y la creencia de que la raiz cuadrada y elevar al cuadrado son operaciones
inversas ([15]); la regla para resolver la ecuacién x2 = a por la que el doble signo
+ solo incumbe a la raiz del término a de la derecha y no a la raiz del término
2? de la izquierda ([14]); la confusién con la regla para simplificar radicales como
V32 £ /3 porque el radical de la izquierda tiene dos raices por ser su indice par,
mientras que el radical de la derecha tiene una sola raiz por ser su indice impar
(13]); la asuncién de que (—8)3 = —2 ([11, 12, 29]); o la confusién acerca de c6-
mo multiplicar nimeros imaginarios por la creencia de que la regla del producto
Va x Vb = v/a x b es valida tanto si a y b son positivos como negativos y por tanto
que V=4 x /=9 = —6 # \/(—4) x (=9) = 6 ([22)).

A continuacién se rastrea en los origenes de la concepcion tradicional del signo
radical para dar cuenta de su naturaleza dual, ambigua y polisémica. Después se iden-
tifican algunos de los conflictos cognitivos que manifiestan tres de los mas influyentes
matematicos de la primera mitad del siglo XIX, en relacion con esta concepcién pa-
ra situar el problema didactico. Finalmente se aborda el problema matematico y su
solucién desde el punto de vista de las matematicas actuales.

2. SOBRE LA INTRODUCCION HISTORICA DE LOS SIGNOS DE LAS
OPERACIONES

En los textos primitivos de algebra, para expresar las operaciones calculables se
usaban palabras de la lengua verndcula, mientras que cuando no eran calculables, se
usaban simbolos. Un ejemplo de esta doble representacién se encuentra en La Summa
de Luca Pacioli (1445-1517, también conocido como Luca di Borgo), donde aparecen
las expresiones verndculas «con» y «de» en el caso calculable, y las expresiones p y
m en el caso no calculable (ver figura 1; recuérdese que co es la abreviatura de cosa
y ce de censo, nombres de x y 22, respectivamente).
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«4co con 3co diremos que hacen 7co, y [...] 3co de 7co diremos que restan
4co, porque son de la misma naturaleza. Pero si queremos conocer 3co con
4ce, diremos que son 3co p 4ce o 4ce p 3co [...]»

Figura 1: Uso de la doble representacién verndcula y simboélica en Pacioli ([9], Dis-
tinctio octava, Tractatus Primus, fo. 112).
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Maés o menos por esta misma época, los algebristas alemanes usaban los signos
+ v — en vez de p y m con el mismo fin. Ejemplo de ello es el texto de 1552 del
hispano-aleman Marc Aurel [2] (ver figura 2), que es considerado el primer libro de
algebra impreso en Espana.

mas tres ducados. Afsi mefmo quiero fummar 3 22, con 2%:
no podemos dezir que fon §22,ni 5 ¥ :masforcadamente,
diremos que fon 3122,ymasz%:0 2%,y mas 32, pues no
fabemos quantovalela 12, ni el ¥. Por tantopara tales fums
mas delos caraeres,no fera menefter otro,fino dezir, 3 w-+¢
2z %,02 ¥+ 3 1, como veras.

«Asf mesmo quiero sumar 3z con 222, no podemos decir que son 5z ni 5z2:
mas forzadamente diremos que son 3z, y mas 2z%, o 222, y mas 3z, pues
no sabemos quanto vale la = ni el z2. Por tanto para tales sumas de los
caracteres, no serd menester otro, sino decir, 3z + 222, o 2z + 322, como
veras.»

(Nétese que los simbolos que usa Aurel son los de los cosistas alemanes, no
son la z y la y que usamos actualmente, sino que son simbolos de abreviaciéon
de la cosa y el censo, hoy dirfamos de z y z2.)

Figura 2: Primeros usos de los signos + y — ([2], Libro VII, capitulo III, fo. 71).

En el mismo texto, Aurel usa el signo radical, siguiendo a los «cosistas» alemanes
(i. e. [28], p. 109), para denominar de modo abreviado la operacién raiz cuadrada de
un nimero (ver figura 3). Cuando este niimero no es cuadrado perfecto, el simbolo
ya no expresa la operaciéon raiz cuadrada sino directamente un niimero irracional
(ver figura 4).

Estos textos revelan que, cuando las operaciones eran calculables, los signos de las
operaciones no eran necesarios, lo que explica que se retrasara su uso generalizado en
la aritmética hasta el siglo XIX ([4], p. 235). En la ensenanza, el recorrido histérico se
invierte, los signos de las operaciones se ensefian primero en la aritmética y, cuando
los estudiantes ya estan familiarizados con ellos, se extienden al algebra con un
significado diferente. De esta manera, la razén de ser algebraica queda en segundo
plano y se ve oscurecida o eclipsada por la razén aritmética.

3. SOBRE LA NATURALEZA DUAL DE LOS SIGNOS DE LAS OPERA-
CIONES

Los ejemplos anteriores apuntan a una dualidad inherente a los signos de las ope-
raciones, que puede ser interpretada a la luz de diferentes teorias: proceso/producto
([17, 7)), proceso/concepto ([16]), o proceso/objeto ([27]). Bajo estas teorias, lo que
se da a entender es que cuando las operaciones no son calculables, como cuando se
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‘o9 Declaracion de algunos charatleres, que
para las rayzes feran neceffarios.

e Para tratar de tales numeros, y otros femejantes , feria
cofalarga , y no galana, poner los tales nSbresala larga : mas
deffeando huyr cfto, y cuitar toda prolixidad, procure poner
aqui algunos, que para en eftaarte cranneceflarios. Y fon v,
W. WV V.WV.wW V.= =, Delos quales el p° fignifica,y
guicrc dezir rayz quadrada: el 2°, rayz quadrada de rayz quae

rada, o rayz derayz: el 3°,rayz cubica: el 4°, rayz vniuerfal:
el 5°, rayz de rayz vniuerfal:cl 6°, rayz cubica vniuerfal:el 5°,
mas: y el 8°, menos. Exéplo,v 4,quiere dezir rayz quadrada
de 4,quees 2, V5, quiere dezirrayz de 5. &cC. W20-+u/y,
quiere dezir, rayz de rayz de 20,y mas rayz cubicade 7. v'v.
8 —v3 ,quiere dezir,rayz quadrada de todo efto:ges $ = v/ 3,
Dig‘g rayz vniuerfal de 8 menosrayzde 3,§esv del refiduo
&c. Eftome ha parefcido bueno, tome cada vno los § querra,
o efcriualos ala larga,todoa fu plazer:que por efto no pierde
niganala [Ciencia, o arte.

«Declaracion de algunos caracteres, que para las rayces seran necesarios. Para
tratar de tales ntimeros, y otros semejantes, seria cosa larga, y no galana,
poner los tales nombres a la larga: mas deseando huyr esto y evitar toda
prolixidad, procure poner aqui algunos que para en esta arte eran necesarios.
Y sony/ [...]. Delos quales, el primero significa y quiere decir rayz cuadrada
[...]. Exemplo, v/4 quiere decir rayz cuadrada de 4, que es 2.»

Figura 3: Uso del signo radical para denominar a la operacién raiz cuadrada ([2],
Libro VII, capitulo III, fo. 43).

opera en algebra con letras, los signos de las operaciones se usan para representar
objetos matemdticos que son resultados de operaciones. Asi ocurre, por ejemplo,
cuando se escribe que la suma de a y b es a + b. Por contra, cuando las operaciones
son calculables, los signos de las operaciones se usan para representar procesos que
son operaciones. Asi ocurre, por ejemplo, cuando se escribe que la suma de 2 + 4
es 6.

En el caso de la raiz cuadrada, cuando el signo radical acompafia a un niimero que
es cuadrado perfecto, como en v/4, indica de un modo abreviado la quinta operacién
de la aritmética sobre ese niimero; pero cuando acompaia a una letra, como en +/a,
indica el resultado de esa operacién.

Como se verd a continuacién, esta dualidad del signo radical da lugar a un fené-
meno de ambigiiedad y polisemia', que se puede rastrear a través de las cogniciones

1Segtn la RAE, ambigiiedad es lo que puede entenderse de varios modos o admitir distintas
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39 De otramenera podras fumar dos num eros,o rayzesirra
cionales, pues afsi como afsi verna binomino.

2 Exemplo. Quiero fumar v 6 con v 2 : diras fimplemens
te,queviene v 7+ v 2. Efto ninguno podra negar: porque es

«Otra manera de sumar irracionales. De otra manera podras sumar dos ni-
meros o rayzes irracionales, pues asi como asi vendrd binomio. Exemplo.
Quiero sumar V6 con /2: dirés simplemente, que viene V6 + \/§ Esto nin-
guno podra negar [...]»

Figura 4: Uso del signo radical cuando el niimero no es cuadrado perfecto ([2], Libro
VII, capitulo III, fo. 44).

petrificadas ([25]) de los matemdticos mds influyentes:

Petrificadas porque estan ahi, en el texto que nos ha legado la historia,
como en los monumentos de piedra de los que no cabe esperar que digan
mds de lo que ya estd en ellos. Cogniciones porque lo que queremos leer
en esos textos no es el despliegue de un saber, las matemdticas, sino el
producto de las cogniciones (matemdticas) de quien se declara como su
autor ([25], p. 113).

4. AMBIGUEDAD Y POLISEMIA DEL SIGNO RADICAL EN EULER

En un texto histérico tan influyente como «el dlgebra» de Euler (1707-1783), pu-
blicado por primera vez en 1770 bajo el titulo de Vollstindige Anleitung zur Algebra
[10] (Instruccién completa de Algebra) se observa que la dualidad proceso/producto
del signo radical involucra un doble fenémeno de ambigiiedad y de polisemia (figu-
ra b):

= el signo radical aplicado a 4 es ambiguo, al no tener un solo valor, sino dos:

Vides +2y —2;

= el signo radical es polisémico al cambiar su significado segin se aplique a un
numero cuadrado perfecto o a una letra: aplicado a 4 representa un conjunto
de dos valores y aplicado a la letra a representa un valor absoluto.

interpretaciones y dar, por consiguiente, motivo a dudas, incertidumbre o confusién; polisemia es
la pluralidad de significados de una palabra o de cualquier signo lingiiistico.
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150,
B aber die obige Anmerfung aﬂe3elt ﬁatt finbet,
daff bie Quabratroursel aus einer jegliden Jabl im-
mer einen doppelten Werth hat, oder fowobl negativ
als pofitiv genommen werben fann, indem 3. &. 14,
forvobl 4 2 als — 2 ift, und {berbaupt fiir die Quas
dratourzel aus a forohl + ¥ a als — ¥ a, gefdyrieben
werden fann, fo gilt diefes aud) bey den unmdglichen

«La raiz cuadrada de cualquier ntimero tiene siempre dos valores, uno posi-
tivo y el otro negativo; esto es que v/4, por ejemplo, es igualmente +2 y —2,
y en general, se puede adoptar tanto —+/a como ++/a para la raiz cuadrada
de a.»

Figura 5: Manifestacion de la ambigiiedad y la polisemia del signo radical en Euler
([10], vol. I, p. 62).

5. CONFLICTOS HISTORICOS CON EL SIGNO RADICAL: PEACOCK Y
LACROIX

La ambigiiedad y polisemia del signo radical va a ser fuente de conflictos concep-
tuales para algunos de los més influyentes matematicos de la primera mitad del siglo
XIX, momento en que se estan desarrollando las bases de las mateméticas actuales.

George Peacock (1791-1858) reconocerd la ambigiiedad del signo radical, que
identifica con la operacién raiz cuadrada. Lo manifiesta en su Algebra Simbdlica?
(ver figura 6).

Ante esta ambigiiedad, tras exponer la identidad entre el exponente racional y
la radicacién escribe que (az)% =at =a=Va? , advirtiendo, en una nota a pie de
pagina, que la raiz cuadrada de a? es tanto —a como +a (ver figura 7).

Este ultimo parrafo es enigmatico porque no nos dice explicitamente qué valor
hay que atribuir a Va? , aunque Peacock posteriormente lo aclara, indicando que no
es inusual denotar la raiz doble poniéndole como prefijo el doble signo +, de modo
que *a significa igualmente +a 0o —a o ambas (ver figura 8).

De este modo da a entender que Va2 = =a, al parecer sin percatarse de la
incoherencia que supone admitir que va2 = at = a, y al mismo tiempo que Va? =
+a.

Otro personaje, Augustus De Morgan (1806-1871), no estd muy convencido de
la conveniencia de utilizar dos formas diferentes de notacién simbdlica, ¥/a y a%7

2Recor@emos que Peacock publicé dos volimenes, uno dedicado al Algebm Aritmética en 1840
y otro al Algebra Simbdlica en 1845.
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645. It will follow, from the Rule of Signs, (Art. 569.)
that, in Symbolical Algebra, there are always two roots, differ-
ing from each other in their sign only, which correspond to the
same square: thus ¢’ may equally arise from the product axa
and —a x ~a: (a+b)° may equally arise from the product
(a+b)x(a+b), and —(a+d)x—(a+b): (a—b)" may equally
arise from the product (a—&)x(a-d) and (b~a)x(b-a),*
and similarly for all other squares. It follows, therefore, that
in passing from the square to the square root, we shall always
find two roots, which only differ from each other in their sign;
but it is the positive square root alone which is recognized in
Arithmetical Algebra, and which may therefore be called the
arithmetical root.

646. We have already had occasion to notice these am-
biguous square roots in Arithmetical Algebra (Art. 383) in

Figura 6: Ambigiiedad del signo radical en Peacock ([24], vol. II, p. 67).

636. What is the meaning of a3 ?

The product al x ai =ai*i=g'=g, (Art. 42) by the “prin-
cipleof indices” (Art.635): and it likewise appears that,/a x ,/a =a,
where ,/a denotes the square root of a (Art. 223): we conclude,

therefore, that a: is identical in meaning with ,/a, inasmuch
as when multiplied into itself, it produces the same result®.

It follows, therefore, that
(@)i=di=a=/a""
(a™) T=as= Ja™
(ad)i=al=Ya.
(a-9)-i=ai=Ya.

®* The squaré root of «® may be —a as well as + a.

Figura 7: Identidad entre el exponente racional y la radicacién en Peacock ([24],

vol. I, p. 62 y 64).
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647. In extracting the square root, we follow, as in all other
operations, the same process both in Symbolical and in Arith-
metical Algebra, assuming the proper relation of the symbols:
and the negative is at once found from the positive root, by
merely changing its sign. It is not unusual, likewise, to de-
note the double root by prefixing the double sign = to it: thus
+a¢ means equally +a or —a, one or both: =(a—&) means
equally @ —& and b—a: and similarly in other cases.

Figura 8: Relacién entre rafz cuadrada, rafz doble y signo doble en Peacock ([24],
vol. II, p. 68).

para expresar lo mismo, por lo que propone que la notacién radical se use con el
significado aritmético y la notacién exponencial se use con el significado algebraico.
Asi, V4 = 2 pero 43 puede ser +2 o —2, la que queramos, a menos que se especifique
(ver figura 9).

Ilaving two symbols to indicate the nth root of a, namely,

—_ 1
V4 and an, we shall employ the first in the simple aiithmetical
sense, and the second to denote any one of the algebraical roots,
that is, any one we please, unless some particular root be specified.

Thus & 4 is 2, without any reference to sign; but (4)} may be either
+2o0r —2. Thus ¥ ais the cube root found in arithmetic, while

Figura 9: Diferenciacién entre notacion radical y notacién exponencial en De Morgan
(18], p. 122 y 123).

Volviendo a Peacock, al intentar explicar que la extraccién de la raiz cuadrada de
un ntimero ¢ y la solucién de la ecuacién cuadratica x2 = g son procesos equivalentes,
atribuye al signo radical un doble valor: 2* = ¢ = x = /g = £a (ver figura 10).

En cambio, cuando aborda la resolucién de la ecuacién de segundo grado, atribuye
al signo radical un tnico valor, el valor absoluto, susceptible del signo mas o menos

(ver figura 11):
> p p?
—pr—q=0 = z=214/qg+ 2.
L —=pr—dq €z D) q+ 1

De todo esto se puede concluir que Peacock transmite la concepcién euleriana,
asumiendo la ambigiiedad de la raiz cuadrada va? = 4a, en el sentido de +a o —a,
pero no ambos a la vez, y asume la polisemia del signo radical al asignar el doble
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ON THE GENERAL THEORY AND SOLUTION OF QUADRATIC
EQUATIONS.

656. Tur process of extracting the square root of a number
or expression ¢, is equivalent to the solution of the binomial
quadratic equation (Arts. 246 and 377)

a'=gq, or 2'~q=0.

For the value of x, determined from this equation is ,/q
or the square root of ¢: and this root, as we have already shewn,
(Art. 645) possesses two values which differ from each other
in their sign only: thus, if a represents one root, — a represents
the other:

Figura 10: Atribucién de dos valores al signo radical en Peacock ([24], vol. II, p. 77).

658. Let us proceed to determine the solution of the equation
T #-pr-g=0 ),
or 2*—pr=gq.

e .
Since ( - g) ="‘__P" +% s
and since z*— pz = ¢, it follows that

BN _ L E
(‘ E) =9+t
and, therefore, (Art. 645)

-tee flre8)-
md;:%*\/(q+§). (9)-

Figura 11: Atribucién de un tinico valor al signo radical susceptible del signo més o
menos en Peacock ([24], vol. II, p. 78).

signo £ de modo diferente, antes o después del radical, como se ve en x = /g = +a

2
yenz —5==+y/qg+ 5.

También Sylvestre Lacroix (1765-1843) asume la ambigiiedad de la raiz cuadrada
y la traslada a la solucién de la ecuacién de segundo grado. Dice que al considerar
las cantidades algebraicamente debe darse el doble signo + a la raiz cuadrada de
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cualquier cantidad. Pero, entonces, se pregunta por el hecho de que la z, en la
resolucién de la ecuacién cuadratica 22 = b, no se vea afectada del doble signo,
mientras que b si, ya que escribimos que z = +v/b, y no + = +v/b. La explicacién
que da Lacroix de esta sutileza es que, aunque la solucién de 2 = b fuera +2 = +v/b,
no se tratarfa en realidad de cuatro soluciones (+x = +Vb, +x = —b, —x = —/b,
—z = ++/b) ya que éstas son iguales dos a dos (ver figura 12).

Esta explicacién fue dada por valida por una buena parte de la comunidad de
matematicos, alguno de ellos de gran influencia en el ambito académico espanol,
como es el caso de Juan Cortdzar (1809-1873), que la recoge en los términos que se
ilustran en la figura 13.

En definitiva, la sutileza de la explicacién que da Lacroix ante el conflicto que
le provoca la regla general de poner el doble signo a la raiz cuadrada de cualquier
cantidad, y por tanto la ambigiiedad del signo radical, deja entrever un dilema en
relacién con el valor de vz2:

» Va2 =4z,
s Va2 =1,

6. EL PROBLEMA DIDACTICO: INCOHERENCIAS
La mayoria de los estudiantes, profesores, futuros profesores y autores de libros

de texto, creen que v/4 = £2 y al mismo tiempo que Va2 = z ([26], [13], [15]), sin
darse cuenta de que ambas cosas no pueden ser ciertas a la vez, ya que para = = 2,

se tendria que
12 =Vi=V2=2

12— F2E = VA= (2 = -2,

Y si v/4 = +2 fuera cierto, entonces, como se sefiala en [23], se tendria que

O que

VA + V4 = (£2) + (£2) = {+4,0, -4}

VA — VA = (£2) — (£2) = {+4,0, -4},

y de aqui se podria tener que
Vi+Vi=Vi- Vi

Otra incoherencia es la que se da cuando se extiende el doble valor de la raiz a
los radicales de indice par. Por un lado v/32 = /3 son radicales equivalentes; por
otro lado, como el indice del radical a la izquierda del signo igual es un nimero par
tiene dos soluciones (una opuesta a la otra); mientras que, como el indice del radical
a la derecha del signo igual es impar, solo tiene una solucién. ; Entonces?
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On pourrait, d'aprés cette régle, demander pourst
quoi, z étant la racine quarré de z*, on n'affecte pasuussi
x du double signe == ? On répondra d'abord, avec
M. Develey ( Algebre &’ Emile, T. I1.), que la lettra
Z ayant été posée sithplement sans signe ( c'est-a~dire
avec le signe 4-), comme te symbole de I'inconnue ,
c’est dans cet état qu'il en faut déterminer la valeur, et

.que lorsqu’on cherche un nombre x dont le quarré soit
&, par exemple, il n’y aque ces deux solutions possibles:
x=q Vb, x=— k. Ensuite, quand méme, en
résolvant I'équation x*=25, on écrirait = x=—= Vo,
et qu'on arrangerait ces signes de toutes les maniéres
possibles, savoir :

+ax=+ Vb, —z=—V5,
+r=—Vb, —x=+4V7b,
enn’obtiendrait rien de plus, puisqu'en changeantle signe

des membres de la seconde équation de chaque ligns
(57), on retomberait sur la premiére,

«[...] Se podria, a partir de esta regla, preguntar ;jpor qué, siendo z la raiz
cuadrada de z2, no estd también afectada del doble signo +? Se respondera,
primero, con M. Develey (Algébre d’Emile, T. II), que la letra x que ha sido
puesta sin signo (es decir con el signo +), como el simbolo de la incégnita, es
en este estado que hay que determinar su valor, y que puesto que se busca un
numero x, cuyo cuadrado es b, por ejemplo, solo hay dos soluciones posibles,
x = +vb, z = —/b. De donde, igualmente, resolviendo la ecuacién z? = b
se escribird £z = +v/b, y que se arreglarén esos signos de todas las formas

posibles, a saber:
+z=+Vb, —z=-vb,
—z=—Vb, —x=+Vb,

y no obtendriamos nada nuevo, puesto que cambiando el signo de los miem-
bros de la segunda ecuaciéon de cada linea se recae en la primera.»

Figura 12: Equivalencia entre soluciones en Lacroix ([20], p. 154-156).

7. EL PROBLEMA MATEMATICO

La restriccién del signo radical a un solo valor es necesaria para no violar un
requisito necesario para la definiciéon de exponente racional, a”, r € Q, y es que éste

no debe depender del representante de r elegido para ese nimero racional.
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1320 ¢UINRO.

Ecuaciones de segundo grado.

LRUPEREEN

CAPITULO I
Ecuaciones de sequndo grado con una incignila.

Articuro 1.°
Ecuaciones incompletas de sequndo grado.

ek s s { Se llama ecuacion completa de segundo grado la
ecuacion de segundo grado que contiene uno 6 mas tér-
minos en que el esponente de la incognita es 2, uno 6 mas
términos en que el esponente de la incognita es 1, y uno 6
mas términos conocidos.

" Ecuacion incompleta de segundo grado es la ecuacion de
segundo grado que carece de términos en que el esponente de
la incégnita es 1, 6 que carece de términos conocidos.

La ecuacion incompleta de segundo grado, despues de
quitar los denominadores, efectuar las operaciones indicadas,
transponer y reducir, tienc evidentemente una de estas dos
formas :

T ax’=b, ax’+}bx=0.
173. Para resolver la ecuacion az*=b, dividiremos amhos
miembros por a, y serd

143
'z:i\/ i.
«
b
—==\/ —
B

Mudando en esta segunda ecuacion los signos de ambos

miembros, sera
b
b &
a

y esta ecuacion nos da para @ dos valores idénticos 4 los que
da la ecnacion

a==y/ L.
@

- Luego, al estraer la raiz cuadrada de los dos micmbros deuna
ecuacion , no hay necesidad de poner el signo == mas que G un
- solo miembro,|

0 o
Para comprobar los valores \/% y —\/; de o, 3@

~ sustitayen en la ecuacion propuesta. R
Sustituyendo el primero, serd

ax(\/_’.ui')-=b , 6 ax%:b;

o que es cierto.
Sustituyendo el segundo, serd
— 2

/ b
ax(—\/ %) — ! a)(;:b.

B, il ver que la ccuacion propuesta no puede verificar-

3 b Thio ks
oAy 1 .!e por ningun otro valor diferente de il de —\/.Ef# .
Estrayendo ahora la raiz cuadrada de ambos miembros, serd F‘H dicho valor clevado al cuadrado daria un némero dife-
b rente de l, el cual multiplicado por a daria un producto
:!:w::f:\/ s Ll @

A ede b. Luego en la ecuacion ax’==b la incégnila tiene
6 bien, ¢s iguales y de signo contrario.
«[...] Para resolver la ecuaciéon az? = b, dividiremos por a, y serd x? = g.

Extrayendo ahora la raiz cuadrada de ambos miembros serd +x = + g,
o bien z = :I:\/g , —&x = j:\/g . Mudando en esta segunda ecuacién los signos

de ambos miembros serd r = :i:\/g, y esta ecuaciéon nos da para x dos

valores idénticos a los que da la ecuacién x = j:\/g . Luego, al extraer la raiz

cuadrada de los dos miembros de una ecuacién, no hay necesidad de poner
el signo + mas que a un solo miembro.»

Figura 13: Explicacién de Cortdzar ([5], p. 142 y 143) sobre la resolucién de la
ecuacién cuadratica.

Si se aceptara el doble valor del radical de indice par, la propiedad “Va*m = {/a™

’ ~ . 6 . . .
serfa falsa, como se ha sefialado en el ejemplo v/32 y /3. En coherencia con el criterio
de asignar un solo valor al radical, actualmente se acepta que Va2 = |z|, como puede
comprobarse en las siguientes citas:

«Cada ntimero real no negativo a tiene una rafz cuadrada no negativa tdnica.
. . . e T
Nota: Si a > 0, su rafz cuadrada no negativa se indicard por a2 o por /a»

([1], p- 36).
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«El simbolo /z para z > 0 denota aquel nimero no negativo cuyo cuadrado
es z» ([6], p. 38).

«Si A es un numero real positivo, la Unica raiz positiva de " — A = 0 se escribe
= VA= Aw» ([21], p. 164).

De esta manera no se viola el concepto formal de operacién, ya que, si no se
aplicara esta restriccion al radical (un solo valor), la funcién 22 considerada en todo
el eje X no seria biunivoca. Obviamente, para que la funcién x — 22 tenga inversa
tiene que confinarse a la semirrecta x > 0.

8. (CONCLUSIONES

La naturaleza dual y, en consecuencia, la polisemia y ambigiiedad, de la raiz
cuadrada y del signo radical, se sustenta en concepciones que estan fuertemente
arraigadas. Estas concepciones plantean un dilema que se manifiesta como problema
matematico y didactico.

Desde el punto de vista de las matematicas, se ha optado por resolver el problema
asignando a la expresién y/z, > 0, un solo valor, una de las dos raices de z, la rafz
positiva o raiz principal. Con esta restricciéon lo correcto es escribir:

V4=2 yno V4 =42

Igualmente,

Va? =|z| yno va? =uz.

Pero en los textos matemaéticos no se suelen dar explicaciones del porqué de esta
restriccién, por lo que, aunque se ha resuelto el problema matematico, no se puede
decir lo mismo del problema didactico, ya que al parecer la ensefianza esta tanto o
maés influida por las cogniciones petrificadas y por las inercias de la tradicion que
por las definiciones formales de los desarrollos matematicos actuales.

De hecho, en la practica usual de ensenanza, al resolver una ecuacién, como por
ejemplo (z + 3)? = 169 se suele escribir

(x+3)* =169 = /(z+3)2 =169 = x+3 = £13.

En este desarrollo no se hace mencién al médulo, de modo que, como sefiala [26], se
refuerza la idea de que \/(x +3)2 =z + 3 y /169 = +13.

Para evitar reforzar estas creencias equivocadas, se puede proponer que no se
omitan pasos en la resolucién y se escriba el desarrollo completo. A saber,

(x+3)2=169 = /(2 +3)2=V169 = |z +3| =13 = 2+ 3 = +13.

Estas observaciones apuntan a la necesidad de mejorar la ensefianza de raices y ra-
dicales teniendo en cuenta no solo las exigencias formales de la concepcién funcional
de las operaciones y sus inversas, o de la definicién de exponente racional, sino sobre
todo las incoherencias e inconsistencias que hay detras de las cogniciones petrifica-
das que la ensenanza tradicional arrastra. Conviene anadir que, en matematicas, el
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aprendizaje no debe confiarse exclusivamente a lo que esté escrito en los manuales,
ya que a menudo arrastran concepciones, como las que se han discutido aqui, que
producen confusién, por omisién de informacién o por la misma informacién que
reproducen.
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