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El «Libro de los lemas»:
un ejercicio de visualizacién

por

Oscar Ciaurri Ramirez*

RESUMEN.  En el articulo realizamos un ejercicio de visualizaciéon de las de-
mostraciones de las quince proposiciones contenidas en el Libro de los lemas
de Arquimedes.

INTRODUCCION

El Libro de los lemas es una coleccién de quince proposiciones sobre circunferen-
cias tradicionalmente atribuida a Arquimedes. La atribucién a Arquimedes se debe
a los arabes y es a través de ellos como ha llegado hasta nosotros el texto griego per-
dido. La version arabe del texto, del que sobreviven varios manuscritos, es original
del matemaético del siglo noveno Thebit ben-Kora (o Thabit ibn Qurra, como tam-
bién se escribe a menudo su nombre), con anotaciones de Almochtasso-abil-Hassan.
El texto arabe fue objeto de dos traducciones latinas, la primera de ellas debida
a J. Graeves, editada en Londres, en 1659, con notas de S. Forster, y la segunda
realizada por el orientalista A. Ecchellensis, aparecida en Florencia, en 1661, con
notas de G. A. Borelli.

La primera version latina fue publicada bajo la denominacién de Lemmata y la
segunda como Liber assumptorum. En el Gltimo caso aparecié como un apéndice de
la edicion del propio Borelli de los libros V, VI y VII de las Cénicas de Apolonio,
cuyo texto griego estd también perdido. La figura 1 muestra la primera pagina del
Libro de los lemas tomada, como el resto de los textos latinos que apareceran a lo
largo de este trabajo, de la edicién de 1661.

En la forma en la que nos ha llegado el texto es bastante improbable que se deba
al propio Arquimedes, puesto que en las proposiciones IV y XIV aparecen referencias
a él en tercera persona.! Thomas L. Heath, que publicé una traduccién al inglés de
las obras de Arquimedes que incluye el Libro de los lemas [5], sugiere que se trata
de una recopilacién de proposiciones que pueden ser atribuibles a Arquimedes pero
compiladas por algin autor griego posterior. El estilo del texto, completamente dis-
tinto del que aparece en otros trabajos de Arquimedes, y la ausencia de continuidad
en el contenido de las proposiciones, parecen apoyar la tesis sostenida por Heath.

*El autor estd financiado por el proyecto MTM2012-36732-C03-02 de la DGI.
1En concreto pueden leerse los textos «quam vocat Archimedes ARBELON» («a la que Arqui-
medes llama arbelo») y «quam vocat Archimedes Salinon» («a la que Arquimedes llama salino»).
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De lo que no cabe duda es de que en esta obra aparecen dos figuras geométricas
sobre las que si traté Arquimedes. Se trata del arbelo (proposiciones IV, V y VI), re-
presentado en la figura 2, y el salino (proposicién XI), en la figura 3. La construccién
de estas figuras quedard aclarada en proposiciones correspondientes. La literatura
sobre el arbelo y sus propiedades es la mds abundante (véanse como ejemplo [3],

'ARCHIMEDIS

LIBER ASSVMPTORVM
| I NTER_PR ETE
THEBIT BEN-KORA
EXPONENTE ALMOCHT AVS O
Ex Codice Arabico manufcripto
SERENISS. MAGNI DVCIS ETRVRIE,

ABRAHAMVS ECCHELLENSIS
Latiné verut.

TO:ALFONSVS BORELLVS
Notis [Huftrauit.

Figura 1: Primera pagina del Libro de los lemas.

Figura 2: Un arbelo (izquierda) y una cuchilla de zapatero (derecha).
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[4] y los trabajos citados en ellos), ya que ha llamado la atencién de muchos ma-
teméticos a lo largo de los siglos. El término griego «arbelos» significa cuchilla de
zapatero y en la figura 2 puede apreciarse, efectivamente, la similitud entre la forma
geométrica y la citada cuchilla. El término «salinon» usado en el texto latino parece
ser una deformacion de algin término griego sobre cuyo origen o significacion hay
divergencia entre diversos autores.

Figura 3: Un salino.

El objetivo de este trabajo es presentar una coleccién de demostraciones visuales
de las proposiciones del Libro de los lemas, y en ningin caso se pretende hacer un
andlisis historico o matematico del mismo. Dos demostraciones de esta naturaleza
para las proposiciones IV y XIV (la determinacién de las dreas del arbelo y del
salino) se deben a R. Nelsen, véanse [6] y [7] para las publicaciones originales y [1]
para una recopilacién de ambas. Esas demostraciones aparecen reproducidas en este
trabajo y, de algin modo, fueron las que me impulsaron a obtener, o realizar, una
coleccién completa de pruebas de este tipo para las quince proposiciones del libro.
En [2] pueden verse, ademés de las demostraciones citadas, dos pruebas alternativas
de las proposiciones III y VIII.

Las demostraciones estan compuestas, en su mayor parte, por varias imagenes y
algtin pequeno calculo. Para la comprensién de las demostraciones iinicamente son
necesarios conocimientos elementales de geometria. Desafortunadamente no ha sido
posible evitar esos calculos. En algunos casos hemos incluido algunos lemas previos
que no aparecen en el original pero que creemos que simplifican la visualizacién de
las demostraciones. Varias de las demostraciones son propias pero otras, sin embar-
go, son reconstrucciones visuales de las que aparecen en el tratado de Heath [5]. En
el caso de las proposiciones V y VI, las demostraciones incorporadas estan toma-
das de [4]. En cada proposicién hemos incorporado, ademads, el texto latino de la
traduccién de Abraham Ecchellensis.
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Finalmente me gustaria comentar que, aunque el conjunto de pruebas no sea
absolutamente visual, puede servir para hacer mas rdpidamente accesible al lector
actual el hermoso ramillete de proposiciones que componen el Libro de los lemas.

1. PRroprPoSICION 1

PG OIS Tl O L

I mutuo fe tangant duo circuli, vt duo circuli A EB, CE

D in E , fucrintque eorum diametri parallelz , ve{unt duz

diametri A B, C D, & iungantur duo pun&a B , D , & conta-
&us E [ lineis 1D E , B D, enit linea B E re&a,

PROPOSICION 1. Consideremos dos circunferencias de centros F y G tangentes en
un punto E. Si AB y CD son dos didmetros paralelos de dichas circunferencias,
entonces las rectas AE y BE pasan por los respectivos extremos del didmetro CD.

DEMOSTRACION. Supongamos que las circunferencias dadas son tangentes exterior-
mente. Entonces

v B, E y D son puntos alineados. O
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NoTA 1. En el caso de que las circunferencias de la proposicién anterior sean tangen-
tes interiormente, puede obtenerse una demostracién mediante el mismo argumento
pero la visualizacién, en ese caso, resulta mas complicada. Cabe hacer notar que en
las dos ediciones latinas la demostracion se hace tomando este tltimo caso y que en
la edicién de 1661 aparece un comentario respecto al caso de la tangencia exterior.

2. PRoOPOSICION 11

PROPOSITIO IL

It C B A femicirculus , quein D C, D B tangant , & BE
perpendicularis fuper A C , & iungamus A D, erit BF
aqualis ipi FE. '

PROPOSICION 2. Sean A y C los extremos del didmetro de una semicircunferencia.
Desde un punto D de la tangente en C' trazamos la otra tangente DB a la semi-
circunferencia. Sea E el pie de la perpendicular desde el punto B al diametro AC.
Entonces la recta AD corta al segmento BE en su punto medio F.

DEMOSTRACION.

*Q

A £ C
Entonces GD = DB = DC'. Ahora bien, por el teorema de Tales,
BF _AF _FE
GD AD  DC’
luego BF = FE. O
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3. PROPOSICION II1

PROPOSITIO IL

It C A fegmentum circuli,, & B
punétum fuper illud vbicumque.,  , —=
& B D perpendicularis fuper A C 5 &
fegmentum D E 'equale D A, & arcuis \
B F aqualis arcui B A , veique nm&a.
C F erit equalisipfi C E. T E

F

PROPOSICION 3. Sea B un punto de un arco cualquiera AC de circunferencia y sea
D el pie de la perpendicular por el punto B a la cuerda AC. Sea E el punto de
AC tal que DE = DA. Si BF es un arco sobre el arco AC igual a BA, entonces
CF =CE.

DEMOSTRACION.
I. Por ser ABFC un cuadrildtero inscrito en una semicircunferencia, la suma de
sus angulos opuestos es igual a 7. Entonces

C E

II. De esta forma

— CF=CE.
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Nota 2. Debemos senalar que el arco AC' de circunferencia que hemos tomado para
realizar la demostracion se corresponde con la semicircunferencia de didmetro AC.
Asi es como se hace en las dos versiones latinas y hemos mantenido el formato; sin
embargo, la demostracién funciona exactamente igual para cualquier otro arco de
circunferencia.

El hecho de que los angulos opuestos de una cuadrildtero inscrito en una cir-
cunferencia suman 7 puede probarse de manera elemental usando que un angulo
inscrito en una circunferencia mide la mitad que su dngulo central asociado. Esta
propiedad es una caracterizaciéon de los mismos: un cuadrilatero es inscriptible en
una circunferencia si y solo si la suma de sus dngulos opuestos es 7. Este resultado
serd usado en la demostracion del Lema 3.

4. PROPOSICION IV

PR QO POST TR0 IN:

A B C femicirculus , & fiant fuper g
A C diametrum duo femicirculi, quo-
rum vous A D, alter vcroﬁD iy &
D B perpendicularis , vtique figura pro- k Ly
Uemcﬁs ,Pquarn vocat Archimedes AR- f.[ 2'/ Ty -
BELON ¢l fuperficies comprehenfaab
arcu femicirculi maioris ; & duabus cir-
cumferentijs femicirculorum minorum cﬂ: zqualis circulo, cuius
diameter eft perpendicularis D B,

PROPOSICION 4. Sea AC' el didmetro de una semicircunferencia, D un punto sobre
él, y DB el segmento perpendicular al didmetro por el punto D cortando a la se-
micircunferencia en B. Consideremos dos semicircunferencias en el interior de la
dada de didmetros AD y DC. Entonces el drea de la region comprendida entre la
semicircunferencia mayor y las dos menores, que Arquimedes denomina arbelo, es
tqual al drea del circulo de diametro DB. Es decir, T = R, donde T y R son las
dreas de las regiones sombreadas en las siguientes figuras:

B

S
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DEMOSTRACION.

T+Ti+T5=5+ 5 Si1 =R +T)

Entonces

T—|—T1+T2:R1+T1+R2+T2
luego T'= Ry + R; = R. O
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5. PROPOSICION V

1

PROPOSITIO V.

I fuerit femicirculus A B, & fignatum fueritin eiusdiametro
pun&um C vbicumque , & fiant {uper diametrum duo fe-
micirculi A C , C B, & educatur ex C perpendicularis C D fu-
per AB, & defcribantur ad vtrafque partes duo circuh. tan-
gentes illam , & tangentes femicirculos , vtique illi duo circuli
{unt zquales. i ‘ ;

PROPOSICION 5. Sea AB el didmetro de una semicircunferencia, C' un punto en
él, y CD el segmento perpendicular al didmetro desde el punto C que corta a la
semicircunferencia en D. Consideremos dos semicircunferencias en el interior de la
dada de didmetros AC y CB. Las dos circunferencias que son tangentes a CD por
uno y otro lado y a la vez tangentes cada una de ellas a dos de las semicircunferencias
anteriores, son tgquales.

DEMOSTRACION.

= RQ*—-QS? = RP?> - PS?

Q5% + SR? = RQ?
PS? + SR? = RP?

= (ri+r—r)?—(ri—ro—7r)2=(r1+1r)?—(r, —7)?

rir2
— r =

)
T1 —|—’I‘2
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y lo mismo para la otra circunferencia, puesto que el papel de r; y 72 es intercam-
biable en la expresion obtenida para r. O

NorA 3. Las dos circunferencias iguales que han aparecido en la proposicién anterior
se denominan circulos gemelos de Arquimedes.

6. PROPOSICION VI

PROPOSITIO VL

I fuerit femicirculus: A B €, & in eius digmicre fumary

punctum 1D ;. & fueric A T ipfins D C fexqui aleerp , &
defcribantir fuper A D, D € duo femicirculi, & ponatur cir-
culus. E FF inter wres femicirenlos tangens: os 5 & educatur dia-
meter E Fin illo parallels diametro A €, reperiri delyer pro-
portio diamerri A € ad diamecrum B F.

PROPOSICION 6. Sea AC el didmetro de una semicircunferencia, D un punto en él
tal que AD = X\-DC'. Consideremos dos semicircunferencias en el interior de la dada
de didmetros AD y DC'. Si la circunferencia tangente a las tres semicircunferencias
tiene diametro d, entonces AC = d ()x +1+ %)

DEMOSTRACION.

/
</

A P 0 D S

=K
9}

Si denotamos QS = =,
2 2 _ 2
QS+ S0 =0Q . {Psz_Q52:OP2_OQ2

PS? +50% = OP?
* RS? —QS? = OR? — 0Q?

RS? + 50% = OR?
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(ro+x)2—a2=(r1 +7)%—(ri +ry—1)?
(ri—a)2 =22 =(ro+7r)—(ri+ry—1)?
rirz(r1 +r2)
3+ rire + 173

:>A0:d()\+1+i>. O

— =

NoTA 4. En el enunciado del texto original de la proposicién anterior se toma el valor
A = 3/2 (relacién «sexquialteray), aunque en la demostracién se dice que vale para
cualquier proporcién A. Ademas, el enunciado estd redactado como un problema, ya

que plantea que se debe encontrar («reperiri debet») la relacién entre el didmetro
AC y d.

7. PRoOPOSICION VII

PROPOSITIOQO VI

I cireulus circa quadratum defcriptus fueric, 8 alius intra
illum 5 vtique erit CIrmmf-E;:EPms duplus infcripri.

PROPOSICION 7. El drea del circulo circunscrito a un cuadrado es el doble del drea
del drea del circulo inscrito.

DEMOSTRACION.
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3 2
Area circulo circunscrito = w(—)

SRSk

2 X 7 . .
=27T(§> = 2. Area circulo inscrito. O
8. ProrosiciON VIII
PROPOSITIO VIL

I eorediatuir in circulo linea A B'yhicumque; & producatir

in direftum , & ponatur B C 2qualis femidiametro circuli

& jungatur ex Cad centrum circnli, quod eft DD, & producatur
ad E , crit arcus A E wiplus arcus B F. :

PROPOSICION 8. Sea AB una cuerda cualquiera de una circunferencia de centro D.
Prolongamos la cuerda AB hasta el punto C tal que BC sea igual al radio de la
circunferencia. Si la recta que pasa por C y D corta a la circunferencia en los
puntos F' y E, siendo E el punto mds alejado de C, entonces el arco AE es tres
veces el arco BF'.

DEMOSTRACION.
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9. PROPOSICION IX

LEMA 1. En una circunferencia de centro O consideramos dos cuerdas perpendicula-
res, AB y CD, que se cortan en un punto E. Trazamos ahora una cuerda C'D’ para-
lela a CD que corta a AB en un punto E’' tal que AE = E'B. Entonces DE = D'E’
y los puntos C, O y D' estdn alineados.

DEMOSTRACION. La igualdad DE = D'E’ es clara por la simetria. Por otra parte,

\\ s
\\ ’,/
\\ //'l
\\\

A - B
E N E'
\\\

\ /l
s B«

s < RAN
/ \\ S \

a! 0 1«

' SN
NA L >/

B
/// \\

%

/ \\

/s \\\

7/ N
// \\

/ \\

/ \\
C\/C‘

20+28 =21 = a+fB=7 = C, Oy D estdn alineados. O

PROPOSITIO B

1 mutuo f& fecuerine in circulo duz linez A B, C D, (fed
nonin centro ) ad angulos refos , vtique duo arcus A D,
C B funt zquales duobus arcubus A C, D B,

PROPOSICION 9. Sean AB y CD dos cuerdas perpendiculares de una circunferencia.
Entonces

arco AD + arcoCB = arco AC + arco DB.

DEMOSTRACION. Si construimos la cuerda C’D’ como en el Lema 1, tendremos
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1
arco AD = arcoD'B = arco AD + arcoCB = 3 longitud de la circunferencia

= arco AC + arco DB. O

10. PROPOSICION X

LEMA 2. Sean A y B dos puntos de una circunferencia. Si AD y BD son dos
segmentos tangentes a la circunferencia desde un punto exterior D y C es otro
punto cualquiera de la circunferencia, entonces ZACB = /DAB.

DEMOSTRACION.

-
S

""","""""'T

\

Q
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Nora 5. El dngulo ZDAB del lema anterior se denomina semiinscrito y la igualdad
con el angulo ZAC'B se conoce como teorema del dngulo semiinscrito.

PROPOSITIO X

I fugrit ciredlus A B C, & D A tangens illum , & D B fe-
S cans illum , & D C etiam tangens , & educta fueric C E
parallela iphi D B, & unéta fuerit E A fecans DBin F , &
eduta fuerit ex F perpendicularis F G fuper C E ;5 vrique bifa-
riam fecabir illam in G

PROPOSICION 10. Sean A, B y C tres puntos de una circunferencia. Sean DA y
DC' los segmentos tangentes a la circunferencia en A y C trazados desde un punto
exterior D. Sean EC la cuerda paralela al segmento BD trazada por el punto C' y
F el punto de interseccion de los segmentos AE y BD. Entonces la perpendicular a
EC por el punto F corta al segmento EC' en su punto medio G.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2,

— AAHD y AAFD semejantes = HD - FD = AD? = CD?
= AHCD y AFCD semejantes.

Luego se tiene que
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v EG = GC. O

11. ProprosiciON XI

PROPOSITIO XL

SI mumuo fe fecoerint in circulo dux linee A D, C D adan-
gulos rectas in E , qued non {it in centro 4 vtigtie omnia
guadrata A E,B E, E C, E D mqualia funt quadrato diametri .

PROPOSICION 11. Si dos cuerdas perpendiculares de una circunferencia de didmetro
d se cortan en un punto E, entonces

AE? + BE? + EC? + ED? = &°.

Es decir, con la notacion de las figuras siguientes, Ry + Ro + R3 + Ry =1T':

D, D,
R,
R;
A 3 A 5 B
R, P
Ry T
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DEMOSTRACION. Construimos la cuerda C'D’ como en Lema 1.

S1+S,=T O

12. PROPOSICION XII

LEMA 3. Sea ABCD un cuadrildtero tal que BC = CD y £/DAB = ZABC +
ZCDA. Entonces CA=CD.

DEMOSTRACION. Sea D’ el simétrico de D respecto de C; entonces el cuadrildtero
ABD'D es inscriptible en un circulo de centro C'y radio C' D, al ser iguales las sumas
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de angulos opuestos.

PROPOSITIO XIL

1 fuerit femicirculus fuper dismetum A B , & eduttz fues
rint ¢x C duze lincx tangentes illum in doobus pundlis D ,
E , ¢ iundzfuerint E A, D B fe muto fecantes in F, & iunda
fucrit C Fj & producanirad G, erit CG perpendicularis ad A B.

PROPOSICION 12. Sean AB el didmetro de una semicircunferencia, y CD y CE dos
segmentos tangentes a ella en los puntos D y E trazados desde un punto exterior C.
St los segmentos EA y DB se cortan en un punto F, entonces la recta CF es
perpendicular a AB.

DEMOSTRACION.
I. Sean L y L', respectivamente, la interseccién de las rectas DC'y CE con la
tangente a la circunferencia en el punto B. Por el Lema 2,
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y
D C
B E
Vel
\
»L
H
5 «— "op
_ ™
2 'B 2
A B
Entonces

A

y el Lema 3, aplicado al cuadrildtero FEC D, implica que CF = CD.
II. Finalmente
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13. PROPOSICION XIII

PROPOSITIO XIL

I mutio fe fecent duz linez A B, € D in circulp , & fue-

riv A B diameter illins, at non C D, & educantur ex duo-

bus punitis A , B duz per-
pendiculares ad C D, quae
_{'m: A E, BF, vtique ab-
(cindent ex illa CF, DE

zquales.

PROPOSICION 13. Supongamos que el didmetro AB de una circunferencia se corta
con una cuerda cualquiera CD. Si E y F son los pies de las perpendiculares a CD
desde los puntos A y B, respectivamente, entonces CF = DE.

DEMOSTRACION. Sea I el centro de la circunferencia, G el punto medio de CD y L
la interseccién de AB y CD.
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Como CG = GD, se tiene CF = DE <= FG = EG. Por el teorema de Tales,

EG_GL _FG
IA IL IB
y, puesto que A = I B, se concluye que F'G = EG. O

14. PRoOPOSICION XIV

PROPOSITIO XIV.

I fueric A B [emicirculus , & ex eius diamietro A B difleda

fint AC , BD =quales , 8 efficiantur fuper lineas A C ,

C D ; D B femicirculi 5 & {it centrum ducrum femicirculorum
AB,CD punGum E , & fit EF perpendiculafis fuper A B ,
& producatur ad G : vrique circulus , cuins diameter et F G
zqualis eft fuperficiel contentz 1 {emicirculo maiori 4 & a duo-
bus femicirculis qui funt intra illun , & 4 femicirculo medio qui
eft extra illum , & eft figura , quam vocat Archimedes Salinon.

PROPOSICION 14. Sean AB el didmetro de una semicircunferencia y C y D dos
puntos sobre él de tal forma que AC = DB, con C mds cercano a A y D mds cercano
a B. Con diagmetros AC' y DB construimos dos semicircunferencias interiores a la
semicircunferencia inicial y con didmetro C'D construimos otra semicircunferencia
exterior a la inicial. Sea F'G el segmento perpendicular a AB por su punto medio
que corta a la semicircunferencia de didmetro AB en G y a la de didmetro CD
en F'. Entonces el drea de la region limitada por las cuatro semicircunferencias, que
Arquimedes denomina salino, es iqual al drea del circulo de didmetro FG. Es decir,
S =T, donde S y T son las dreas de las regiones sombreadas en las siguientes

figuras:
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DEMOSTRACION.
I.

o)

II.

F

Para poder establecer la tltima igualdad debe cumplirse que {F,D,U}, {F,C,V},
{G,U,B} y {G,V, A} sean ternas de puntos alineados. Pero esto se deduce de la
Proposicién 1. O
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15. PROPOSICION XV

PROPOSITIO XV.

I fuerit A B femicirculus , & A C corda Pentagoni , & fe-
milfis arcus A C fit A D, iungawr C D, & producatur
ve cadac fuper B 5 & jungawr D B, qua fecet C A inF, &
ducatur ex F perpendicularis F G fuper A B, erit linea E G
2qualis {emidiametro cirenli. :

PROPOSICION 15. Sean AB el didmetro de una semicircunferencia, AC el lado de
un pentdgono reqular inscrito en la circunferencia y D el punto medio del arco AC.
La prolongacion del segmento CD corta a AB en el punto E y el segmento AC corta
a DB en el punto F. Si G es el pie de la perpendicular a AB desde el punto F,
entonces GE es igual al radio de la semicircunferencia.

C
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DEMOSTRACION.
I.

— FQ=QD = QA= GP = PA.

II. En la siguiente figura, los dngulos indicados con trazo continuo simple mi-

den {5, el de doble trazo continuo 27 v los de doble trazo discontinuo £

5

= O0G=GD =AF = OA=GE. O
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