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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrorio. Para los problemas de este nime-
ro se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de marzo de
2015.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 253. Propuesto por Ovidiu Furdui, Universidad Técnica de Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania.

a) Probar que

! log2)? log2 1
| Gog (VIFT - vI=a)) ar = LB _RE2L DL 2
0

donde G denota la constante de Catalan definida por

G= i & = 0.9159655941
Gm 1) . e

m=0

b) x Sea k > 3 un ntimero entero. Evaluar, en forma cerrada, la integral

/01 (log(\k/1+a:— \’“/l—x))2 dx.
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PROBLEMA 254. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.
Sean a, b, ¢, d, e y f ntmeros reales positivos tales que a +b+c=d+ e+ f.
Probar que
ad(a + 4d) + be(b + 4e) + cf(c + 4f) > 16abc — def.

PROBLEMA 255. Propuesto por Anastasios Kotronis, Atenas, Grecia.
Sea p € N un ntimero impar y ¢,¢ € Z con p y q primos entre si. Evaluar

p—1
2 ( 2klmq ) ( kwq)
Z sen cot | — | .

=1 p p

PROBLEMA 256. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Ledn.

Sea ABC'D un cuadrilatero tal que los puntos B y D son simétricos respecto a la
recta AC. Se consideran dos puntos distintos F y F' tales que ADCFE es un paralelo-
gramo y F' es el segundo punto de interseccién de la recta DE con la circunferencia
circunscrita al tridngulo ACE. Si la circunferencia que pasa por B, D y F corta al
segmento AC en un punto G, demostrar que ZABG = ZCBG.

PROBLEMA 257. Propuesto por César Beade Franco, I. E. S. Fernando Blanco, Cee,
La Coruna.

Sean « y (3, respectivamente, la elipse y la hipérbola de focos A y C' que pasan
por un punto P. Sea B un punto variable de estas conicas. Si I denota el incentro
del tridngulo ABC e 14, Ip e 1o denotan, respectivamente, los exincentros opuestos
a los vértices A, By C, se pide:

a) Demostrar que si B recorre «, tanto los exincentros I4 como los Io estan
alineados.

b) Demostrar que si B recorre (3, tanto los incentros I como los exincentros Ig
estan alineados.

c¢) Obtener los lugares geométricos descritos por los puntos anteriores.

PROBLEMA 258. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary
School, Buzdu, Rumania.

En un tridngulo ABC, sean m,, mp y m. las longitudes de las medianas, hy, hy
v h. las longitudes de las alturas, y r,, 1, v 7. sus exinradios. Probar que

Y (SRR PV (SO SR BT (R S PP
m2 - hphe  Tpre mZ  hehg  Terq m2  hohy  Tery/)
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Soluciones

PROBLEMA 229. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-
versita degli studi di Tor Vergata, Roma.

Calcular
/2 1 3
/0 (log (COS2 9>) de.

Solucion enviada por G. C. Greubel, Newport News, Virginia, Estados Unidos.
Si denotamos por I la integral a evaluar, usando el cambio de variable sin? = ¢
es obvio que

7/ t2(1 — )% (log(1 — 1)) dt.

Luego, si B(z,y) denota la funcién Beta de Euler, se tiene

—1 93B(x,y)
2 ay r=y=1/2
De la relacion OB(x.y)
:1;7
oy = B @) v+ ),

donde ¢ es la funcién digamma

1/1(95):F/;: 7+Z< :c—i—k:—l)

se deduce que

& B(z,y)

By = B(z,y) (" (y) =" (x +y)

+3((y) — Y@+ )W () — ¢ (@ +y) + @) — (= +y))*).
Asi,

1= (w"(1/2) - ")
+3(0(1/2) = B (1/2) ¥/ (1) + ((1/2) — (1)°)
= m(6¢(3) + 4(log 2)* + 7° log 2).

NoTA. Los valores de la funciéon digamma y de sus derivadas que se usan en la
solucién seleccionada se pueden obtener de manera elemental a partir de la expresién
para dicha funcién como serie.
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También resuelto por L. Glasser, A. Kotronis, M. Omarjee, B. Salgueiro (cuatro soluciones) y el
proponente.

NotA. M. Omarjee en su soluciéon nos informa de que la integral estd evaluada en el
articulo N. Nielsen, Sur la transformation d’une intégrale définie, Oversigt Danske
Vid. Selsk. Forh. (1896), 335-347. Asimismo, B. Salgueiro basa dos de sus soluciones
en los articulos M. G. Beumer, Some special integrals, Amer. Math. Monthly 68
(1961), 645-647, y K. S. Kolbig, On the integral foﬂ/2 log" cos z log? sin x dx, Math.
Comp. 40 (1983), 565-570. En ambos trabajos se dan expresiones para la integral

foﬂ/ 2(log cos )™ dx de las que se deduce facilmente la solucién.

PROBLEMA 230. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

En un triangulo ABC, sean m,, my y m, las longitudes de las medianas, hg, hy
v he las longitudes de las alturas, ¢,, £, y . las longitudes de las bisectrices y R el
circunradio. Probar que

2_h =

Solucion enviada por Andrea Fanchini, Canti, Italia.
Denotemos con a, b y ¢ las longitudes de los lados del triangulo, con s su semi-
perimetro y con S su area. Es bien sabido que

1 2 — 2
Mg = =V 202 + 2¢2 — a2, l, = be \/78(5 9) y ha:—s.
2 be

T b+e a

Entonces, teniendo en cuenta la férmula de Herén para el area de un tridangulo, se

obtiene )
U4 _ 2Sabc m2 — B2 =

4 (B2 — 2)2
he (b+c)2(s—b)(s—c)’

4a?

45%(s — a)?(b —c)?

2 _ 32 _
la = ha a?(b+ c)?

e, inmediatamente,

ﬁ m2 —hZ Sabe 7a76672R
ho\l 2—=h2  2s(s—a)(s—b)(s—c) 25
Luego
2 2 _p2 2 2 _ 12 2 2 _ 12 2 2 2
Mg MG — ha my [my — hb me Mg — hc My my me
Mo [Ma=la | T [T~ % Me=Me _gp(Ma ™ | Me) 5 6
e\ Z—nz T\ B T h\ R 2R )7

ya que my > l,. Ademaés, resulta elemental observar que la igualdad se alcanza si y
solo si el tridngulo es equilétero.
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Figura 1: Esquema para la solucién del Problema 231.

También resuelto por D. Lasaosa, J. Nadal, P. Perfetti, B. Salgueiro, V. Vicario y el proponente.

PROBLEMA 231. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdarquez.

Sea ABC un tridngulo con éngulos agudos en los vértices B y C, y sea AH,
con el punto H en el lado BC, la altura correspondiente al vértice A. Se inscribe,
en cada uno de los tridngulos rectangulos AHB y AHC', un cuadrado con dos de
sus lados contenidos en AH y BC. Sean ast HE y HD (donde E y D son puntos
del segmento BC') los respectivos lados de estos “cuadrados armoénicos”; y sea d =
AH — (EH + HD). Probar que d > 0 <— A <7/2.

Solucion enviada por Daniel Viacaru, Pitesti, Rumania.
Por semejanza de tridngulos (véase la figura 1) se tiene

HE BH-HE HD CH-HD
AH ~ ~ BH Y CH ~ CH
luego
AH - BH AH-CH
HE = 22220 HD = 2% 1
BH+ AH CHt AH (1)

De este modo,

BH CH 1 1
A (1- - —am(1- _

1 1 tan BtanC — 1
=AH [1- - = AH .
< tanB+1 tanC + 1) (tan B + 1)(tan C' + 1)
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Por tanto, d > 0 si y solo si tan BtanC — 1 > 0, lo que equivale a

tan B + tan C

tan(m — A) = tan(B + C) = 1—tanBtanC =0

Asi,
d>0 < tanA >0 <— Agg.

También resuelto por R. de la Cruz, A. Fanchini, D. Lasaosa, J. Nadal, B. Salgueiro, V. Vicario
y el proponente.

NoTA. Las expresiones para las longitudes de los lados de los cuadrados en (1) son
las que originan la denominacién de “cuadrados arménicos”.

PROBLEMA 232. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.

Sean A, B y C tres puntos no alineados en el plano tales que ZABC = « > 7/2.
Sean D un punto en el segmento BC y AE el didmetro de la circunferencia que pasa
por los puntos A, D y C. Probar que

|AE|-sena > |BD| + |BC| — 2cosan/|BD| - |BC|.

Solucion enviada por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra,
Pamplona.

Sean |BD| = u, |BC| = u+26 y |AB| = a. Consideramos un sistema de coordena-
das cartesianas tal que B = (0,0), C = (u+26,0), D = (u,0) y A = (acos a, asen «)
(véase la figura 2). La ecuacién de la circunferencia que pasa por A, C'y D es cla-
ramente de la forma (r —u — 6)? + (y — h)? = R? y debe satisfacerse que

6% +h*=R? y a® + (u+6)? — 2a(u + &) cosa + h* — 2ahsen a = R?,
siendo 2R = |AE)|. Despejando h se obtiene

a? +u(u + 20) — 2a(u + ) cos «
2asen o

h:

)

de manera que, al aplicar la desigualdad entre la media aritmética y la media geo-
métrica de los ntimeros a? y u(u + 24), se llega a

B> Vu(u+26) — (u—l—é)cosa'

sen «
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s ,a-sena )

~ o
~
~—— o

B=(0,0) D=(u,0) C=(u+26,0)

Figura 2: Esquema para la solucién del Problema 232.

Notar que la igualdad se alcanza si y solo si a = y/u(u + 29), lo que equivale a que
|AB|?> = |BC|-|BD]|; es decir, si y solo si AB es la recta tangente a la circunferencia

circunscrita al triangulo AC'D en el punto A. Entonces se tiene

|AE|sena = 2R sen o = /4h? sen? a 4 462 sen? a

> \/4(u +9)2 4+ 4u(u + 26) cos? a — 8(u + §)v/u(u + 2J) cos «
=2(u+9) — 24/u(u + 26) cos
= |BC|+ |BD| — 2+/|BC| - |BD|cos a.

También resuelto por J. Nadal y el proponente.

PROBLEMA 233. Propuesto por Manuel Bello Herndndez, Universidad de La Rioja,

Logrono.
Sea f : R™ — R™ una funcién continua cuyas derivadas parciales existen para
todo x € R™. Si para cada j = 1,...,n existe una constante L; tal que

Hagif)u < Ll f(@)l, para todo € R",

y la desigualdad anterior es estricta en algin punto de R™ para un cierto j, probar
que, entonces, f no se anula en R™.
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Solucion enviada por Jorge Mozo Ferndndez, Universidad de Valladolid, Valladolid.
Probaremos el siguiente resultado, més fuerte que el propuesto en el enunciado:

Si f: R" — R™ es una funcién continua, cuyas derivadas parciales
0

existen y verifican Ha—f(x)H < Lj||f(x)||, entonces, o bien f no se anula
Lj

nunca, o bien es idénticamente nula.

Hgfij < Lyl (o)l

necesariamente f(xg) # 0, y por tanto, f no se anularia nunca, lo que resuelve el
problema.

Probemos ahora el enunciado alternativo. En primer lugar observemos que si
el resultado es cierto para m = 1, es cierto para cualquier m. En efecto, si
= (fi,fas-ooy fm) : R" — R™, tomemos F(z) = fi(x)® + -+ + fm(z)?. Por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

Si probamos esto, y existiese un punto xg para el que

|5 =2 HZ% (@) (&) | < 2L, 1£() |2 = 2L, | @)
3:17]

Si f se anula en un punto, F' también, con lo que F' seria idénticamente nula y, en
consecuencia, lo mismo ocurriria con f.

Supongamos, pues, m = 1. Sin =1y f se anula en un punto podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que f(0) = 0. Para z > 0 se tendra

5| = \/ £(0) dt\ i [ is)a 1)

Consideremos la funcién g(z) = [ |f(¢)| dt, que es derivable y ¢'(z) = |f(z)|. De la
desigualdad ¢'(z) < Lyg(z), por el lema de Gronwall se tiene que g(z) < g(0)ef1* =
0. Pero g(x) > 0 por construccién, con lo que g(z) = 0. Como f es continua, esto
implica que f(z) = 0. En el caso x < 0 se procede de manera andloga.

Sea ahora n > 1y f(0) = 0. Consideremos la funcién

gi(x):f(o""’oﬁx507"'50)7

con una z en la i-ésima coordenada. Usando el caso n = 1, por la hipotesis de exis-
tencia de derivadas parciales de f, llegamos a que g;(x) es idénticamente nula. Asi,
f(z) se anula sobre todas las rectas paralelas a los ejes coordenados que pasen por
un punto zg con f(xp) = 0. A partir de un punto podemos alcanzar otro cualquiera
siguiendo segmentos incluidos en rectas como las antes mencionadas, de donde con-
cluimos que la anulacién de f en un punto es suficiente para garantizar su anulaciéon
en todas partes.

También resuelto por D. Lasaosa y el proponente.
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Nota. Cabe senalar que en la igualdad de la férmula (1) de la solucién seleccio-
nada (en la solucién de D. Lasaosa se utiliza una identidad similar) se estd dando
por supuesto que la funcién f’ es integrable y que, por tanto, es posible aplicar
el teorema fundamental del calculo. En general, la derivada de una funcién no es
una funcién integrable en el sentido Lebesgue; este hecho motiva que se introduzcan
otras definiciones de integral que consiguen que el teorema fundamental del célculo
se verifique con la nueva definicién (véase R. G. Bartle, Return to the Riemann inte-
gral, Amer. Math. Monthly 103 (1996), 625-632). Bajo las condiciones del problema,
|f'(z)| < L1|f(x)|, f' es medible-Borel y f es integrable en el sentido Lebesgue en
cada intervalo acotado, luego f’ es integrable en el sentido Lebesgue en cada inter-
valo acotado. Por tanto, se verifica el teorema fundamental del cdlculo y la identidad
en (1) es vélida.

PROBLEMA 234. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y N. Stanciu, “George Emil Palade” Secondary School,
Buzau, Rumania.

Sean f : (0,400) — (0,4+00) tal que lim, o0 ) — 20y {an}n>1 una

xT
sucesién de ntimeros reales positivos tal que lim, o (an+1 — an) = a # 0. Calcular

1 2
lfm (nt+1)

n—r00 ( "/ F(a1) - flaz) -~ f(ans1) B Vfar) - flas)- "f(an)> .

Solucion enviada por Anastasios Kotronis, Atenas, Grecia.
En primer lugar debemos observar que, por el criterio de Stolz,

;o An _ o
nh—>néo = nh_)n;o(an_‘_l anp) = a. (1)

Ademas, puesto que a # 0 y a,, es una sucesién positiva, se deduce que

a
lim a, = 400 y lim M =
n—00 n—oo Ay

Ahora, si p, = [[;_; flax) y By = Vo podemos escribir

n2 )

(n+1)*
7L+\1/f(an) : f(a2) T f(an+1) {L/f an f f( )

Bn — n
e
nB logB Bui1)

(3)
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Y tengamos en cuenta que si ¢, es una sucesiéon de términos positivos tal que
limy, 00 ¢nt1/cn = L, entonces lim,, o /¢, = L. Asi, usando (1) y (2), se tie-
ne

V' Pn . pl

lim nB, = lim = lim
n—oo n—oo N n—oo nm
et flany1) a 1\" ca
— Qm AU o "+1”+1<1+> _«
n—o00 n—z n—o0  Ap41 N +1 n
luego
i nB, n+1 1
im = lim =1,
n— 00 Bn+1 n— 00 (7’), —+ 1)Bn+1 n
y

B n 1 2n
lim (B n ) — lim (1+> Pr s

n—00 n/)  pni

2n
, 1 any1 n+1
= lim (1+ — _— +1)B,11 =e.

n °°( ”) flant1) anga (4 DBnis =e

Entonces, por (3), a partir de los limites anteriores y de la equivalencia logx ~ z —1
para x — 1, llegamos a que

Ifm ( (n+1)° - n? )—eloge—e
n=oo \ "R/f(ar) - flaz) - flant1)  §/f(ar) - flag) - flan) ca ca’

También resuelto por D. Lasaosa, J. Nadal, M. Omarjee, P. Perfetti, D. Vicaru y los proponentes.



