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INTRODUCCION

Los Chokwe son una tribu que vive en el suroeste de Africa, en una regién
repartida entre Angola, Zaire y Namibia. Estas tribus africanas tienen tradiciones
cuyo origen se pierde en el principio de los tiempos, entre las que se encuentran los
ritos de paso de edad. En dichas ceremonias el aspirante adquiere nuevos deberes
y derechos dentro de la comunidad, pero para ello debe demostrar que es capaz de
realizar ciertos dibujos geométricos denominados sona (se dice lusona en singular), y
que pueden llegar a ser bastante complicados. De hecho hay personas que se dedican
profesionalmente a esta actividad: los ekwa kuta sona, es decir, aquellos que saben
dibujar. Aparte de transmitir este conocimiento a sus descendientes varones, estos
expertos eran al mismo tiempo cuentacuentos que usaban los dibujos en la arena
como ilustraciones de proverbios, fibulas y acertijos.

Esta tradicion Chokwe ha sido recogida, ampliada y divulgada desde un punto
de vista matemdtico en buena parte por Paulus Gerdes (por ejemplo, en [4] y [5]).

Hay catalogados cientos de sona diferentes ([1], [3], [4], [5], etc.), aunque muchos
se han perdido para siempre, entre otros motivos, debido al trafico de esclavos que
asol6 el continente africano durante siglos. Dentro de ese catdlogo documentado
de sona podemos encontrar distintos tipos. Nosotros trabajaremos con una clase
especial que llamaremos mesa de billar. Las Figuras 1 y 2 son ejemplos de este tipo,
a partir del cual pueden generarse variantes facilmente.

1. LOS SONA COMO HERRAMIENTA DIDACTICA

Los sona tipo mesa de billar se realizan siguiendo las siguientes pautas (en las
Figuras 3 y 4 se puede ver un ejemplo de este proceso):
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Figura 1: Lusona 3 x 4.

Figura 2: Lusona 3 X 6.

Consideramos un conjunto de puntos distribuidos rectangularmente en filas y co-
lumnas, de manera que la distancia vertical u horizontal entre puntos adyacentes
sea siempre la misma. A esta distribucion la llamaremos plantilla de m filas y n
columnas.

Rodeamos la plantilla mediante un rectangulo de modo que la distancia, vertical
u horizontal, de dicho rectangulo a un punto cualquiera externo de la plantilla,
sea la mitad de la distancia entre puntos adyacentes. Nos referiremos a este
rectangulo mediante rectdngulo rebote o simplemente caja.

A partir de un punto en la base del rectdngulo rebote (por ejemplo) que esté
situado justo debajo de un punto de la plantilla, trazamos una linea con un
angulo de 45° respecto de la horizontal. Dicha linea rebotard cuando llegue a
otro lado del rectangulo rebote y proseguird su recorrido. Esta linea imitaria la
trayectoria que seguiria una bola de billar. Llamaremos puntos rebote a los puntos
de la caja donde rebotan las trayectorias.

El paso anterior se repite sucesivamente hasta que todos los puntos rebote estén
incluidos en una trayectoria. Habra ocasiones en que serd necesaria una tunica
trayectoria, mientras que en otras seran necesarias varias trayectorias.

Los sona tipo mesa de billar se denotan mediante m x n, donde m = ntimero de

filas y n = nimero de columnas de la plantilla dada. Una vez que tenemos definidas
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Figura 4: Lusona 2 X 3 completado.

cudles son las reglas, conviene que observemos cuantas trayectorias son necesarias
para realizar este tipo de sona.

Podemos comprobar que un lusona 2 x 3 necesita una trayectoria para su cons-
truccion; sin embargo, un lusona 2 x 6 necesita dos trayectorias, otro 6 x 9 necesita
tres, etc. Ahora bien, ;jexiste alguna relacién entre el nimero de trayectorias nece-
sarias para realizar un lusona mesa de billar con el nimero de filas y columnas de
su plantilla?

Es un buen ejercicio de investigacién el tratar de hallar dicha relacién (ver reto
africano en [3]). Para ello podemos plantear que el alumno ordene sistematicamente
los datos obtenidos en tablas como la Figura 5.

Con las indicaciones oportunas los alumnos pueden llegar a la siguiente conjetura:
el nimero minimo de trayectorias para realizar un lusona m X n es el maximo comun
divisor de m y n, que llamaremos simplemente conjetura del mdzimo comin divisor,
para abreviar. Al final del presente articulo damos una demostracién formal de la
conjetura, sin embargo, esta excede ampliamente el nivel de primaria y secundaria.
En cualquier caso, si seria posible guiar a nuestros alumnos mediante las pautas
expresadas por P. Gerdes en [4] hacia una prueba no formal. Veamos cémo.
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2 1 2 1 2 1 2
3 1 1 3 1 1 3
J 1 2 1 4 1 2
5 1 1 1 1 5 1
6 1 2 3 2 1 6

Figura 5: Numero de trayectorias para un lusona m x n.

En primer lugar comprobamos que se necesitan exactamente n trayectorias para
realizar un lusona n x n, tal y como puede observarse en la Figura 6 (tomamos un
sistema de ejes coordenados cuyo origen es la esquina inferior izquierda de la caja y
los ejes tienen la misma direccién que los lados de dicha caja).

(2n — a,2n)
° - ® ° (2n,2n — a)
o ® L
(0, a) ® ®

(a,0)

Figura 6: En un lusona n x n, cualquier trayectoria viene dada por cuatro puntos
rebote de coordenadas (a,0), (2n,2n — a), (2n —a,2n) y (0,a), para todo a = 1, 3,
5,...,2n—1.

Es interesante hacer notar que existe exactamente un tinico punto de cada lado
del cuadrado en cada una de dichas trayectorias.

En segundo lugar observamos que, dada una plantilla m xn con m < n, podemos
dividirla en dos partes, separando un cuadrado, de la siguiente manera (Figura 7):
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1) La primera parte serd un cuadrado mdzimo posible, es decir, uno de dimensiones
m X m.

2) La segunda parte consistird en un rectdngulo sobrante de dimensiones m x (n—m).

L 3
L 2

T =2m

Figura 7: Separaciéon de un lusona m X n en un cuadrado mdzrimo y un rectdngulo
sobrante.

La experiencia ya nos habria ensenado que basta lanzar todas las lineas posibles
a partir de un tnico lado de la caja para obtener todas las trayectorias posibles.

Como el cuadrado m x m y el rectdngulo m X (n —m) se pegan perfectamente
a través de los puntos de la recta x = 2m, utilizaremos los puntos de esta recta
como puntos de partida para lanzar lineas. Entonces, las trayectorias del cuadrado
m X m quedaran unidas a través de los puntos comunes de la recta x = 2m con las
trayectorias del rectdngulo m x (n —m) (ver Figura 7).

Las trayectorias del cuadrado poseen un tnico punto rebote de cada lado de
dicho cuadrado. De manera que cada uno de los puntos de la recta x = 2m pertenece
unicamente a una determinada trayectoria del cuadrado. Por tanto, si dos puntos
sobre la recta * = 2m no estan relacionados entre si por medio de trayectorias en
m X (n —m), tampoco podran unirse apoyandose en las del cuadrado.

Como las trayectorias del cuadrado y del rectdngulo m x (n — m) se fusionan a
través de los puntos situados en la recta x = 2m, el nimero minimo de trayectorias
necesarias vendra marcado por si los puntos rebote de la recta * = 2m se unen o
no, es decir, tinica y exclusivamente por el nimero de trayectorias en el rectangulo
m x (n—m).

En resumen, dado un lusona m x n con m < n podremos eliminar un cuadrado
m X m y contabilizar inicamente el nimero de trayectorias necesarias para realizar
el lusona m x (n — m). Reiterando este proceso podemos separar un mdximo de
[n/m] cuadrados del lusona original.

2. ALGORITMO PARA HALLAR EL NUMERO DE TRAYECTORIAS

A partir de la experiencia previa dibujando sona y teniendo en cuenta las obser-
vaciones anteriores, podriamos acordar el empleo del siguiente algoritmo:
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ALGORITMO 1. FEl nidmero de trayectorias necesarias para realizar un lusona de m
filas y n columnas, siendo m < n, puede obtenerse aplicando los siguientes pasos:

(1) Se divide n entre m.
(2) Si
2.a) la division es exacta, el divisor es el nimero que buscamos;
2.b) la division no es exacta. Volvemos al paso (1), pero ahora el divisor hace

el papel de n y el resto hace el de m.

Se continta de esta forma hasta obtener una division exacta, siendo el ultimo
divisor el numero que buscamos.

Concretamente, este es el algoritmo de Euclides para hallar el mdzimo comin
divisor, y asi se lo podriamos mostrar a los alumnos.

Podemos mejorar un poco mas nuestro algoritmo si le agregamos las siguientes
reglas:

= El nimero de trayectorias en un lusona m x n es el mismo que para uno n x m.
Esto se debe a que podemos obtener el segundo lusona girando el primero, y
dicho giro no alteraria en modo alguno el niimero de trayectorias.

= Los sona 1 x n o m X 1 tan solo se componen de una trayectoria, tal y como
podemos observar en la Figura 8.

Figura 8: Un lusona de una tnica fila o columna posee solo una trayectoria.

Todas las ideas expresadas hasta este momento estdn basadas en [3], [4] vy [5].
Convenientemente adaptadas, dichas ideas pueden suponer una estupenda herra-
mienta didactica en primaria y secundaria, pues desarrollan conceptos geométricos
intuitivos que acaban siendo caracterizados exclusivamente desde la aritmética. No
obstante, consideramos necesaria una prueba formal de la conjetura del méximo
comun divisor puesto que ciertos razonamientos empleados para deducirla, como el
de mantener el nimero de trayectorias al quitar un cuadrado, pueden no quedar
suficientemente aclarados en todos los casos.

Como contrapartida a la prueba formal, nuestros razonamientos se haran més
complejos y dificiles de seguir al tratar de no dejar ningun cabo suelto. Para ello no
queda mas remedio que introducir nuevas notaciones, conceptos, técnicas demostra-
tivas, etc.

En cualquier caso, como punto final a esta seccién, el autor pone a disposicién
de quien lo desee, en [2], el c6digo fuente de un programa escrito en java que simula
la generacion de los distintos puntos de un lusona tipo mesa de billar.
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3. PRUEBA FORMAL DE LA CONJETURA DEL MAXIMO COMUN DIVI-
SOR

La lectura de esta seccién se ve facilitada si tenemos presentes dos ideas funda-
mentales:

= El objetivo principal es conseguir propiedades equivalentes a las que intervienen
en la demostracion del algoritmo de Euclides para el cdlculo del médximo comun
divisor.

= La base sobre la que se construyen dichas propiedades es una relaciéon de equi-
valencia establecida en el conjunto de puntos rebote del lusona, de manera que
dos puntos rebote estaran relacionados si existe una trayectoria en el lusona
que los une.

DEFINICION 1. Dado un sistema de coordenadas cartesiano en el plano con ori-
gen O, de ejes OX y OY perpendiculares entre si, llamamos plantilla de m filas y n
columnas, y denotamos por Py, , (P, si m = n), al conjunto de puntos en el plano

cartesiano dado por
i=1,...,n

Prnn = {(22' 1,25 — 1)}

DEFINICION 2. Dada una plantilla P, ,, con m,n € N, llamaremos rectdngulo rebote,
y denotamos R, (Rn si m = n), al rectdngulo de vértices (0,0), (2n,0), (2n,2m)
y (0,2m).

DEFINICION 3. Dada una plantilla Py, ,, con m,n € N, llamamos conjunto de puntos
rebote, y denotamos por PR, (PR, si m =n), al conjunto

PRonm = {(2@ - 170)};1 U {(2z’ - 1,2m)}17
U {(O,Qj - 1)}:1=1 U {(Qn, 2j — 1)}

DEFINICION 4. Dada una plantilla Py, ,, con m,n € N, llamaremos poligonal en
Pin.n, ¥ denotamos por P(aq, .. .,a,), a una poligonal de vértices {a;}I_; que cumple
(1) y (1):

(1) {ai};l CPRmmeconr>1lya; #a; Vi,je{l,...,r—1}.

(11) Los segmentos que unen dichos vértices son segmentos del haz de rectas

j=1,...,m

n
m

j=1

H::{y:px—l—q : p::l:l,qEZ}7

donde Pendiente (aiai+1) - Pendiente (aiHaHg) =-1,Vi=1,...,r=2. (Me-
diante cd nos referimos al segmento cuyos puntos extremos son ¢ y d.)

En otras palabras, los segmentos de una poligonal tienen pendiente 1 o —1, siendo
siempre distinta la pendiente de dos segmentos consecutivos. Ademaés, los vértices
de una poligonal son puntos rebote distintos entre si, pudiendo ser iguales tan solo
el primero y tltimo vértice (este caso solo puede darse si hay varios segmentos
consecutivos).
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Cuando una poligonal en P, ,, esté formada por solo dos vértices ¢ y d, la deno-
taremos simplemente cd.

DEFINICION 5. Dada una plantilla P, , con m,n € N, llamaremos trayectoria en
Pm,n & un conjunto t = {al, cos@p € PRy ¢ 3P(as,...,ar) en Pm,n}. Es decir,
una trayectoria en Py, , es un subconjunto de PR,,, de manera que existe una
poligonal asociada en P, , cuyos vértices son los elementos de dicha poligonal. Al
conjunto de todas las trayectorias posibles en Py, ,, lo denotaremos por

T = {t : t es una trayectoria en Pmyn}.
DEFINICION 6. Dada una plantilla Py, ,, con m,n € N, diremos que una trayectoria
en Pp,n es cerrada, y denotamos por t¢, cuando existe una poligonal asociada a
dicha trayectoria cuyos vértices inicial y final coinciden.

Nota 1. Puesto que el vértice inicial y final en una trayectoria cerrada es el mismo,
a efectos de conjunto de elementos una trayectoria cerrada no se distingue de una
que no lo sea. Para distinguirlas utilizaremos t¢ o t respectivamente.

DEFINICION 7. Dada una plantilla Py, ,,, con m,n € N, diremos que dos trayectorias
no cerradas son iguales si tienen el mismo conjunto de vértices. Andlogamente, dire-
mos que dos trayectorias cerradas son iguales si tienen el mismo conjunto de vértices.
Una trayectoria no cerrada siempre serd diferente de una trayectoria cerrada.

DEFINICION 8. Dada una plantilla Py, ,,, con m,n € N, llamamos lusona de P, ,,
y denotamos por L, ,, a un conjunto

k
Emm:{i,..., € T o (Ut =PRun v £ #8, Viyéj}.
=1

Es decir, L, (Ln si m = n) es el conjunto de trayectorias cerradas distintas en
Py, de manera que la unién de sus elementos coincide exactamente con el conjunto
de puntos rebote PR, .

DEFINICION 9. Dada una plantilla P, ,, con m,n € N, se define la siguiente relacién
binaria R en PRy, ,: decimos que z,y € PR, estdn relacionados mediante la
relacién binaria R, y denotamos x R y, si 3t € Ty, ,, tal que z,y € t.

PROPOSICION 1. La relacién binaria R definida anteriormente es de equivalencia
en PRy.n-
DEMOSTRACION. Necesitamos probar los apartados (I), (II) y (III) siguientes. Vea-

mos:

(I) Reflexiva: jz R x para todo © € PR, 7 Al no considerar trayectorias de un
solo vértice esta propiedad no es trivial. En cualquier caso, una vez demostrada
nos sera util en posteriores razonamientos. Veamos si se cumple lo siguiente:

dado cualquier zg € PRy n, (3 t° € T n tal que o € £€7
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Suponemos, sin pérdida de generalidad, que las coordenadas del punto zy nos
indican que estd en el eje OX. Asi, tomando la recta y = v+ k (k € Z) que
pasa por el punto xg, obtendriamos que dicha recta corta necesariamente a
otro lado del rectdngulo R, , en un punto 1 € PRy, p.
Utilizando ahora una recta de la forma y = —x + k (k € Z) que pase por x1,
obtendriamos otro punto de corte con otro lado del rectdngulo R,, , en un
punto xo € PRy n-
En el peor de los casos, tendriamos que repetir esta operacién tres veces para
obtener un punto x, en el eje OX.
Si g = x,., entonces 3 t¢ := {xg,x1,...,2, = xo} de manera que zy R x;.
Si z¢ # x,, volveriamos a repetir el mismo proceso anterior para obtener, de
nuevo, un punto en el eje OX, hasta que el punto obtenido en OX fuera el
mismo xg del que hemos partido. De hecho, no se puede obtener un vértice en
OX por el que ya hayamos pasado previamente que no sea el propio xg.
Este proceso tiene necesariamente un fin, ya que el nimero de puntos rebote
posibles que podemos obtener es finito. Asi se cumple la propiedad reflexiva.

(IT) Simétrica: Dados z,y € PR, cualesquiera, jx R y = y R x? Es trivial, ya
que la misma trayectoria que une x con y uniria y con x.

(III) Transitiva: Dados z,y, 2 € PR, , cualesquiera, jx RyyyR z =2 R 27
Siz Ry, existe t1 € Tmn tal que t1 = {x = a4,...,a, = y}. Por otra parte,
como y R z, existe ta € Tpyp tal que to = {y =b1,...,bs = z}. Se tiene que

{y}gtl Nt =t ﬂtz#@

Tenemos, sin perder generalidad, los siguientes casos (ver Figura 9).

- -

Caso IIla B o - > d

Caso I1Tb s . - + +
Caso Illc . * ® * ®

Figura 9: Casos posibles para la interseccién no vacia de dos trayectorias.

IT.a) Caso [t; Nta| = 1.
En este caso t1 Nty = {y}, luego existe una poligonal

Ple=ai,...,y=a, =by,...,bs = 2)
en Py, », de manera que la trayectoria

t:= {al,...,ar717b1,""b8}
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relacionarfa a; = = con by = z. Es decir, se tiene que « R z.
IIL.b) Caso 1 < |t1 Nta] < min{|t1],|t2]}.
Sea 1’ :=1 — (|t1 Nt2| — 1). Podemos tomar la poligonal

P(x:ah...,y:aw :bl,...,bs :Z>
en Py, ., de manera que la trayectoria ¢ := {a1,...,a = b1,...,bs}
relacionaria a; = x con by = z. Asi, x R z.
II.c) Caso |t1 Nta| = min{|t1], [t2]}-
Entonces, t1 C t3 0 to C t1. Tomando t := t5 0 t := t; respectivamente,
se tiene una trayectoria que relaciona a; = = con by = z. Luego, z R z.

En resumen, se cumple la propiedad (III), que unida a las propiedades (I)
y (II), consiguen que R sea una relacién de equivalencia en PRy, p. O

DEFINICION 10. Por ser R una relacién binaria de equivalencia en PRum,n conside-
ramos el conjunto cociente

K(PRm7n> = {[1:] Lxe PRm,n},

donde [z] := {y € PRmn xR y} es la clase de equivalencia de z.
PROPOSICION 2. Dados m,n € N cualesquiera se cumple que

DEMOSTRACION. Comprobemos que

n

K (PR ) = U (2i —1,0)]

Dado = € PRy, nos preguntamos si existe r € {1,...,n} tal que = € [(2r — 1,0)].
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z € OY, es decir, consideramos

que x = (0,25 — 1) para algin j € {1,...,m}.

(1) Caso m <n.
Basta tomar el segmento con pendiente —1, de manera que (0,25—1) y (2j—1,0)
son vértices de dicho segmento. Por tanto, existe j € {1,...,n} tal que = €
[(27 —1,0)].

(2) Caso m > n.
2.a) Si 1l < j < n, entonces siempre podemos unirlo directamente mediante un

unico segmento con el punto (25 — 1,0) € OX, tal y como ocurria en el
caso (1) anterior.
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2.b) Si j > n, dado (0,25 — 1) trazamos la recta y = —x + (2§ — 1) que pasa
por el punto (0,25 — 1), obteniendo el punto rebote (2717 (25 —1)— Qn) en
la recta = 2n. Ahora trazamos la recta y = x + (2j — 1) — 4n, y tenemos
dos opciones:
2b.1) Si j < 2n, obtenemos el punto rebote (4n — (25 — 1),0) € 0X,y

acabamos aqui.

2b.2) Si j > 2n, obtenemos el punto rebote (0,(2j — 1) — 4n) € OY,
y repetimos el proceso anterior hasta que la poligonal que estamos
formando corte al eje OX.

Por tanto, dado z € OY N PRy, , existe r € {1,...,n} tal que z € [(2r —1,0)].

Ademas, la simetria del rectangulo unida a la transitividad de la relacién binaria
R asegura que, dado un punto rebote x € PR, , cualquiera, siempre existird un
punto rebote en OX cuya clase de equivalencia contenga a x. Asi,

K(an,n) - 0[(% ~1,0)].

i=1

Razonando de manera andloga, podemos obtener todas las clases de equivalencia
posibles a partir de puntos rebote situados tnica y exclusivamente en un lado del
rectangulo Ry, . O

TEOREMA 3. Dados m,n € N cualesquiera se cumple que
Lo = K(PRoun)-

DEMOSTRACION. Basta probar los apartados (1), (2) y (3) siguientes:

(1) L # 07
Siempre podemos encontrar una poligonal que acabe en el punto de partida, tal
y como se expresa en el apartado (I) de la demostracién de la Proposicién 1.
(2) Dada t® € Ly, jes ¢ R y para cualesquiera z,y € t°?
Trivial por definicién.
(3) Dadas t5,t5 € L., tal que t{ NS # 0, jse cumple t§ = t57?
Trataremos de conseguir una contradiccién dado que, por construccion, cualquier
punto de la trayectoria t§ sera vértice de exactamente dos segmentos que lleguen
a él, con pendientes 1 y —1 (Figura 10).
Tomamos z’ € t§ Nt§ y supondremos que t§ # t§, de manera que

Jy e ts tal que y & t5.

En este caso, 3 x € t§ tal que © R y, y podremos formar P(z,..., 2",y ... ,y)

en Py, ». Asi, tal y como puede observarse en la Figura 10,

ety {y,...,y} Ct5.
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Figura 10: Un mismo vértice para tres segmentos.

Pero en este caso tendremos que el vértice ' lo es de tres segmentos distintos
xix' # x'x; # 'y’ en P, p, de manera que

{zi, 2,25} by y {2y} C 15

Pero esto supone una contradiccién, ya que un vértice inicamente puede serlo
de exactamente dos segmentos en Py, ,,. Por tanto, t{ = 5, lo que concluye la
prueba. O

Nota 2. No contemplar poligonales triviales formadas por un tnico elemento ha sido
necesario, ya que necesitamos que confluyan tres segmentos en un mismo vértice para
forzar la contradiccién (se necesita =’ # 3 para que x'y’ sea un segmento).

Nota 3. Como consecuencia de la Proposiciéon 2 y del Teorema 3, un lusona L,
queda completamente caracterizado por los puntos rebote de un lado cualquiera del
rectdngulo R, , que son R-equivalentes.

DEFINICION 11. Dados m,n € N cualesquiera, se define la funcién nimero de curvas
de un lusona mesa de billar de la siguiente forma:

c:NxN—N
(m,n) — c(m,n) := |Lmnl,

donde |£,, | es el cardinal del conjunto L, ;.
PROPOSICION 4. La funcién nimero de curvas de un lusona estd bien definida.

DEMOSTRACION. Trivial a partir del Teorema 3, ya que si (my,n1) = (m2,n2),
entonces Loy, ny = Ly no- O

PROPOSICION 5. Dados m,n € N cualesquiera, se cumple que

c(m,n) = c(n,m).
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DEMOSTRACION. Basta realizar un cambio de sistema de referencia, trasladando el
origen al punto (0,2m) y girando los ejes un dngulo recto en sentido horario, para
que un lusona L,, ,, se transforme en otro L, ,,.

El cambio de sistema de referencia no alteraria en ningin caso el nimero de

trayectorias cerradas del lusona, de manera que la proposicién quedaria demostrada.
O

PROPOSICION 6. Dado n € N cualquiera, se verifica que
c(l,n) =1.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre n € N.
Si n =1, la tnica trayectoria cerrada es t¢ = {(0, 1), (1,0), (2,1),(1,2)}.
Suponemos ahora que I ng € N tal que ¢(1,n) = 1,Vn < ng (H.I.). Sean = ng+1;
entonces, jse cumplird c(1,n) = 17
A partir de nuestra H.I., podemos formar

to = {a1 = (0,1),a2 = (1,0),...,a, = (2ng, 1)}

en P p,, de manera que existird una poligonal P(a1,as,...,ar,...,a1) cerrada. A
esta poligonal podemos unirle otra de vértices a, = (2ng,1), ar4+1 = (2no + 1,0),
Ar4+2 = (2n0 +2, 1); Ar43 = (2710 +1, 2) y, otra vez, a, = (2710, 1)

Asi podremos construir la poligonal P(ay,as, ..., ar, Gri1, Qri2, Gri3, Qpy ..., G1)
cerrada, lo que nos da pie para formar la trayectoria t© = t§ U {ar41, Gry2, ary3}
cerrada en Pj ,,, de manera que t¢ = PR, pudiendo asi concluir. O

PROPOSICION 7. Dado n € N cualquiera, se cumple que
c(n,n) =n.

Ademds, dada una trayectoria cerrada t¢ € L,, cualquiera, se tiene que

tcﬂ{OX}‘ = [eovy] = e Nty = 2n}‘ — Ntz = 2n}’ ~1.

En resumen, un lusona con el mismo numero de filas y columnas estd formado
exactamente por el mismo niumero de trayectorias cerradas. Ademds, cada una de
dichas trayectorias contiene exactamente un unico punto rebote de cada lado del
cuadrado que los contiene.

DEMOSTRACION. Dado n € N tomemos un punto rebote cualquiera en el eje OX,
por ejemplo a; = (a,0). A partir de este punto, podemos trazar la recta y = = — a,
cuya interseccién con la recta x = 2n es el punto rebote az = (2n,2n—a). Obtenemos
asi el segmento ajasz en P, (ver Figura 6).

Procediendo anédlogamente, podemos obtener los puntos rebote ag = (2n —a, 2n)
y a4 = (0,a), de manera que P(ay,as,as,as,a;) es una poligonal cerrada en P,,.
Por tanto, es posible definir la trayectoria cerrada t& = {aj,as,as,as} en P, que
contiene un unico punto rebote de cada lado del cuadrado R,,.
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Podemos tomar exactamente n trayectorias t¢ en P,, a partir de exactamente n
puntos rebote distintos sobre el eje OX, que contienen los 4n puntos rebote distintos
de PR,. Ademas, por simetria, en el cuadrado cualquier otra trayectoria cerrada
t¢ en P, contendrd un punto rebote en el eje OX de coordenadas (a,0). Por tanto,
te = tc.

De todo lo anterior se tiene que £, = { Uta® : a € U, {(2i—1,0)}} y, tomando
cardinales en ambos lados de la igualdad, concluimos que c(n,n) = n.

Razonar de igual forma en los otros lados del cuadrado finaliza nuestra demos-
tracién. O

Nota 4. El equivalente aritmético del siguiente teorema es fundamental en el algo-
ritmo de Euclides para el calculo del maximo comun divisor. Es decir, si cambiamos
¢(m,n) por MCD(m, n) (méximo comun divisor de m y n), tendremos una propiedad
clave para dicho algoritmo.

TEOREMA 8. Dados m,n € N con m < n, se cumple que
c(m,n) = c(m,n —m).

DEMOSTRACION. Por reduccién al absurdo. Supongamos que ¢(m,n) # c(m,n—m),
entonces se nos presentan los casos (1) y (2).

(1) Caso c(m,n —m) < c(m,n):
Sabemos por la Proposicién 2 que K(PRyn) = U7211(0,25 — 1)), es decir,
un lusona queda completamente parametrizado por aquellos puntos rebote del

eje OY (por ejemplo) que son R-equivalentes entre si. Como hemos supuesto

b

K (PRonm) | < K (PRon)

serd porque existen dos puntos rebote a, b en el eje OY que son R-equivalentes
en m X (n —m) y, sin embargo, no lo son en m x n.

Por tanto, existird una trayectoria en L,, ,—» que una a con b, mientras que en
L,.» no hay ninguna trayectoria que los una. Es decir,

3 j1,j2 € {1,...,m} tal que j; # j2, cumpliendo las propiedades (x) y (xx):

35° € Lomn—m tal que a := (0,251 — 1),b:=(0,2j2 — 1) € s (%)
hice Lom,n tal que a,b € t°. (%)
Tomamos ahora el conjunto NM := {z € s¢ : z := (2(n —m), zy)}, es decir

el conjunto de puntos rebote de la trayectoria cerrada s® que estan en la recta
x = 2(n —m) (ver Figura 11). Entonces, para cada z € NM siempre podemos
tomar

uy = (2(n —m) + 2,,0), v, == (2n,2m — z,)) y w, 1= (2n — 2y, 2m) € PRy,

tal y como puede observarse en la Figura 11. Estos puntos extienden la trayec-
toria cerrada s© a Py, .

Ahora vamos a definir una nueva trayectoria t° en £,, ,, de manera que:
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w,
- o 1 ¢ ' ® v,
3 ° °
o= ® ®
U,

x=2(n—m)

Figura 11: Conexién y desconexién mediante un lazo.

= A la trayectoria s¢ en L, ,—m, le quitamos los vértices situados sobre la
recta = 2(n —m).

= Por cada vértice z que quitamos de la recta * = 2(n — m), pegamos un
tnico lazo del cuadrado final m x m que pasa por los puntos u,, v, y w,.

Es decir, definimos la trayectoria t¢ := (sC \ NM) U {uz, Uy, W, 2 E NM}.
Como t° € L, ¥ a,b € t°, esto contradice (x*) y este caso serfa imposible.
Caso ¢(m,n —m) > c(m,n):

Anélogamente al caso (1), ahora nos encontraremos dos puntos rebote a, b sobre

el eje OY, de manera que a y b serdn R-equivalentes en m X n mientras que en
m x (n—m) no lo serdn.

Por tanto, 3 j1,j2 € {1,...,m} con j; # jo cumpliendo (#) y (##):
3 €€ Lopn—m tal que a:= (0,2j; — 1), b:= (0,272 — 1) € s (#)
3t° e Ly, tal que a,b € t°. (#4)

A partir de (##), 3 P(a,...,b,...,a) una poligonal cerrada en Py, ,.
Consideramos ahora el conjunto

MN :={z€P(a,...,b,...,a) : z:=(2(n—m),zy)},

es decir, la interseccién del conjunto de puntos de la poligonal P(a,...,b,...,a)
y la recta © = 2(n — m).
Ahora bien, para cada z € MN siempre podemos tomar los puntos

uy = (2(n —m) + 2,,0), v, ;== (2n,2m — z,) ¥y W, := (2n — 2,2m) € PRy .
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Si eliminamos estos puntos de t° nos quedaria una trayectoria cerrada en Py, 5,—m
(ver Figura 11).

De manera similar al caso (1) anterior, vamos a definir una trayectoria s¢ en
L n—m (aunque ahora nos toca contraer en vez de extender):

= Al conjunto formado por los vértices de la trayectoria t¢ le agregamos
aquellos vértices de la poligonal P(a,...,b,...,a) que estdn sobre la recta
x = 2(n —m), es decir, los elementos del conjunto MN.

= Por cada vértice z € MN que unimos a t°, eliminamos los vértices de un
tnico lazo que se encontraria en el cuadrado final m x m.

Es posible, por tanto, definir la trayectoria
5¢ = (tc U MN) \ {uz,vz,wz iz € MN}.

Sin embargo, como s¢ € L, vy a,b € s° esto contradice (#) y este caso serfa
imposible.

En resumen, c¢(m,n) # c(m,n —m) ha de ser falsa, lo cual concluye nuestra

demostracion. O

De las propiedades anteriores se deduce el siguiente corolario.

COROLARIO 9. Dados m,n € N, se tiene que c(m,n) = MCD(m,n).

DEMOSTRACION. Emplearemos una variante del método de induccién para dos va-
riables.

En primer lugar hacemos notar que se cumple
c(1,1) =1 =MCD(1,1). @)
Asumimos como hipétesis de induccién que existe k € N con k£ > 1 de modo que

c(m,n) = MCD(m,n) cuando m +n < k con m,n € N. (H.I)

Entonces, comprobemos si sera cierta

¢(m,n) = MCD(m,n) cuaando m +n < k + 1. 1

(I) Caso m < n.

T.8 H.L
c(m,n) s c(m,n —m) £ MCD(m,n —m) = MCD(m,n). (1)

Aplicamos en el primer igual de (1) el Teorema 8, en el segundo igual nuestra
hipétesis de induccién, ya que m + (n — m) < k, y, en el tercer igual, una
propiedad del MCD.
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(IT) Caso m = n.
P.7
c(m,m) L= MCD(m,m). (2)
Se obtiene (2) de manera inmediata al aplicar la Proposicién 7.
(IIT) Caso m > n.

P.5 T.8 H.I
c(m,n) £ c(n,m) e c(n,m —n) 2 MCD(n,m —n) (3)
= MCD(n, m) = MCD(m, n). (4)

Aplicando la Proposicién 5, el Teorema 8 e (H.I.) se obtiene (3) y, posterior-
mente, (4) se consigue de manera inmediata al aplicar propiedades del MCD.

A partir de (1) y (1) se tiene que el resultado es vilido en general. O

4. CONCLUSION

Consideramos que realizar una introduccién de méaximo comun divisor como la
sugerida en la primera parte de este articulo contribuiria, muy positivamente, a enca-
jar correctamente las piezas del rompecabezas que a veces suponen estos conceptos,
favoreciendo los aprendizajes basados en el propio descubrimiento a la vez que se
trabaja el razonamiento logico.

Por otra parte, hemos tratado los sona del tipo mesa de billar, a partir de los
cuales se forman muchos otros. Sin embargo, hay distintos tipos de sona (ver [1]):
estomago de leon, pollito perseguido, etc., cuyas propiedades matematicas han sido
el objeto de diversos estudios, por ejemplo, en [4]. Teniendo en cuenta este hecho,
jhacia dénde puede dirigirse la investigacién relacionada con los sona? Podemos
plantearnos en este sentido los siguientes aspectos:

= Elaborar una base matematica que apuntale formalmente propiedades puestas
de manifiesto previamente.

= Hallar otras propiedades matematicas relativas a los sona que hayan pasado
inadvertidas.

Por dltimo, creemos que la base tedrica proporcionada para probar la conjetura
del maximo comun divisor podria ser un eslabén mas en la cadena dedicada a la
investigacion de los sona y sus propiedades matematicas.
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