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EDUCACIÓN

Sección a cargo de

Maŕıa Luz Callejo

En este número se acompaña el art́ıculo de Josep Gascón de un comen-
tario de Tomás Recio, para propiciar y avivar el debate, desde distintos
puntos de vista, sobre algunas cuestiones que se plantean en Educación
Matemática/Didáctica de las Matemáticas. Animamos a los lectores a
enviarnos sus contrapuntos a las ideas que se exponen en esta sección.

El problema de la Educación Matemática y la doble ruptura
de la Didáctica de las Matemáticas1

por

Josep Gascón

Este trabajo se estructura en torno a la evolución (no histórica) de un
problema que, aunque presenta múltiples facetas, está generado por una
cuestión básica: “Si la actividad matemática es una actividad humana,
como el lenguaje, ¿por qué la inmensa mayoŕıa de los ciudadanos son aje-
nos a dicha actividad? ¿por qué es tan dif́ıcil que los estudiantes entren en
la disciplina matemática?” Lo denominaré “el problema de la Educación
Matemática”. Una vez constatado el fracaso de la respuesta pedagógica
a dicho problema, surge la Didáctica de las Matemáticas que lo aborda
tomando en consideración, de manera integrada, “lo matemático” y “lo
pedagógico”, lo que provoca una doble ruptura: con la Pedagoǵıa y con
los modelos epistemológicos ingenuos, transparentes e incuestionables del
conocimiento matemático.

1Este trabajo ha sido realizado en el marco del proyecto BSO2000-0049 de la DGICYT
(MCT, Madrid). Algunas de las ideas que aqúı se proponen fueron presentadas es-
quemáticamente por el autor en la comunicación “Matemáticas y Educación Matemática.
¿Hacia una futura convergencia?” en el ámbito del Congreso de la Real Sociedad Matemática
Española que se celebró en Puerto de la Cruz (Tenerife) entre el 27 de Enero y el 1 de Febrero
de 2002.
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En la segunda parte del trabajo se esquematizan muy brevemente las res-
puestas que proporcionan a dicho problema los dos principales Programas
de Investigación en Didáctica de las Matemáticas: el Programa Cogniti-
vo y el Programa Epistemológico. Tomando teoŕıas didácticas concretas
como “representantes” de cada uno de dichos Programas, se enuncian las
hipótesis básicas de cada Programa, el tipo de problemas que aborda y
el tipo de explicaciones que propone. Para concluir se argumenta que la
evolución del problema de la Educación Matemática ha puesto de mani-
fiesto que éste posee un componente irreductiblemente matemático; más
aún, que lo matemático se ha hecho denso en lo didáctico y, por tanto,
que la comunidad matemática nuclear debe asumir una parte importante
de la responsabilidad en la investigación de dicho problema.

INTRODUCCIÓN: ¿EDUCACIÓN MATEMÁTICA O DIDÁCTICA DE LAS MATE-

MÁTICAS?

El tema del ICMI Study celebrado en Washington en 1994 fue formulado
en forma de pregunta: “What is Research in Mathematics Education and What
are Its Results?”. Pero los propios editores de los trabajos de dicha conferen-
cia reconocen que en ésta no se dio una respuesta que pueda ser considerada
mı́nimamente satisfactoria a la cuestión planteada (Sierpinska y Kilpatrick,
1998, p. xi). De hecho el análisis del contenido de dichos trabajos muestra
claramente que, dentro de la comunidad de investigadores en Educación Ma-
temática ésta se concibe, simultáneamente, como un conjunto de prácticas y
como un cuerpo de conocimientos.

“Is there a specific object of study in mathematics education? This
question is even more difficult to answer than it firsts appears, be-
cause the term ”mathematics education” is ambiguous. It signifies
both a practice (or rather a set of practices) and a field of know-
ledge” (Ernest, 1998, p. 72).

Incluso cuando se la considera como un campo de conocimientos, la Edu-
cación Matemática incluye problemas de muy diversa naturaleza que, además,
se plantean dentro de perspectivas disciplinares muy diferentes, como ya hab́ıa
puesto de manifiesto Jeremy Kilpatrick (1992).

“An analysis of the nature of research in mathematics education
raises many issues, but again and again the issue of the comple-
xity and multifaceted nature of the field keeps emerging. There are
various objects of enquiry, research approaches and paradigms, tra-
ditions, institutional locations, practices, evaluation criteria, adja-
cent fields of knowledge and a growing body of theories, results,
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and publications that deserve a full and thorough consideration”
(Ernest, 1998, p. 84).

Este conglomerado de “enfoques”, “paradigmas”, “teoŕıas”, “tradiciones”
y “prácticas profesionales” de diversos tipos, que constituyen lo que habi-
tualmente se denomina “Mathematics Education”, no puede ser considerado
globalmente como una disciplina cient́ıfica sino más bien como un comple-
jo campo de conocimientos que incluye, además, un campo profesional y un
proyecto social y cultural, y que involucra, entre otras cosas, diferentes disci-
plinas. De hecho, la mayoŕıa de los investigadores en “Educación Matemática”
consideran que trabajan en un campo multidisciplinar, aunque en los últimos
años ha ido aumentando la necesidad de crear un dominio propio de conoci-
mientos, con teoŕıas originales diseñadas expresamente para poder abordar los
problemas espećıficos de la “Educación Matemática”. Cuando se enfatiza esta
necesidad suele aparecer la referencia a la “Didáctica de las Matemáticas”:

“Theories cannot just be imported ready-made from other domains:
Original theories have to be elaborated if we are to understand bet-
ter the problems of mathematics education. Efforts in this direction
have given rise to a growing body of research that is called research
in mathematics education or research in the didactics of mathema-
tics” (Sierpinska y Kilpatrick, 1998, p. ix).

Para evitar confusiones entre las prácticas sociales relacionadas con la en-
señanza y el aprendizaje de las matemáticas y la disciplina que estudia los
fenómenos emergentes de dichas prácticas, parece razonable seguir la tradi-
ción europea y denominar “Didáctica de las Matemáticas” a la disciplina en
cuestión2.

Desde el momento que la Didáctica de las Matemáticas empieza a ser con-
siderada como disciplina “autónoma” surge la cuestión epistemológica de cuál
es su naturaleza como tal disciplina y, en particular, la cuestión del universo
de disciplinas en el que se sitúa, aśı como el ámbito dentro del cual hemos de
delimitar su objeto de estudio. La respuesta a estas cuestiones determinará en
gran medida el tipo de problemas que tratará y, por tanto, la naturaleza de la
disciplina.

Algunos autores sitúan el objeto de estudio de la Didáctica de las Ma-
temáticas en el ámbito de los problemas que surgen de los tres campos de
actuación que constituyen la Educación Matemática: (1) La transmisión del

2Nuestra disciplina recibe diferentes nombres en las diversas tradiciones culturales. Entre
éstos figura el de “Matemática Educativa” que, al parecer, se acuñó en México y se utiliza
en algunos páıses iberoamericanos. “En el mundo anglosajón, el nombre que le han dado
a la práctica social asociada es el de mathematics education, mientras que en la Europa
continental le han llamado [a la disciplina] didactique des mathématiques o didaktik der
mathematik [...]” (Cantoral, 1996, p. 133).
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conocimiento matemático en los sistemas educativos; (2) La formación, actua-
ción y desarrollo del profesorado; (3) La fundamentación y teorización de los
fenómenos derivados de la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas (Rico,
Sierra y Castro, 2000).

Otros autores como, por ejemplo, Juan D. Godino, distinguen tres compo-
nentes dentro de la Educación Matemática considerada globalmente como un
sistema social, heterogéneo y complejo: (a) La acción práctica y reflexiva sobre
los procesos de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas; (b) La investi-
gación cient́ıfica, que trata de comprender el funcionamiento de los sistemas
didácticos; (c) La tecnoloǵıa didáctica que se propone poner a punto materia-
les y recursos docentes, usando los conocimientos cient́ıficos disponibles. Para
este autor los componentes (b) y (c) seŕıan los constituyentes de la disciplina
Didáctica de las Matemáticas (Godino 1998).

En cualquier caso, seŕıa preciso especificar el universo de disciplinas en
el que se sitúa la Didáctica de las Matemáticas. Rećıprocamente, cuando se
empieza situando la Didáctica de las Matemáticas en un universo de disciplinas
como, por ejemplo, en el universo de las ciencias humanas (Puig, 1998, pp.
70-72), faltaŕıa caracterizar su objeto de estudio y su problemática espećıfica
en relación a las demás disciplinas del universo en cuestión.

Por mi parte situaré la Didáctica de las Matemáticas en un universo un
poco diferente: el de la Antropoloǵıa de las Matemáticas (Chevallard, 1991) en
el que compartirá con la Historia y la Epistemoloǵıa3 de las Matemáticas un
mismo objeto de estudio: la génesis, el desarrollo, la utilización y la difusión
personal e institucional del saber matemático. Cada una de estas disciplinas se
caracterizará, dentro del ámbito de la Antropoloǵıa de las Matemáticas, por
la forma espećıfica de tomar en consideración “lo matemático”. Mostraré que
la manera particular en que la Didáctica se hace cargo de “lo matemático”
provoca, casi por definición, la “ruptura con la Pedagoǵıa” y que esta ruptura
comporta inevitablemente la ruptura con los modelos epistemológicos de las
matemáticas, transparentes e incuestionables, que todav́ıa son dominantes en
la mayoŕıa de las instituciones escolares (incluyendo las universitarias).

1. EL PROBLEMA DE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Cualquiera que sea la forma de delimitar el objeto de estudio y la pro-
blemática de la Didáctica de las Matemáticas, existe un acuerdo básico res-
pecto a la problemática inicial común a todos los enfoques en Didáctica de las

3La Epistemoloǵıa de las Matemáticas a la que aqúı nos referimos es el resultado de una
doble ampliación de la Epistemoloǵıa clásica: la primera tuvo lugar a partir de la década
de los setenta gracias, especialmente, a los trabajos de Imre Lakatos (1971, 1976, 1978a y
1978b); la segunda ampliación de la Epistemoloǵıa de las Matemáticas está generada por la
necesaria ampliación de su base emṕırica para alcanzar el rango de disciplina “experimental”
(Gascón, 1993).
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Matemáticas. Llamaré “problema de la Educación Matemática4” al problema
que genera el objeto de estudio de la Didáctica de las Matemáticas y que puede
describirse inicialmente como sigue:

Problema de la Educación Matemática: Si la actividad matemática
es una actividad humana, como el lenguaje, ¿por qué la inmensa mayoŕıa
de los estudiantes son ajenos a dicha actividad? ¿Por qué es tan dif́ıcil
que los estudiantes entren en la disciplina matemática5 a lo largo de
toda la Enseñanza Obligatoria (y más allá)? ¿Por qué los estudiantes no
piensan por si mismos los problemas matemáticos? ¿Por qué no plantean
preguntas que vayan más allá de lo que se va a pedir en los exámenes?
¿Por qué no utilizan las matemáticas para resolver problemas que ellos
mismos plantean? ¿Cómo puede explicarse, en definitiva, el fenómeno
relativamente universal de la alienación matemática?

A partir de esta formulación inicial surgen muchas cuestiones, aparen-
temente desligadas entre śı. Citaré, a t́ıtulo de ejemplo, algunas de las más
significativas:
(a) ¿Cuáles son las causas y las consecuencias previsibles de la progresiva
disminución de las matemáticas de los curŕıculos de Secundaria, de los planes
de estudio de las diferentes especialidades de los maestros en las universidades
españolas, y de determinadas carreras cient́ıficas y tecnológicas? ¿Qué relación
tiene este fenómeno con la invisibilidad cultural de las matemáticas?
(b) ¿Cuál es la naturaleza y el origen de las crecientes dificultades para pasar
de estudiar matemáticas en Secundaria a estudiar matemáticas en la Univer-
sidad?
(c) ¿Cómo podemos saber si una forma de instrucción es más efectiva que otra?
¿Existen técnicas didácticas6, esto es, maneras sistemáticas y compartidas de
diseñar y gestionar el proceso de estudio de las matemáticas, cuya eficacia esté

4Se trata, en cierto sentido, del problema inverso al “problema de Bertrand Russell” que
éste formulaba como sigue en una de sus últimas obras: “¿Cómo ocurre que los seres humanos,
cuyos contactos con el mundo son breves, personales y limitados, son capaces, sin embargo,
de llegar a saber tanto como saben?” (Russell, 1948, p. 5).

5Acceder a una obra significa “entrar” en ella. En la escuela esta entrada se realiza a
través del estudio. “Estudiar una obra” supone reconocer la disciplina propia de la obra y
someterse a ella. [...] la escuela impone cierto tipo de exigencias totalmente externas a las
matemáticas, recubriéndolas de elementos que les son ajenos y que pueden obstaculizar el
descubrimiento de la verdadera disciplina matemática. (Chevallard, Bosch y Gascón, 1997,
p. 118).

6Culturalmente se acepta sin reparos que existen técnicas, (esto es, maneras de hacer
sistemáticas y compartidas que, además de estar bien justificadas, pueden ser enseñadas
y aprendidas), para realizar operaciones quirúrgicas, para pilotar aviones, para construir
violines o para jugar al baloncesto, pero es más dif́ıcil aceptar que también existen técnicas
didácticas para enseñar matemáticas o, en general, para ayudar al estudio de las matemáticas
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probada y justificada? ¿Cómo puede “medirse” la calidad de la enseñanza de
las matemáticas?
(d) ¿Por qué los profesores de matemáticas, de todos los niveles educativos, se
ven abocados a llevar a cabo una atomización de la matemática enseñada y a
proponer en los exámenes ejercicios cada vez más rutinarios?

Existen, naturalmente, cuestiones problemáticas mucho más espećıficas
que también pueden ser consideradas como aspectos particulares del problema
de la Educación Matemática; pero dado el carácter relativamente genérico de
este trabajo, no trataré aqúı dichas cuestiones (Gascón, 1999b).

A pesar de la complejidad del problema de la Educación Matemática,
postulo que para responder al mismo se requerirá un enfoque unitario, esto es,
unos principios básicos que permitan reformular y abordar todos los aspectos
del problema.

2. LA RESPUESTA PEDADÓGICA AL PROBLEMA DE LA EDUCACIÓN MATEMÁ-

TICA

Según el punto de vista pedagógico, todav́ıa muy influyente en nuestra
cultura escolar, el problema de la Educación Matemática permanece esen-
cialmente inalterado al sustituir “Matemáticas” por cualquier otra disciplina
como, por ejemplo, “educación f́ısica”, “lat́ın vulgar”, “música barroca”, “fi-
losof́ıa anaĺıtica”, “literatura francesa”, “qúımica orgánica” o “socioloǵıa”. La
Pedagoǵıa pretende dar una respuesta esencialmente común al problema de la
Educación de cualquiera de dichas disciplinas.

De hecho, la Pedagoǵıa se ha construido sobre una ficción histórica funda-
da en la disociación entre lo “matemático” (considerado clásicamente como el
contenido de la enseñanza de las matemáticas, transparente, incuestionable e
independiente de la forma de enseñar) y lo “pedagógico” (considerado como la
forma de enseñar, independiente del contenido que se enseña). Se trata de un
mito cultural7 fuertemente arraigado y del que todav́ıa no nos hemos librado:

“ [...] l’illusion qu’il existerait, a priori, en matière scolaire, un do-
maine de décision affranchi de toute contrainte émanant des con-
tenus de l’étude, et n’entrâınant en retour aucune contrainte sur
ces contenus et leur traitement !didactique"” (Chevallard, 2000,
p. 107).

(Chevallard, Bosch y Gascón, 1997). En todo caso se supone que, caso de existir, las técnicas
didácticas seŕıan de naturaleza “pedagógica” o “psicológica”.

7Se trata, en realidad, de un mito interesado: “[...] nier le plus possible la dépendance
réciproque de l’organisation scolaire et des questions à étudier afin d’étendre le plus possible
le champ de l’intervention légitime des pouvoirs –d’Église ou d’État selon les époques– en
matière scolaire [ . . . ]” (Chevallard, 2000, p. 106).
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Este mito es el que legitima culturalmente la existencia de un ámbito
propio de “lo pedagógico” y, por tanto, a la Pedagoǵıa como disciplina. En
coherencia con este prejuicio básico, la respuesta pedagógica al problema de
la Educación Matemática:
(a) Empieza por eliminar la disciplina matemática8 considerada como la cau-
sante de la alienación matemática de los alumnos.
(b) Postula, impĺıcitamente, que “lo matemático” (como “lo lingǘıstico” o “lo
musical”) no es problemático y que, por tanto, puede ponerse entre paréntesis.
(c) Se centra en modificar las estrategias de enseñanza que se suponen esen-
cialmente independientes de las cuestiones a estudiar. Dichas estrategias deben
responder a las preguntas siguientes: “¿Qué enseñar9?”, “¿Cuándo enseñar?”,
“¿Cómo enseñar?” y “¿Qué, cómo y cuándo evaluar?”, según criterios prees-
tablecidos e independientes de la disciplina a estudiar.

Hoy en d́ıa podemos afirmar sin paliativos ni reservas de ningún tipo que
la respuesta pedagógica al problema de la Educación Matemática ha fracasado
absolutamente: por una parte, la eliminación la disciplina matemática no ha
hecho más que agravar el problema de la alienación matemática de los alumnos
y, en lo que se refiere a los aspectos más espećıficos del problema como, por
ejemplo: la problemática del paso de estudiar matemáticas en Secundaria a
estudiar matemáticas en la Universidad; la iniciación al álgebra escolar en la
ESO; o el papel que pueden jugar las calculadoras simbólicas en el estudio de
las matemáticas; la Pedagoǵıa, simplemente, no tiene nada que decir.

Hay que reconocer, sin embargo, que el enfoque pedagógico conserva to-
dav́ıa una parte importante de su crédito y paraliza el progreso hacia enfoques
más eficaces. En mi opinión la causa principal de esta situación es la separa-
ción radical entre la actividad matemática y la enseñanza de las matemáticas
que se manifiesta incluso dentro de la propia Universidad. Esta separación,
que se refleja en una comunidad matemática escindida (Gascón, 1993), es el
resultado de un complejo conjunto de factores relacionados entre śı, de entre
los cuales destacaré los tres siguientes:

A. La influencia académica y poĺıtica de los Departamentos y Facultades
de Pedagoǵıa que hace que éstos continúen teniendo un gran peso en el
diseño de los curŕıculos de Primaria y Secundaria (tanto de matemáticas
como de las demás disciplinas) y en la formación del profesorado de
dichos niveles educativos.

8La noción de “disciplina matemática” se analiza en Chevallard, Bosch y Gascón (1997,
pp. 129-133). Más adelante describiré las principales “dimensiones” o aspectos de la misma.

9Esta pregunta, al igual que las restantes, no presupone, en el enfoque pedagógico, ningún
tipo de cuestionamiento de los conocimientos matemáticos. Aśı, las respuestas posibles en
dicho enfoque como, por ejemplo: “Se debe enseñar geometŕıa sintética en la E.S.O.”, no
comportan ningún tipo de análisis de las posibles organizaciones matemáticas escolares en
torno a la geometŕıa sintética ni, mucho menos, de las diferentes relaciones que podŕıan
establecerse entre éstas y el resto de las organizaciones matemáticas.
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B. La separación radical (legal e institucional) entre la comunidad produc-
tora del saber matemático, recluida actualmente en la universidad10 y
el ámbito tradicional de la Pedagoǵıa que no es otro que la enseñanza
“no universitaria”11. Basta recordar la poca incidencia que ha tenido
la comunidad matemática nuclear –formada por los investigadores en
matemáticas– en el diseño del curŕıculum de matemáticas de la última
reforma de la Enseñanza Secundaria, aśı como su escasa participación en
la formación del profesorado de matemáticas de todos los niveles educa-
tivos12.

C. La preponderancia del “modelo popular” de las matemáticas13 en las ins-
tituciones docentes. Veremos que este modelo, al reducir la “actividad
matemática” a series del tipo “definición-especulación-teorema-prueba”,
expulsa la “enseñanza de las matemáticas” fuera de las actividades ge-
nuinamente “matemáticas”.

Los efectos combinados de estos factores convergen en una absurda separa-
ción entre “hacer” y “enseñar” matemáticas que empobrece ambas actividades
(que pueden llegar a ser consideradas como fines absolutos en si mismas) e im-
pide tomar en consideración una “solución didáctico–matemática” al problema
de la Educación Matemática y renunciar, definitivamente, a la fracasada “so-
lución pedagógica”.

10Dieudonné (1987) indica que antes de 1940 el número de puestos de trabajo en la en-
señanza universitaria de las matemáticas era muy reducido (menos de 100 en Francia) y, en
consecuencia, hasta 1920 algunos matemáticos de la categoŕıa de Weierstrass, Grassmann,
Killing y Montel fueron, durante toda o parte de sus carreras, profesores de Enseñanza Secun-
daria. Pero, en la actualidad, los productores del conocimiento matemático han desaparecido
prácticamente de la Enseñanza Secundaria.

11La escisión legal entre enseñanza universitaria y no universitaria aumentó dicha sepa-
ración en España.

12Este “abandono” de la formación de los futuros profesores de matemáticas por parte
de la comunidad matemática ha posibilitado, por ejemplo, la desaparición casi absoluta
de los contenidos matemáticos en los planes de estudio de las Escuelas del Formación del
Profesorado de Educación Primaria: “Una revisión posterior de los Planes de estudio (Rico y
Carrillo, 1999), [ ...] señalaba que !en la especialidad de Maestro de Primaria, la formación
en Matemática y su didáctica apenas alcanza el 8% de la carga lectiva total; en el resto de
las especialidades sólo es del 2%"(Rico, 2000), lo que mostraba la progresiva desaparición
de la Educación Matemática en los planes de estudio en la formación inicial del Profesorado
de Enseñanza Primaria [...]” (Blanco, 2001, p. 412).

13Descrito y criticado severamente por el matemático norteamericano William P. Thurs-
ton, (1994). En la próxima sección describiré brevemente este modelo epistemológico de las
matemáticas aśı como las consecuencias que acarrea, en las instituciones en las que todav́ıa es
predominante, sobre las posibles formas de abordar el problema de la Educación Matemática.
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3. EL MODELO POPULAR DE LAS MATEMÁTICAS

El modelo epistemológico de las matemáticas, que suele sustentarse im-
pĺıcitamente como incuestionable, es el “modelo popular” de las matemáticas.
William P. Thurston (1994) describe y caricaturiza dicho modelo en los si-
guientes términos:

• Los matemáticos parten de algunas estructuras matemáticas fundamen-
tales y de una colección de axiomas “dados” que caracterizan dichas
estructuras.

• Respecto de dichas estructuras existen cuestiones importantes y variadas
que pueden expresarse en forma de proposiciones matemáticas formales.

• La tarea de los matemáticos es la de buscar una serie de deducciones que
enlacen los axiomas con dichas proposiciones o con la negación de éstas.

Para dar razón del origen de las cuestiones problemáticas se añade la es-
peculación como un ingrediente importante y suplementario de dicho modelo.
Especular consiste en emitir conjeturas, plantear preguntas, hacer suposiciones
inteligentes y desarrollar argumentos heuŕısticos sobre lo que es verośımil. Se
obtiene aśı el modelo definición–especulación–teorema–prueba (DSTP) (Thurs-
ton, 1994).

El “modelo popular” constituye, en definitiva, una forma ingenua y sim-
plista de interpretar el conocimiento matemático y puede considerarse como
una variedad del “euclideanismo” que pretende que los conocimientos ma-
temáticos pueden deducirse de un conjunto finito de proposiciones trivialmen-
te verdaderas (axiomas) que constan de términos perfectamente conocidos
(términos primitivos). La verdad de los axiomas fluye entonces desde los axio-
mas hasta los teoremas por los canales deductivos de transmisión de verdad
(pruebas) (Lakatos, 1978a).

Es fácil mostrar que el modelo epistemológico de las matemáticas predomi-
nante en una institución escolar (sea éste cual fuere y aunque esté impĺıcito)
influye poderosamente sobre las caracteŕısticas del modelo docente, esto es,
sobre la manera sistemática y compartida de organizar y gestionar el proceso
de enseñanza de las matemáticas en dicha institución (Gascón, 2001). En este
sentido, se puede afirmar que los modelos docentes habituales están sustentados
por un modelo epistemológico ingenuo (Brousseau, 1987) que, como el modelo
popular, aparece a los sujetos de la institución como la manera incuestionable
y transparente de describir las matemáticas.

Otra de las consecuencias importantes de este modelo epistemológico abu-
sivamente simplificador consiste en que, al ignorar el componente irreductible-
mente matemático de los fenómenos de difusión y comunicación del conoci-
miento matemático, separa de una manera radical la actividad matemática de
la enseñanza de las matemáticas, lo que refuerza la pervivencia del enfoque
pedagógico.
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Pero existen muchos argumentos para rechazar el modelo popular14. En
efecto, como dice Guy Brousseau, el modelo popular no permite considerar
como actividades matemáticas de pleno derecho:

• Las reorganizaciones de los saberes matemáticos, destinadas a posibilitar
su difusión social y su estudio.

• Las reformulaciones que faciliten el acceso a nuevas conjeturas y nuevos
problemas matemáticos (Brousseau, 1994).

En consecuencia, la asunción absoluta del modelo popular obligaŕıa a la
comunidad matemática a considerar que dichas actividades no son “verdaderas
matemáticas”15 , en flagrante contradicción con la convicción unánime de la
propia comunidad.

4. LA DOBLE RUPTURA DE LA DIDÁCTICA DE LAS MATEMÁTICAS

Una vez consumado el fracaso de la respuesta pedagógica al problema
de la Educación Matemática, emerge la Didáctica de las Matemáticas que se
constituyó, desde el principio, sobre el postulado de la necesidad de hacerse
cargo, de forma integrada, de lo “pedagógico” y lo “matemático”.

“Le principe fondateur des didactiques, au moins au sens brou-
sseaunien du terme, est que non seulement ce qui est transmis
dépend de l’outil avec lequel on prétend réussir sa transmission,
mais encore que les organisations de transmission, c’est-à-dire di-
dactiques, se configurent de façon très étroitement liée à la struc-
ture de ce qu’il faut transmettre” (Chevallard, 2001).

Postulo, por tanto, que éste es el rasgo que caracteriza inicialmente a
la Didáctica de las Matemáticas en relación a las restantes disciplinas, como
la Historia y la Epistemoloǵıa de las Matemáticas, que pertenecen al mismo
universo que la didáctica y comparten un mismo objeto de estudio. Con más
precisión, propongo caracterizar la Didáctica de las Matemáticas, en el ámbito
de la Antropoloǵıa de las Matemáticas, como la disciplina cuya manera es-
pećıfica de tomar en consideración “lo matemático” consiste en integrarlo con
“lo pedagógico”.

14El propio Thurston, en total desacuerdo con la naturaleza del trabajo matemático que se
desprende del DSTP, propone la elaboración de un modelo alternativo que ponga el acento
en que el trabajo del matemático consiste en hacer avanzar la comprensión humana de las
matemáticas y en mejorar la comunicación de dicha comprensión.

15Incluso se pondŕıa en tela de juicio que las reorganizaciones llevadas a cabo por Euclides
e, incluso, por el grupo Bourbaki, fuesen “verdaderas matemáticas”.
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Ésta seŕıa, por tanto, la primera ruptura que permite que emerja la Didác-
tica de las Matemáticas como una nueva disciplina: la ruptura con la Peda-
goǵıa. Se trata de una ruptura muy expĺıcita y que dif́ıcilmente puede pasar
desapercibida. Pero esta ruptura va indisolublemente unida a otra que es me-
nos evidente pero que no es menos importante: se trata de la ruptura con el
modelo epistemológico ingenuo del saber matemático y, en particular, con el
modelo popular de las matemáticas que es predominante en las instituciones
escolares. De hecho, veremos que es imposible integrar “lo matemático” y “lo
pedagógico” sin cuestionar, a la vez, la naturaleza de “lo matemático”.

Una de las diferencias básicas entre los distintos enfoques en Didáctica de
las Matemáticas consiste, precisamente, en la forma particular en que cada
uno de ellos lleva a cabo esa doble ruptura mediante la didactificación con-
junta de lo pedagógico y lo matemático. Mostraré que las diferentes formas de
“didactificación” pueden comportar cambios importantes en la amplitud del
objeto de estudio la Didáctica de las Matemáticas y hasta en la naturaleza de
los fenómenos que deben tomarse en consideración.

Simplificando mucho las cosas, postulo que existen, esencialmente, dos
maneras diferentes de llevar a cabo este proceso de integración o didactificación
conjunta de lo pedagógico y lo matemático que se corresponden con los dos
Programas de Investigación que aparecen en cierta reconstrucción racional del
desarrollo de la Didáctica de las Matemáticas16 . En lo que sigue describiré
brevemente las caracteŕısticas espećıficas de ambos Programas o enfoques en
Didáctica de las Matemáticas, enunciaré sus hipótesis básicas en relación al
problema de la Educación Matemática y esquematizaré la respuesta que da
cada uno de ellos a dicho problema.

16Utilizaré la reconstrucción racional (Lakatos, 1971), de la evolución de la Didáctica de
las Matemáticas que se describe en Gascón (1998) y que, en cierta forma, expresa mi propio
punto de vista respecto a la naturaleza de nuestra disciplina. Partiendo de la problemática
de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas, –como objeto de investigación básico
de la Didáctica de las Matemáticas– postulo la existencia de dos ampliaciones sucesivas de
dicha problemática que modifican progresivamente su objeto primario de investigación dando
origen, respectivamente, a dos Programas de Investigación (Lakatos, 1978b) en Didáctica de
las Matemáticas: el Programa Cognitivo y el Programa Epistemológico.
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4.1. RUPTURA CON LA PEDADOGÍA: LA RESPUESTA DEL PROGRAMA COGNITIVO AL

PROBLEMA DE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Históricamente el nacimiento del Programa Cognitivo17 de Investigación
en Didáctica de las Matemáticas estuvo determinado expĺıcitamente por la
insuficiencia manifiesta de la noción general de “aprendizaje humano” para
abordar el Problema de la Educación Matemática y la necesidad de modelizar
el “aprendizaje matemático del alumno”. Precisamente, la forma particular de
integrar “lo pedagógico” y “lo matemático” –que constituye el rasgo común
a todas las teoŕıas didácticas después de la ruptura con la Pedagoǵıa– se
lleva a cabo en el Programa Cognitivo tomando como objeto primario de
estudio el citado aprendizaje (y el conocimiento) matemático del alumno y,
más recientemente, las prácticas docentes del profesor de matemáticas.

Dicha estrategia de modelización–integración empieza por considerar los
fenómenos didácticos como fenómenos esencialmente “cognitivos” en el sen-
tido de la psicoloǵıa cognitiva. Esta identificación se refleja en el interés por
modelizar la estructura de las concepciones del alumno (Lesh y Landau, 1983)
y, más recientemente, las concepciones del profesor (Thompson, 1992). A con-
tinuación se intentan relacionar las concepciones del profesor con las prácticas
docentes que éste realiza efectivamente en el aula y, por último, reaparece la ne-
cesidad de considerar la especificidad del aprendizaje matemático del alumno
lo que proporciona una nueva dimensión matemática a dichos fenómenos.

Tenemos, en resumen, que en el Programa Cognitivo la integración de lo
pedagógico y lo matemático se produce cuestionando la presunta transparen-
cia aśı como la presunta suficiencia de “lo pedagógico” (entendido en el sentido
clásico) y modelizándolo de tal manera que comporta, de hecho, una amplia-
ción de lo “pedagógico-cognitivo” para incluir componentes “matemáticos”18 .

Con estos presupuestos, la respuesta del Programa Cognitivo al problema
de la Educación Matemática se fundamenta en una hipótesis básica:

17El acta de nacimiento suele situarse en el International Group of the Psychology of
Mathematics Education (PME) (Bauersfeld y Skowronek 1976), que reivindicó la necesidad
de tomar en consideración una especie de “aprendizaje espećıficamente matemático”. Los
investigadores de este grupo tomaron el aprendizaje matemático del alumno como nuevo
objeto primario de investigación, y empezaron a construir instrumentos para describirlo
(modelizarlo).

18En la ĺınea de ampliación del conocimiento pedagógico incluyendo componentes ma-
temáticos, Schoenfeld (2000, p. 247) destaca como origen de un nuevo programa de investi-
gación los trabajos de Lee Shulman (1986 y 1987) alrededor de la noción de “conocimiento
pedagógico del contenido” (“pedagogical content knowledge”).
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Hipótesis del Programa Cognitivo: El problema de la Educación
Matemática puede ser abordado y resuelto a partir del análisis de cier-
tas caracteŕısticas individuales de los sujetos (actitudinales, cognitivas,
metacognitivas, motivacionales, lingǘısticas, etc.) relativas a su relación
con los objetos matemáticos. Por tanto, para tratar dicho problema, la
Didáctica de las Matemáticas debe construir y contrastar emṕıricamente
modelos: (a) De la estructura cognitiva asociada a un concepto; (b) Del
desarrollo del pensamiento matemático del sujeto19.

Partiendo de esta hipótesis, que suele estar impĺıcita puesto que no se
discute, las respuestas iniciales del Programa Cognitivo al problema de la
Educación Matemática son múltiples y están dispersas en la bibliograf́ıa20.
Podemos encontrar, sin embargo, al menos en las respuestas de los últimos
desarrollos de dicho Programa, un elemento común que gira en torno a la
noción de “pensamiento matemático flexible”.

Esta noción puede construirse a partir de otras más primitivas que Tall
toma de diferentes fuentes21. Dichas nociones son las de “procesos” menta-
les (o sistemas de acciones interiorizados) y “conceptos” producidos por la
“encapsulación” de procesos. Los conceptos aśı obtenidos son objetos sobre
los que puede aplicarse, a su vez, un sistema de acciones que puede ser de
nuevo interiorizado y dar lugar a un proceso mental de nivel superior suscep-
tible de ser, de nuevo, encapsulado en un concepto de orden superior y aśı
sucesivamente. Gray y Tall (1994) denominan “procept” a la combinación de
proceso y concepto (producido por la encapsulación del proceso), y subrayan
que los dos aspectos de un “procept” son representados conjuntamente por un
mismo śımbolo matemático, poniendo aśı de manifiesto la naturaleza dual de
los objetos matemáticos y el papel que juega el simbolismo matemático en la
encapsulación (de procesos en objetos) (Tall, 1996).

En la misma dirección, Dubinsky pretende elaborar una teoŕıa general del
conocimiento matemático y su adquisición para aplicarla, muy especialmente,
a la educación matemática universitaria (Dubinsky, 1996). Uno de los obje-
tivos de esta teoŕıa es el de aislar pequeñas porciones coherentes (esquemas)
de la compleja estructura de objetos y procesos que constituye el conocimien-

19Aśı, por ejemplo, Ed Dubinsky elabora su Teoŕıa APOS (Asiala et alt, 1996) a partir
de la reformulación del mecanismo de la abstracción reflexiva de Piaget, para aplicarla a las
matemáticas “avanzadas” y considera que: “La teoŕıa APOS trata de describir el desarrollo,
en la mente del alumno, de la comprensión de un concepto matemático”. (Dubinsky, 2000, p.
61) Por su parte, Alan H. Schoenfeld considera, análogamente, que elaborar una “teoŕıa de
la mente” es uno de los objetivos principales de la Investigación en Educación Matemática
(Schoenfeld, 2001).

20Puede rastrearse, por ejemplo, en Schwarzenberger y Tall (1978); Tall y Vinner (1981);
Tall (1991 y 1994); Vinner (1983 y 1991) y Dubinsky (1991a y 1991b).

21Inicialmente de Piaget (1972) y, posteriormente, de trabajos que interpretan la obra de
éste, como son los de Dubinsky (1991a y 1991b), Sfard (1989 y 1991) y Harel y Kaput (1991).
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to matemático de cada individuo y proporcionar aśı descripciones expĺıcitas
de los esquemas y de las posibles relaciones entre ellos. Cuando se hace esto
para un concepto particular, se tiene una descomposición genética del con-
cepto que representa sólo un camino razonable (no único ni obligatorio) que
los estudiantes pueden utilizar para construir el concepto. Para elaborar una
descomposición genética de un concepto matemático se tienen en cuenta las
dificultades de los estudiantes para construir dicho concepto y, una vez ela-
borada dicha descomposición genética, se utiliza para guiar el diseño de la
instrucción.

Aśı, por ejemplo22, en el caso del concepto “función”, el estudiante puede
tener una concepción de la función como acción (esto es, como una acción so-
bre objetos que se transforman en otros objetos). Se trata de un esquema muy
estático que identifica una función con una “fórmula”. Este esquema permite,
por ejemplo, calcular la imagen de un número real concreto y escribir la fun-
ción derivada de una función polinómica, pero esta concepción de la función
como “acción” no permite entender el concepto general de “diferenciación” y
su aplicación a funciones más complejas como, por ejemplo, las definidas a tro-
zos. Para ello es necesario que el estudiante tenga una concepción de la función
como proceso, lo que requiere que haya interiorizado el sistema de acciones
sobre objetos que se transforman en otros objetos. Se obtiene aśı un esquema
más potente y más dinámico del concepto de función. Pero existen multitud de
actividades matemáticas (especialmente, pero no únicamente, en matemática
“avanzada”) que requieren que el esquema de función sea construido todav́ıa
a un nivel superior en el cual la función no sea sólo un proceso interiorizado,
sino el resultado de una encapsulación que permita tratarlo como un objeto
singular al que se le pueden aplicar procesos para obtener nuevos objetos. En
este punto Dubinsky indica que, para ayudar a los estudiantes a llevar a cabo
la encapsulación de la función–proceso y construir la función–objeto, puede
utilizarse la representación gráfica de la función.

Entre las actividades matemáticas que requieren que el estudiante haya
construido una concepción de la función como objeto podemos citar la re-
solución de cualquier problema cuya solución pueda ser una función como,
por ejemplo, resolver una integral indefinida o, en general, cualquier tarea que
requiera aplicar un operador a una función para obtener otra función.

22Este ejemplo está presentado, con ligeras modificaciones, en Dubinsky (2000).
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Pero, en general, el desarrollo del pensamiento matemático requiere que el
esquema del concepto de “función” del estudiante, al igual que sus esquemas
de los conceptos de “derivada”, “integral” y “ĺımite”, entre otros, contemple
simultáneamente ambas caracteŕısticas (como proceso y como objeto).
EJEMPLO: Basta, por ejemplo, considerar la construcción de la función compues-
ta de dos funciones dadas para comprobar la importancia de la flexibilidad de este
esquema:

• Se parte de dos funciones–objetos f y g.

• Se desencapsulan f y g para obtener dos funciones–proceso f(y) y g(x).

• Se coordinan ambos procesos, para obtener una nueva función–proceso f(g(x)).

• Por fin, se encapsula este nuevo proceso para obtener la función–objeto f ◦ g.

De hecho, para ayudar a los estudiantes a desarrollar un esquema flexible de la
función, se les pide que elaboren programas de ordenador que construyan, por ejemplo,
la función compuesta f ◦ g a partir de las funciones f y g. Asimismo se plantea a los
estudiantes actividades que requieren el uso de una función–objeto y la construcción
mental de un proceso D para la diferenciación de dicha función (Dubinsky, 2000).

Respuesta del Programa Cognitivo al problema de la Educa-
ción Matemática: Las nociones matemáticas básicas son ejemplos de
“procepts”. El desarrollo del pensamiento matemático requerirá, por tan-
to, desde el principio, la suficiente flexibilidad para manipular un mismo
śımbolo ya sea como representante de un proceso que actúa sobre deter-
minados objetos, o de una entidad singular a la que se le pueden aplicar
otros procesos para obtener nuevos objetos. La potencia del pensamien-
to matemático avanzado radica, precisamente, en la utilización flexible
de la estructura dual de los objetos matemáticos que está posibilitada,
en parte, por la ambigüedad de la notación que se utiliza. La rigidez
de los procedimientos estandarizados que caracterizan el pensamiento
matemático elemental (y, aún más, el pensamiento espontáneo, “pre-
matemático”) constituye, por tanto, el principal obstáculo cognitivo que
dificulta a los estudiantes entrar en la disciplina matemática y explica
muchos de los errores conceptuales que cometen.
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En resumen, la dificultad de una tarea matemática dependerá, desde el
punto de vista del Programa Cognitivo, de la complejidad de las construc-
ciones mentales que dicha tarea requiere (interiorización de un sistema de
acciones para construir un proceso mental, coordinación de procesos, encap-
sulación de un proceso para construir un objeto, reversión de un proceso,
etc.) y, simultáneamente, del grado de flexibilidad de los esquemas mentales
correspondientes.

4.2. RUPTURA CON EL MODELO POPULAR DE LAS MATEMÁTICAS: LA RESPUESTA

DEL PROGRAMA EPISTEMOLÓGICO AL PROBLEMA DE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

El Programa Epistemológico de Investigación en Didácticas de las Mate-
máticas surgió de la convicción de que el origen del problema de la Educación
Matemática está en las propias matemáticas. El nacimiento del Programa
Epistemológico23 constituye una respuesta a la insuficiencia manifiesta de los
modelos epistemológicos de las matemáticas, incluyendo los modelos elabora-
dos por los epistemólogos de las matemáticas, para abordar el Problema de la
Educación Matemática.

El cuestionamiento de la transparencia de lo “matemático” y la asunción
ineqúıvoca de que el misterio está en las propias matemáticas, comporta que
se tome la actividad matemática como objeto primario de estudio, como nueva
“puerta de entrada” del análisis didáctico. Por tanto, la forma particular de
integrar “lo pedagógico” y “lo matemático” –que constituye el rasgo común
a todas las teoŕıas didácticas después de la ruptura con la Pedagoǵıa– se
lleva a cabo en el Programa Epistemológico mediante el cuestionamiento y la
ampliación de lo que se consideraba “matemático” en el modelo popular de
las matemáticas.

La primera de las ampliaciones de “lo matemático” estuvo protagonizada
por la Teoŕıa de las Situaciones Didácticas (TSD) que incluyó como parte
integrante de los conocimientos matemáticos las condiciones de su utilización
en situación escolar. Pero a medida que se iba desarrollando el Programa se
puso de manifiesto que no era posible interpretar adecuadamente la activi-
dad matemática escolar sin tener en cuenta los fenómenos relacionados con la
reconstrucción escolar de las matemáticas que tienen su origen en la propia
institución productora del saber matemático. Aparecieron aśı los fenómenos de
transposición didáctica (Chevallard, 1985) y, como una consecuencia natural,
la Teoŕıa Antropológica de lo Didáctico (TAD). En ésta se toma como objeto
primario de investigación la actividad matemática24.

23Se suele considerar que los trabajos iniciales de Guy Brousseau y, en especial, los que
tratan sobre la “epistemoloǵıa experimental”, constituyen el germen del Programa Episte-
mológico. En Brousseau (1998) se encuentra una recopilación de sus trabajos publicados
entre 1970 y 1990.

24En los últimos desarrollos de la TAD dicho modelo se articula alrededor de la noción
de organización (o praxeoloǵıa) matemática y didáctica y constituye el núcleo firme de dicha
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Tenemos, en resumen, que la integración o didactificación conjunta de lo
pedagógico y lo matemático se produce en el Programa Epistemológico cues-
tionando y ampliando radicalmente lo “matemático”.

Hipótesis del Programa Epistemológico: El problema de la Educa-
ción Matemática puede ser abordado a partir del análisis de las prácticas
matemáticas que se llevan a cabo en las diferentes instituciones (no sólo
docentes). Por tanto, para tratar dicho problema, la Didáctica de las
Matemáticas debe construir y contrastar emṕıricamente: (a) Un mode-
lo epistemológico general de las matemáticas y modelos locales de sus
diferentes ámbitos; (b) Modelos de la génesis y el desarrollo de las or-
ganizaciones matemáticas en cada una de las instituciones.

Esta hipótesis provoca una matematización25 del problema de la Educa-
ción Matemática (y lo despersonaliza) situándolo a un nivel institucional, re-
lativamente independiente de la voluntad, la formación, la motivación26 y las
restantes caracteŕısticas individuales de los sujetos de las instituciones.

El Programa Epistemológico, por el contrario, propone abordar el pro-
blema partiendo de la necesidad de explicar las restricciones que sufren las
organizaciones matemático–didácticas en las diferentes instituciones27 y en el
tránsito entre ellas. Sólo aśı será posible proponer, de manera fundada, mo-
dificaciones de los sistemas de enseñanza de las matemáticas que incidirán de
manera profunda sobre la “formación de los profesores”, la “motivación de los
alumnos” y sobre otros muchos aspectos del sistema. Es claro que una pro-
puesta de este tipo requiere, entre otras cosas, un desarrollo suficiente de la
investigación didáctica28.

teoŕıa en su versión actual. Las primeras formulaciones y ejemplificaciones de dichos modelos
se encuentran en Chevallard (1999); Chevallard, Bosch y Gascón (1997); Gascón (1998) y
Bosch y Chevallard (1999).

25Puesto que el análisis cient́ıfico de las prácticas matemáticas requiere elaborar modelos
epistemológicos nuevos de los diferentes ámbitos de las matemáticas (aśı como un modelo
epistemológico general). Esto no puede hacerse sin llevar a cabo reorganizaciones de los
saberes matemáticos para que puedan ser reconstruidos en las diferentes instituciones y
difundidos entre ellas. Dichas reorganizaciones deben ser consideradas como una actividad
matemática genuina.

26Aśı, por ejemplo, cuando se pretende resolver el “problema de la Educación Matemática”
apelando básicamente a la “formación de los profesores” y a la “motivación de los alumnos”
se vuelve a caer en el mito pedagógico que, resurgiendo de sus cenizas, vuele a proponer una
“solución” repetidamente fracasada.

27En este punto no debe olvidarse que la comunidad matemática nuclear, esto es, la comu-
nidad de investigadores en matemáticas, también debe considerarse como una institución.

28Para un análisis sistemático de las relaciones entre la “formación de los profesores” y la
“investigación didáctica”, ver Chevallard (2000).
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Por lo tanto, la respuesta del Programa Epistemológico al problema de la
Educación Matemática deberá iniciarse analizando las caracteŕısticas de las
organizaciones matemáticas y didácticas que existen en las diferentes institu-
ciones y, en particular, en las instituciones escolares. Describiré a continuación,
muy sucintamente, algunos resultados obtenidos por la TAD en esa dirección
y que pueden considerarse como la respuesta provisional de esta teoŕıa al pro-
blema de la Educación Matemática.

A. La organización matemática escolar esconde la verdadera disciplina
matemática y, por lo tanto, dificulta el que los estudiantes “entren” en dicha
disciplina (Chevallard, Bosch y Gascón, 1997, pp. 129-134). Citaré cuatro as-
pectos o dimensiones de la disciplina matemática que están bastante ausentes
en la matemática escolar.
(1) Se olvidan las cuestiones problemáticas a las que la organización matemáti-
ca responde y que, por tanto, constituyen las “razones de ser” de dicha or-
ganización. Aśı, la actividad de resolución de problemas, por ejemplo, no se
presenta como un medio para responder a cuestiones relativas a cierta pro-
blemática que se pretende estudiar, sino como un fin en śı misma.
(2) Se ignora el papel del razonamiento matemático plausible o conjetural,
los “patrones” que rigen dicho razonamiento (Polya, 1954) y, por tanto, su
función complementaria del razonamiento deductivo. Por esta razón las fases
exploratorias de la actividad matemática (formulación de hipótesis, búsqueda
de contraejemplos, elaboración de estrategias, tanteo de técnicas, etc.) quedan
muy debilitadas puesto que se dejan a la responsabilidad casi exclusiva del
alumno, sin ningún tipo de institucionalización.
(3) No se respetan suficientemente las leyes que rigen el desarrollo interno
de las técnicas matemáticas. Esto provoca una clasificación “temática” de los
problemas, muy pormenorizada e independiente del desarrollo de las técnicas
y de sus interconexiones, lo que provoca la aparición escolar de microuniversos
matemáticos aparentemente aislados (Bosch y Gascón, 1994).
(4) El discurso “tecnológico-teórico”, esto es, el discurso matemático que jus-
tifica e interpreta el trabajo técnico, no se integra en la práctica matemática
para hacerla más comprensible y eficaz. Se echa en falta un cuestionamiento
de la práctica matemática que se realiza: no se cuestiona la justificación de las
técnicas matemáticas que se utilizan; ni la interpretación de los resultados que
proporcionan; ni su alcance o ámbito de aplicabilidad; ni su pertinencia para
llevar a cabo una tarea determinada; ni su eficacia; ni su economı́a29.

29No entraré aqúı a analizar las complejas razones por las cuales las organizaciones ma-
temáticas escolares esconden la verdadera disciplina matemática. Diré, únicamente (tal como
ya se ha insinuado anteriormente) que, ante la creciente “alienación matemática” de los alum-
nos, el sistema de enseñanza responde mediante la eliminación de las presuntas causas de
dicha alienación. Dado que la cultura psicopedagógica dominante identifica dicha causas con
“el rigor, la abstracción y la exigencia excesiva de la disciplina matemática”, se suprimen
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EJEMPLO: La ausencia de todo tipo de cuestionamiento tecnológico determina
que las organizaciones matemáticas que se estudian en Secundaria sean puntuales y
muy ŕıgidas y, en consecuencia, provoca que dichas organizaciones aparezcan muy
atomizadas e independientes entre śı. Este fenómeno dificulta e incluso impide que
en Secundaria se estudien organizaciones más amplias y complejas y origina graves
dificultades en el paso de Secundaria a la Universidad.

Algunos de los aspectos de la rigidez de las organizaciones matemáticas que se
estudian en Secundaria ya han sido contrastados emṕıricamente (Fonseca y Gascón,
2000 y 2002). Citaré a continuación, a t́ıtulo de ejemplo, los siguientes:
(1) Las técnicas matemáticas dependen de la nomenclatura hasta el punto que puede
llevar a identificarse y hasta confundirse la técnica con los medios semióticos (ya sean
śımbolos, gráficos o palabras escritas u orales) que constituyen su soporte material.

(a) Resolver la ecuación x2a2 + 2xa + 1 = 0 donde a es la incógnita y x "= 0 es un
número real conocido.

(b) Derivar la función f(a) = xa (respecto a la variable a).

(2) Aplicar una técnica no incluye la interpretación del resultado ni del proceso que
comporta la aplicación de la técnica.

(a) Al resolver la ecuación
√

3x − 8 = 4 −
√

x se obtiene: x = 4 y x = 36.
¿Son ambas soluciones de la ecuación inicial? ¿Cómo interpretaŕıas estos resul-
tados?

(b) En la resolución de una ecuación llegamos a la expresión 0 · x = 0 ¿cómo
interpretas este resultado?

(3) No existencia de dos técnicas diferentes para una misma tarea.

(a) Calcula el mı́nimo común múltiplo de 280 y 350 sin descomponer los números
en factores primos (puedes utilizar el hecho de que el máximo común divisor es
70). Explica como lo haces.

(b) Resuelve la inecuación (x − 1)(x + 3) ≥ 0 estudiando los cambios de signo de
la función asociada (sin hacer ninguna gráfica).

los objetivos a largo plazo y todo trabajo sistemático que pueda aparecer como “rutinario”,
“repetitivo” y, por tanto, “aburrido”; se potencia el “aprendizaje instantáneo” y se atomiza
el proceso de estudio convirtiéndolo en una sucesión de “anécdotas” presuntamente “inte-
resantes” o “motivadoras”. El resultado final, paradójico, es la desconcertación absoluta de
los alumnos y un aumento constante de la “alienación matemática” que se pretend́ıa evitar
(Gascón, 1999a).
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(4) No reversión de las técnicas para realizar la tarea inversa.

(a) Busca una función polinómica de grado tres que corte al eje de les x en los
puntos siguientes: (1, 0), (−2, 0) y (3, 0).

(b) Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas que acepte
como soluciones los puntos (−1, 3) y (5, 6).

B. La organización didáctica escolar, esto es, la forma de organizar el estu-
dio de las matemáticas por parte de las instituciones docentes, no permite
desarrollar todas las dimensiones de la actividad matemática. En particular,
se echa en falta un dispositivo didáctico que permita vivir con normalidad el
“momento del trabajo de la técnica” y su función integradora de los momentos
“exploratorio” y “tecnológico-teórico” (Chevallard, Bosch y Gascón, 1997, pp.
286-290).

EJEMPLO: La enseñanza universitaria de las matemáticas se desdobla habitualmen-
te en dos dispositivos didácticos principales: Clase de Teoŕıa y Clase de Problemas.

Esta estructura no es ni arbitraria ni “natural”; responde a un modelo docente
teoricista que analiza la actividad matemática en dos momentos o dimensiones:

(1) Un momento principal, el momento tecnológico–teórico en el que se muestra la
teoŕıa acabada y cristalizada y que vive principalmente en la Clase de Teoŕıa. Las
justificaciones y demostraciones que se presentan en este dispositivo no siempre cons-
tituyen un entorno adecuado para flexibilizar y hacer más eficaz el uso de las técnicas
matemáticas. De hecho, el contrato didáctico habitual en la Clase de Teoŕıa no per-
mite dar cabida a desarrollos justificativos que surgen de necesidades de la práctica
matemática concreta, lo que constituye una fuente de dificultades para el estudiante.

(2) Un momento auxiliar, el momento exploratorio que vive en la Clase de Problemas.
En ésta el estudiante entra en contacto, por primera vez, con determinados tipos
de problemas y utiliza por primera vez las técnicas correspondientes con el objetivo
de practicar y consolidar algunas nociones teóricas. El contrato didáctico habitual
de la Clase de Problemas comporta el cambio relativamente frecuente de un tipo de
problemas a otro y, por lo tanto, cierta rigidez en el uso de las técnicas matemáticas.
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Respuesta del Programa Epistemológico al problema de la Edu-
cación Matemática: La alienación matemática de los alumnos (y, en
general, de los ciudadanos) es el resultado de un complejo conjunto de
fenómenos que transcienden a las instituciones docentes y se reflejan en
algunas caracteŕısticas de las organizaciones matemáticas y didácticas
escolares. Dichas caracteŕısticas, en la medida que dificultan que los
estudiantes “entren” en la disciplina matemática y en la medida que
impiden desarrollar funcionalmente todas las dimensiones de la activi-
dad matemática, pueden ser consideradas como las “causas próximas”
del fenómeno. La respuesta del Programa Epistemológico, en este nivel
“próximo”, consiste en proponer modificaciones de las organizaciones
matemático–didácticas escolares fundadas en el análisis de las prácticas
matemáticas institucionalizadas. Dichos análisis se sustentan en deter-
minados modelos epistemológico–didácticos de referencia que la propia
didáctica debe elaborar.

5. UNA RESPONSABILIDAD CIENTÍFICA INELUDIBLE DE LA COMUNIDAD MA-

TEMÁTICA

La evolución del problema de la Educación Matemática muestra que éste
ha ido cambiando de naturaleza:
(a) Empezó siendo considerado como un problema pedagógico.
(b) Con la emergencia de la Didáctica de las Matemáticas se convirtió inicial-
mente en un problema cognitivo-matemático.
(c) Y ha acabado siendo un problema con un componente irreductiblemente
matemático. Lo matemático30 se ha hecho denso en lo didáctico.

Es cierto que la pervivencia del enfoque pedagógico ha limitado históri-
camente la participación de los matemáticos en la resolución del problema de
la Educación Matemática, pero la progresiva matematización del mismo ha
devuelto a la comunidad matemática nuclear la posibilidad de integrarlo entre
sus objetos de estudio. De hecho, la comunidad matemática es la única que,
en última instancia, está legitimada para hacerse cargo del control cient́ıfico

30Hay que recordar que en el modelo epistemológico de las matemáticas que propone el
Programa Epistemológico de Investigación en Didáctica de las Matemáticas, ampĺıa la noción
de lo “matemático” en relación, por ejemplo, al modelo popular de las matemáticas y, tam-
bién, en relación a los modelos epistemológicos del Euclideanismo (en el sentido de Lakatos).
En Gascón (2001) se describen con cierto detalle las sucesivas ampliaciones del problema
epistemológico (y de lo que se considera “matemático” en cada modelo epistemológico) y, en
particular, la originada por la confluencia entre éste y el problema didáctico.
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de los fenómenos que emergen en la difusión, la utilización y la transposición
institucional de las organizaciones matemáticas.

Aunque dichos fenómenos no pueden ser reconocidos como genuinamen-
te “matemáticos” en aquellas instituciones en las que la primaćıa del modelo
popular (DSTP) de las matemáticas todav́ıa lo impide -porque se identifi-
ca la actividad matemática con la mera producción de definiciones, conje-
turas, teoremas y demostraciones–, es evidente la necesidad de fundamentar
matemáticamente su tratamiento, en lugar de juzgarlos únicamente median-
te opiniones y argumentos extramatemáticos basados en el “sentido común”.
Aśı, por ejemplo, seŕıa extraordinariamente valioso para el desarrollo del cono-
cimiento matemático disponer de criterios matemáticamente fundados: para
analizar las organizaciones matemáticas que viven en las diferentes institucio-
nes, relacionando el proceso de construcción de las mismas (no necesariamente
histórico) con la estructura en la que han cristalizado; para reconstruirlas a
partir de diferentes cuestiones problemáticas y en función del tipo de práctica
social que tenga que llevarse a cabo con ellas; para reformularlas de manera
que faciliten el acceso a nuevas conjeturas y a nuevos problemas matemáticos;
para integrarlas en organizaciones matemáticas más amplias y complejas; y
para estudiar los cambios que se producen en ellas cuando son transportadas
desde una a otra institución, ya sea para ser estudiadas, para posibilitar su
difusión o para ser utilizadas.

Esta “matematización” de la problemática didáctica responde, por tan-
to, a necesidades intramatemáticas y constituye una condición necesaria para
que la comunidad matemática nuclear (de los investigadores en matemáticas)
empiece a tomar en consideración los problemas “didácticos” como problemas
cient́ıficos no triviales. Sólo asumiendo esta responsabilidad, la comunidad ma-
temática podrá cumplir plenamente la función cient́ıfica y social que se le ha
encomendado.

Poblenou, abril de 2002
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ropologique du didactique, Recherches en Didactique des Mathématiques, 19/2,
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Investigación en Matemática Educativa (RELIME), 3/1, 47-70.

[22] P. Ernest (1998): A Postmodern Perspective on Research in Mathematics Edu-
cation, in Sierpinska, A. y Kilpatrick, J. (eds.), Mathematics Education as a
Research Domain: A Search for Identity, Dordrecht: Kluwer, pp. 71-85.

[23] C. Fonseca y J. Gascón (2000): Reconstrucción de las organi-
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Sobre “El problema de la Educación Matemática y la doble
ruptura de la Didáctica de las Matemáticas” de J. Gascón.

por

Tomás Recio

Como señala el autor, el art́ıculo “El problema de la Educación Matemá-
tica y la doble ruptura de la Didáctica de las Matemáticas” desarrolla una
comunicación presentada en el último Congreso de la RSME (Tenerife, 2002).
Escuché en esa ocasión al prof. Gascón y me pareció, desde mi posición de
profesor de Álgebra, una aportación interesante y discutible, por lo que inicia-
mos una conversación sobre el tema, que luego se prolongó a través del correo
electrónico. Conocedora de estas circunstancias, la editora de la Sección de
Educación de La Gaceta, Maŕıa Luz Callejo, me propuso que unos comen-
tarios mı́os acompañaran la publicación del art́ıculo de Gascón. Yo no pude
negarme, sobre todo para contribuir a que, comparando la profesionalidad con
la que está escrita el art́ıculo con mis comentarios de lego en la materia, le
resulte más claro al lector el interés, la dificultad y la calidad de la aportación
del prof. Gascón.

Mis sugerencias sobre el art́ıculo se desarrollan a dos niveles. El primero
se refiere a algunos aspectos de la ĺınea argumental del autor. El segundo, a
determinados puntos del fondo de la propuesta. Las cŕıticas en estos dos niveles
son, en principio, independientes: pudiera ocurrir que la argumentación tuviera
puntos débiles, pero que la conclusión fuese asumible o que una argumentación
impecable condujera a una propuesta de dif́ıcil digestión...

La primera parte del art́ıculo consiste en una revisión del estado de co-
sas, en las que el autor se carga de razones para plantear un cambio radical
sobre lo que ha de entenderse como Educación Matemática/Didáctica de las
Matemáticas. Lo que ha sido y no debe ser. Aqúı, en mi opinión, los argu-
mentos empleados son innecesariamente radicales. Puede preconizarse, para
la Didáctica de las Matemáticas, una diferenciación ńıtida respecto del enfo-
que puramente pedagógico (reclamando la ruptura pedagógica, en palabras de
Gascón), pero para ello no hace falta achacar a la Pedagoǵıa la exclusión de las
peculiaridades de cada ciencia. Bastaŕıa señalar que un enfoque puramente pe-
dagógico haŕıa referencia sólo a lo que hay de común al aprendizaje/enseñanza
de todos los saberes, y que es, obviamente, crucial el extender este enfoque
a fin de atender a las particularidades de la enseñanza/aprendizaje de las
matemáticas.

Pero Gascón considera, además, que esta postura que preconiza no se abre
paso con facilidad (y de ah́ı que reclame acciones radicales para defenderla),
debido a–la fuerza poĺıtica y académica de los Departamentos y Facultades
de Pedagoǵıa (influyentes en demaśıa en el diseño de los curriculos de ma-
temáticas en la educación no universitaria y en la formación del profesorado)–
la preponderancia de una concepción epistemológica “popular” del quehacer
matemático restringido a “definir–especular–enunciar–probar”, que excluye la
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enseñanza de las matemáticas como quehacer intŕınsecamente matemático y
que ahonda en la segregación de las comunidades de matemáticos que enseñan
(o investigan sobre la enseñanza) y que investigan.

Yo estoy de acuerdo en que estos dos factores se dan en gran medida, pero
no entiendo por qué ha de concluirse, sin más, que son la “causa principal”
por la que “el enfoque pedagógico conserva todav́ıa una parte importante de
su crédito y paraliza el progreso hacia enfoques más eficaces”, como señala
Gascón. Ante la ausencia en el art́ıculo de argumentos que expliquen esta
relación causa/efecto, yo me atreveŕıa a plantear que el peso del enfoque pe-
dagógico en la comunidad de didactas de la matemática pudiera ser debido,
en primera instancia, a causas internas de la propia comunidad: por ejemplo,
expresándolo en términos ecológicos, a la comodidad del nicho pedagógico
para el progreso de la especie... Hay que decir, también, que ese nicho es
cómodo porque el nicho matemático es especialmente hostil hacia ellos (y aqúı
aparece una conexión con el factor “concepto restringido del quehacer ma-
temático”). También se puede mencionar que la influencia de las Facultades
de Pedagoǵıa en el diseño del curriculo de matemáticas es grande porque las
Facultades/Departamentos de Matemáticas no están “realmente” interesadas
en reivindicar esa tarea.

Análogamente, no está, en mi opinión, suficientemente argumentado el re-
chazo del modelo epistemológico ingenuo de las matemáticas, bautizado por
W. Thurston como modelo DSTP (definición–especulación–teorema–prueba),
lo que permite a Gascón reivindicar a continuación la ruptura epistemológica,
i.e. el considerar la reorganización, reformulación, difusión y transposición ins-
titucional de los saberes matemáticos como actividades genuinamente mate-
máticas. Entiendo que un art́ıculo tiene, necesariamente, limitaciones de es-
pacio, pero este es un punto crucial en la argumentación del autor, un punto
que ya ha surgido en la discusión anterior sobre la ruptura pedagógica. A
pesar de ello, poco más señala el art́ıculo en esa dirección, salvo que “exis-
ten muchos argumentos para rechazar el modelo (epistemológico) popular”,
y a continuación sólo indica que si ese modelo fuese correcto, las reorganiza-
ciones y reformulaciones no seŕıan consideradas verdaderas matemáticas, “en
flagrante contradicción con la convicción unánime de la propia comunidad (de
matemáticos31)”.

No aprecio tal convicción unánime, ni siquiera mayoritaria. Tal vez Gascón
esté pensando en el trabajo desarrollado por el grupo Bourbaki. Incluso en el
caso en que fuera aśı, pudiera ocurrir que la parte que la comunidad reconoce
como “actividad genuinamente matemática” en las tareas de reformulación,
difusión, etc. fuese, precisamente, aquella que requiere el desarrollo de tareas
del tipo DSTP. Por poner ejemplos muy triviales, pensemos en lo que conside-
ramos “matemáticamente interesante” cuando alguien desea explicar el Lema
de Nakayama a un nivel muy elemental, sin utilizar el concepto de A-módulo,

31El añadido entre paréntesis es nuestro.
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y se ve obligado a reinventar una demostración que obvie (esconda) este pun-
to. O cuando se busca una forma de desarrollar una teoŕıa que es válida sobre
cualquier cuerpo K, pero que tiene una formulación más simple si asumimos
que el cuerpo es infinito.

En fin, todas estas cŕıticas son locales y, posiblemente, fáciles de resolver.
Más serio me parece el siguiente problema argumental: en la segunda par-
te del art́ıculo, tras plantear la ruptura con los modelos existentes, el autor
propone una refundación de la Didáctica de las Matemáticas a través de dos
reconstrucciones. Reconstrucción de la componente pedagógica, a través del
denominado programa cognitivo; de la componente epistemológica, a través
del programa epistemológico. La parte substancial de este planteamiento es la
afirmación de la irreductibilidad de la componente matemática, en el plantea-
miento cognitivo; la ampliación y cuestionamiento de lo que ha de entenderse
como matemático, en el otro programa. El argumento es, en mi opinión, muy
delicado: se reivindica la parte matemática en la Didáctica de las Matemáticas
para luego pasar a redefinir lo que ha de entenderse como matemáticas. Por
tanto, la propuesta que presenta el autor ha de ser válida, ¡pero por definición!

En el fondo, creo que entiendo y comparto partes substanciales de esta
propuesta, pero tal vez no lo que creo que dice, sino lo que creo que quiere
decir. Respecto de las respuestas que aporta el programa cognitivo sólo puedo
señalar que ese tipo de análisis, que Gascón ejemplifica en la sección 4.1 de su
art́ıculo, ya está habitualmente presente en multitud de trabajos de naturaleza
didáctica. Y, en relación con las respuestas del programa epistemológico que
el autor comenta en 4.2, parecen más de carácter antropológico que episte-
mológico: la prometida concreción sobre la ampliación de “lo matemático” se
reduce aqúı, más bien, a una propuesta sobre la importancia -poco discutible–
(para la didáctica) de la influencia del contexto institucional en la enseñanza.

Por ello me parece dif́ıcil ligar, como hace Gascón en la última sección
de su art́ıculo, la reivindicación de la matematización de la Didáctica de las
Matemáticas a la reconsideración “en abstracto”, por la comunidad nuclear
de los matemáticos, de lo que ha de entenderse por matemáticas. Me parece
más sencillo modificar la percepción de esa comunidad sobre lo que es ma-
temáticamente interesante por la v́ıa de presentar trabajos que interesen a
esa comunidad (y rećıprocamente32). Es estéril embarcarse en una discusión
para definir qué es o qué ha de ser la actividad “propiamente” matemática, el
movimiento se demuestra andando...

Ya ha ocurrido aśı recientemente, por ejemplo, con muchos temas próximos
al mundo de la computación: esa comunidad “nuclear” de matemáticos, a la
que se refiere Gascón, ha ampliado su percepción y ha acogido –tras algunas

32Tal vez el reciente art́ıculo de Smale-Cucker “On the mathematical foundations of lear-
ning” (Bull. Amer. Math .Soc., 39, 1, oct. 2001) vaya en la ĺınea de proporcionar criterios
matemáticamente fundados para el análisis de los problemas de la enseñanza, como solicita
Gascón en su art́ıculo.
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décadas de tanteo– como matemáticamente relevantes ciertas actividades que
antes hubieran sido consideradas como propias de las ciencias de la computa-
ción.

Estoy de acuerdo con Gascón en que la componente matemática ha de ha-
cerse “densa” en lo didáctico. En el año 2000, en un curso celebrado en Laredo,
sobre el problema de la formación inicial de los profesores de matemáticas, me
atrev́ı a plantear la necesidad de clarificar el papel de las matemáticas en
la Didáctica de las Matemáticas, como uno de los problemas de resolución
acuciante para mejorar ese problema. Ciertamente cualquier avance en esta
dirección contribuiŕıa al acercamiento (que Gascón considera, con razón, de
fundamental importancia) de las comunidades de matemáticos que enseñan y
que investigan, que hemos citado antes.

La asunción de la doble ruptura y la matematización de la didáctica tam-
bién me lleva a plantear unas preguntas de ı́ndole académica que ya formulé
con ocasión de ese curso sobre el problema de la formación inicial de profe-
sores al que he hecho referencia, delante del responsable de un programa de
doctorado en Didáctica de las Matemáticas: ¿cuántas matemáticas debeŕıan
exigirse a un alumno para admitirle a un programa de doctorado de Didáctica
de las Matemáticas? ¿Cuántas matemáticas debeŕıa saber un doctor por un
programa de Didáctica de las Matemáticas? Por ejemplo, desde mi perspectiva
me parece necesario (no digo conveniente) que se conozcan y valoren algunas
nociones sobre el análisis no–standard a la hora de desarrollar un planteamien-
to didáctico sobre algún aspecto de la enseñanza elemental del número real. O,
en relación con la asignatura (troncal en una especialidad de Maestro) sobre
el desarrollo lógico en el niño, debeŕıa ser necesario para el profesor el conocer
algunas consideraciones aportadas por la inteligencia artificial, por ejemplo,
relacionadas con la obra de Turing. Los ejemplos podŕıan multiplicarse para
mostrar que esas preguntas no tienen una respuesta fácil, hoy d́ıa, pero será
necesario encontrarla para avanzar, por la v́ıa del quehacer diario, en la ĺınea
que el autor señala.

Por último, quisiera hacer constar que la reivindicación de la densidad ma-
temática en la Didáctica no tiene sólo consecuencias en el sentido de aproximar
la didáctica/los didáctas a la matemática/los matemáticos. También las tiene
en el otro sentido. No se trata, claro está, de que la didáctica se haga densa en
las matemáticas. Pero, por ejemplo, contribuiŕıa a densificar la componente
matemática el que los profesores de Didáctica de las Matemáticas se pudieran
establecer, de manera generalizada y en pie de igualdad, en los Departamentos
y Facultades de Matemáticas. Y el que se encontrasen unos mecanismos de
homologación de la actividad investigadora de unos y otros, consensuados por
todos. Propuestas, ambas, que hoy parecen imposibles de abordar, aqúı y en
muchos otros páıses, pero a cuyo logro contribuyen art́ıculos como el que nos
hemos atrevido a comentar. Tomás Recio
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