LA GACETA DE LA RSME, Vor. 19 (2016), NUM. 1, PAcs. 99-112 99

PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta secciéon deben enviarse, preferentemente, a
la direccion de correo electrénico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es en
archivos con formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar
Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Com-
putacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrotio. Para los problemas de
este numero se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de
octubre de 2016.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 289. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

En el tridngulo ABC, la bisectriz interior del &ngulo A corta al lado opuesto en el
punto D. Los puntos O, O; y O son los centros de las circunferencias circunscritas
a los triangulos ABC, ABD y ACD, respectivamente. Probar que OO; = OOs.

PROBLEMA 290. Propuesto por Ovidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania, y Cornel Ioan Vdlean, Teremia Mare, Timis, Rumania.
Siendo H, =1+ 1/2+---+ 1/n el n-ésimo ntimero armdnico, probar que
> n H2n $2n+1 — _arctg(x) IOg(l + 562)
2n 41 2 ’

(—1) zel-1,1].

n=1
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PROBLEMA 291. Propuesto por Larry Glasser, Clarkson University, Potsdam, Nue-
va York, EE.UU.
Para |a| < 1/2, evaluar

°° t e
/ sen <7) cos(at — sent)
0 2

cost

dt.

PROBLEMA 292. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.
Sea M un punto interior de un tridngulo ABC, cuyos lados miden, denotados de
la manera habitual, a, b y c. Probar que

MA+MB+ MC > /a2MA+02MB + 2MC.

PROBLEMA 293. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Gerona.

Sobre cada uno de los lados de un tridngulo ABC, y hacia su interior, levantamos
un cuadrado de modo que los lados de estos cuadrados que son paralelos a los lados
del tridngulo, pero no estdn contenidos en ellos, forman un tridngulo A’B’C’ interior
al tridngulo ABC (que obviamente es semejante a él). Si la razén de semejanza
|AB|/|A’B'| = k, probar que k > 2v/3 + 1.

PROBLEMA 294. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary
School, Buzau, Rumania.

Sean {Fj}i>0 los nimeros de Fibonacci (tomando Fy = 0y Fy = 1)y A, B
y C matrices cuadradas de orden n, con a;; = Fj, bj; = F; y ¢;; = Fpi—1, para
i,7=1,...,n. Si m y p son nimeros enteros positivos, calcular (A - B)™ - CP.

PROBLEMA 295. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Ledn.

En el tridngulo ABC' con incentro I, la recta perpendicular a Al que pasa por
el punto I corta al lado AC en el punto D. Sean M y N los puntos medios de ID e
1B, respectivamente, y el punto F la proyeccién ortogonal de I sobre BD. Probar
que CE pasa por el punto medio de M N.
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PROBLEMA 296. Propuesto por Alberto Debernardi Pinos, Centre de Recerca Mate-
matica, Barcelona.

Sean ho(z) = 1, hqi(z) = logz y hj(z) = log(h;—1(x)), para j > 2. Para cada
r € Ny > 0, consideremos la serie infinita

1
S(Ta ﬁ) - ’
n:zn n(TT5Z0 hy(n) (he(n)”

donde n, es el nimero natural més pequetio tal que h,(n,) > 0.

a) Determinar los valores de r € N y 8 > 0 para los cuales la serie S(r, ) es
convergente.

b) Fijado r > 2, demostrar que, cuando 1 < m < r — 1, la serie
o0

R (1)
Z n(IT,2e hy(n)) (ke (n)”

es divergente para todo S > 0.

NoTA. El Problema 284, aparecido en el anterior nimero de LA GACETA, es una
propuesta conjunta de Ovidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca, Cluj-
Napoca, Rumania, y Cornel Ioan Valean, Teremia Mare, Timis, Rumania, y no
tunicamente de Ovidiu Furdui como se publicé.

Soluciones

PROBLEMA 265. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary

School, Buzdu, Rumania.

Si T' denota la funcién Gamma y a,, = ———-——, evaluar
/135 (2n-1)

An
lim n2/ I'(n*z?) dz.
a.

n—oo
n+1

Solucion enviada por Alfonso Alamo Zapatero, Universidad de Valladolid, Valladolid.
Comprobemos que el limite pedido existe y vale %F(%)
En primer lugar,
2{/nl

Y/ (2n)!

y, por la equivalencia de Stirling, entonces

Ay =

o (1)

Ay ~
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Por otra parte, tras el cambio de variables nx = wu, aplicando el teorema del valor
medio integral se deduce que

n2/ I'(n?z?) dx = n/ I'(u?) du = n*(an — any1)T(C3),
Qpt1 Nan+1

con (, un punto del intervalo cerrado de extremos na,+1 y na,. De la equivalencia
(1) se tiene que ¢, — 5 y, por la continuidad de la funcién I' en (0, 00), concluimos

que
p 2 e?
Jim e =r (7).
De esta forma, lo iinico que resta por comprobar es la identidad

) 2 _ _ ¢
nh—>Ir<>lon (an — Gny1) = 9 (2)

Para tal fin, notemos que la sucesion {a,},>1 satisface la relacién de recurrencia
n __ n+1 . -
ap = (2n 4+ 1)a, 7, que puede reescribirse como

U = Any1 Y/ (20 + 1)ap g,
y que implica
’I’L2 (an - an+1) = nQan_,_l( \ (2n + 1)an+1 - 1)an+1.

Por (1) tenemos que na,+1 — £, luego basta ver que n({/(2n+ 1)ap41 — 1) — 1,
pero esto es inmediato ya que

1
vV (2n+ Daper — 1 ~log(V/ (2n + Dapt1) = - log((2n + Dant1),

luego
n(3/(2n+ Daps1 — 1) ~log((2n + 1)an41) — loge =1
y la demostracién de (2) estd concluida.
NoOTA. Obsérvese que la tnica hipdtesis utilizada sobre la funcién I' ha sido su

continuidad. Por ello, el mismo razonamiento valdria para calcular limites analogos
. . . . . 2
al propuesto con funciones continuas en un cierto abierto que contuviese a .

También resuelto por A. Castano, A. Kotronis, D. Lasaosa, J. Nadal, M. Omarjee, P. Perfetti,
B. Salgueiro, A. Stadler y el proponente.

PROBLEMA 266. Propuesto por Alina Sintamarian, Technical University of Cluj-
Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.

Sea
- 1 E+1
_ k—1
k=1
Calcular

4 1)t 4
lim n*|S, — log — y lim n? Sn—( ) — log —
n—o00 e n—00 4n2 71'
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Solucién enviada (independientemente) por Anastasios Kotronis, Atenas, Grecia, y
Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.

Sea X
 (—1)F1 = k-1, k+1
5o =3 U St o, - B,
k=1 k=1
Para A,, se tiene que

B o0 (_1)k—1 B 0 (_1)k—1 B B 0 (_1)n+k—1
A=) D, =les2-) Tk
k=1 k=n-+1 k=1

oo

1
:10g2—(—1)”2(—1)k+1/ "R dg

k=1 0
1 oo 1,
=log2 — (—1)"/ " Z(—x)k dx =log2 — (—1)"/
(R 0

n

dx.

1+

Integrando por partes cuatro veces la ultima integral deducimos la identidad

/1 LA SR 1 N 1
o L+x 7 2(n+1) 4n+1)n+2)  4n+1)(n+2)(n+3)

3 24 boogndtd J
+8(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)+(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)/0 12y ™

De este modo, para n — oo,

_ (=p" =" E=D” 5
A, =log2 — 57 + 7 +O0(n™°). (1)

Ahora, usando transformaciones elementales, para B,, obtenemos que

o (kDT S R i T "
k=1 =
22[3] (1211)?
= (=" log(n+1) +2lo M
g g |
n.

= (=1)""log(n + 1)+ 4 [g} log 2 + 4log [g}' — 2lognl.

Para n — oo, la aproximacién de Stirling establece que

logn! =nlogn —n +

logn n log(2m) n zm: k((_l)kBk +O(n™)
k=2

2 2 k—1)nk-1

donde, en esta férmula, los By son los nimeros de Bernoulli; y para el caso particular
m =5 (recordar que B3 = Bs = 0) da

1 log(2 1 1
ogn og(2m)

logn! = nlogn — —
g =nlogn Tt T 2 12n 36003

+0(n7).
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Asi,
Boy = —1og(2N + 1) + 4N log2 4+ 41log N! — 2log((2N)!)
T 1 1 5
=1 RN — _ N75
%65 ~In tsn? “oene Toana TOWNT)
Yy

Bony1 =1og(2N +2) + 4N log2 + 4log NI — 2log((2N + 1)!)

o1 1 23
=log =+ — — - — O(N—°
oty Iy~ vz Toene zave TONT)
lo que implica
T~ (=" (=" 5= (=" _5
B, =log ~ — - . 2
n =8y T T T e s T g TO0T) (2)

Por tanto, con (1) y (2) se llega a

o4 (=D 5= 3(=D)" 5
Sn—log;— 4n? + 12n3  8nt +0(™),

de donde inmediatamente se concluye que

§ 1 , -1t 4
Jim n® Snlogw‘w Jim u® Snﬂizlog\—u
' (G M Gl )
S5(—1)"~ -1 4 3
2 4 _
r}LH;on Sn + 1203 4nz log W‘ =3

También resuelto por A. Alamo, P. Perfetti y los proponentes. Se ha recibido una solucién incom-
pleta.

PROBLEMA 267. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

Sea ABC un tridngulo acutangulo con inradio r, circunradio R y exinradios r,
Ty ¥ Te. Sean hg, hy y he las longitudes de las alturas AD, BE y C'F sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente, y tq, tp y t. las longitudes de las tangentes desde
A, By C, respectivamente, a la circunferencia circunscrita al triangulo értico DEF.
Probar que

277, t2rry, t2rr, r+ R

h2(ro —7)  h2(ry—71)  h2(re—7) 2
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Solucion enviada por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra,
Pamplona.

Noétese en primer lugar que t2 es la potencia de A respecto de la circunferencia
circunscrita al tridangulo értico; es decir, respecto de la circunferencia de los nueve
puntos del tridngulo ABC, que pasa también por los puntos medios de los lados.
Luego

2 AB-AF  AC-AE  bccos A

o2 22
Al mismo tiempo, la circunferencia A-exinscrita, tangente a la vez al segmento BC
y a las prolongaciones de los segmentos AC y AB, es el resultado de aplicar una

homotecia con centro A y razén lgi%z a la circunferencia inscrita; tenemos que
rq _ btcta
= bea luego

Tq _a+b+c_§_ha

To —T 2 2ar 2r’

donde ademéas hemos usado conocidas expresiones del darea .S del tridngulo ABC. Se
sigue entonces, por sustitucion de las expresiones anteriores, que

t2rr,  bccos A abccos A Rcos A
h2(ry —7)  4h, 85 2

y las férmulas andlogas ciclicamente. De este modo,

tQTT tgrrb t2r,r R
a a C C _ A B C ’
R(ra—1) Rl —1) Ri(re—y) 2 \(cosAteosBteosC)

y concluimos la demostracién con la conocida identidad

R
cos A+ cos B+ cosC = ;—T.

NoTA. Este tultimo resultado puede obtenerse utilizando el teorema del coseno y la
férmula de Herén para el drea de un tridngulo. En efecto,

a(b2+62—a2) +b(c2+a2—b2) +c(a2—|—b2—02)
2abc
2a%b? + 2b%c? + 2c%a? — a* — bt — ¢t + 2abc(a + b+ )
2abc(a + b+ ¢)
852 r
T R
+abc(a—|—b—|—c) TR

cosA+cosB+cosC =

abe __ (a+b+o)r
—_—

donde hemos usado nuevamente la relacién S = 95 =

También resuelto por A. Fanchini, J. Nadal y B. Salgueiro, N. Stanciu y T. Zvonaru (conjunta-
mente) y el proponente.
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)

Figura 1: Esquema para la soluciéon del Problema 268.

PROBLEMA 268. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Sea una recta d, una circunferencia w y sobre esta dos puntos fijos A y B y uno
variable M. Demostrar que existen dos puntos P y @ en d tales que si las rectas M A
y M B cortan a d en A’ y B’, respectivamente, el producto PA’ - QB’ es constante
al variar M.

Solucion enviada por Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.

Sean A” y B" los respectivos puntos de corte con w de las rectas paralelas a d por
Ay B,con A” £ Ay B"” # B, y demostremos a continuacién que basta con tomar
como P y @ los puntos de corte con d de las rectas AB"” y A” B, respectivamente,
véase la figura 1. Si Ry S denotan los respectivos puntos de corte de las rectas M A
con BB” y de MB con AA”, los tridngulos SA”B y SM A son semejantes (tienen
comun el angulo en S y los lados que parten de S respectivamente proporcionales,
por ser SA” - SA’ = SB - SM, dado que ambos son iguales a la potencia de S con
respecto a w), y como SMA es semejante a BMR (lados paralelos dos a dos) y
BMR a AB"R (el dngulo en R es comin y los dngulos en M y B” son iguales
por ser inscritos en w que abarcan el mismo arco), deducimos que SA”B y AB"R
son semejantes, teniendo por tanto sus lados respectivamente proporcionales, luego
B"R-A"S = B"A-A"B, resultando asi, al ser B”A = A"B, que B"R-A"S = B" A2

Como APA’ es semejante a AB”"Ry BQB’ 1o es a BA”S (lados paralelos dos a
dos en ambos casos),

PA-B"R QB-A"S
PA=—pFa— v OB =g
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respectivamente, con lo cual

PA-QB-B'R-A"S

PA/ ’ QB/ - B A2

= PA-@QB,
cantidad independiente de la posicién de M.

También resuelto por D. Lasaosa, J. Nadal y el proponente.

PROBLEMA 269. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, 1. E. S. Cassa de la Selva,
Cassa de la Selva, Girona.

La férmula de Her6n permite calcular el drea de un tridngulo ABC a partir de
las longitudes de sus lados, a, b y ¢, y del semiperimetro s mediante

Area(ABC) = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢).

a) Determinar férmulas para el cdlculo del drea de un tridngulo andlogas a la
de Her6n en funcién de las longitudes de las medianas y en funcién de las
longitudes de las alturas.

b) x ;Es posible determinar una férmula similar en funcién de las longitudes de
las bisectrices?

Solucion enviada por Zayda Ferrer Rico y Juan Carlos Lopez, Universidad de Pam-
plona, Colombia (modificada por los editores).

a) En primer lugar, es elemental comprobar que, dados u, v y w, se tiene la
identidad

s(s—u)(s—v)(s—w) = %((u2 + 0% +w?)? = 2(ut + vt + w?)), (1)
con s = (u+v+w)/2. En particular, si u, v y w son las longitudes de los lados de un
tridngulo, por la férmula de Herén, (1) da el cuadrado del drea de dicho tridngulo.

Férmula de tipo Herén para el area de un tridngulo en funcién de las
longitudes de las medianas. Si m,, m; y m, representan las longitudes de las
medianas del tridgulo ABC correspondientes a los vértices A,B y C, respectivamente,
sabemos que

4m§ = 2b2 -+ 262 — a2, 4m12) = 2@2 —+ 262 _ bz’ 4mg — 2(12 + 2b2 o 02'

Estas tres igualdades dan lugar a

4
a2+b2+62:§(mi+m§+mg)

16
a4 vt 4t = H(mi +mi +mb).



108 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Usando las dos relaciones anteriores y (1), llegamos a

(Area(ABC))? = — ((a® +b* + c*)? — 2(a* + b* + ¢*))

&=

((m2 +mj +m2)* = 2(my + my + my))

16

gp(p —mq)(p —mp)(p — me),

Nel i

donde p = (mg + mp +me) /2.

Férmula de tipo Herdn para el area de un triangulo en funcion de las
longitudes de las alturas. Si h,, hy ¥ e son las longitudes de las alturas trazadas
desde los vértices A, By C sobre los lados BC, AC'y AB, respectivamente, entonces

2 Area(ABC)
a = hi

B 2 Area(ABC) B 2 Area(ABC)

b _— .
’ hb ’ c hc

Con estas expresiones para las longitudes de los lados, y usando de nuevo (1), tene-
mos

. 2 /4 4 i i i ’ — i i i
(Area(ABC))* = (Area(ABC)) <<h2 Twti) Pkt te

que, con la notacién H, = 1/h,, Hy, =1/hy y H. = 1/h,, implica

1

—— = ((H?+ H} + H}? - 2(H! + H} + H!
(Area(ABC))? (( b ) ( b ))

= 16¢(q — Ha)(q — Hy)(q — H.),

donde ¢ = (H, + Hy + H.)/2.

También resuelto por C. Beade, J. Mir y el proponente. Se ha recibido una solucion incompleta.
No se han recibido soluciones al apartadob).

PROBLEMA 270. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.

Sea I' una circunferencia y A un punto exterior a ella. Trazamos un recta por
A que corta a I" en dos puntos B y C. Sean D y E los puntos de corte con I' del
diametro perpendicular a BC. Si F' es el punto de corte de las rectas DB y AE,
probar que |AC|cos(£DFE) < |AB|.

Solucion enviada por el proponente, modificada por los editores.

Vamos a suponer que |BA| < |CA| y que |[AD| < |AE|, como ocurre en la
figura 2. Una argumentacion andloga funciona también para cualquiera de los otros
casos.
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Figura 2: Esquema para la soluciéon del Problema 270.

Denotemos por G el punto de interseccién del segmento BC' con el didmetro DE' y
tomamos z = |DG|, a = |BG| = |GC| y b = |AG|. Como |BG|-|GC| = |DG| - |GE],
resulta |GE| = ‘;—2 Puesto que F' es exterior a la circunferencia I', se tiene que

/DFE < 7/2y, como /DFE = /DBG + /GAE,

tg(£DBG) + tg(LGAE)
1 —tg(£DBG)tg(LGAE)

> 9 a b :2\/%7
- bb—a b—a

donde hemos aplicado la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica de
dos niimeros positivos. Entonces,

tg(/DFE) =

1 dab (b+a)?
— o =1t =
cos?(LDFE) (b—a)? (b—a)?
y, finalmente,
b—a |AB|

< ZDFE) < = .
0 < cos( )_b—i—a A

Se puede comprobar que la igualdad ocurre cuando ZDBG = ZGAE, en cuyo
caso el tridngulo DEF' es isosceles.

También resuelto por F. D. Aranda, J. Nadal y B. Salgueiro.

NoTA. En el caso |BA| < |CA|y |AD| > |AE], la desigualdad propuesta es siempre
estricta (como anota B. Salgueiro en su solucién) porque ahora tg(ZDBG) = ¥y
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tg(LGAE) = 2,y laigualdad 7 = %, que es equivalente a 22 = ab, ocurre si solo si
el tridngulo FC A es rectangulo en E, lo que es imposible ya que el angulo ZCEB
estd contenido en el ZCEA.

PROBLEMA 271. Propuesto por Ouvidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania.

Sea B(z) = Zf
B(2)B(3) - B(n).

1 , .
x) y n > 2 un nimero entero. Calcular el producto de matrices

Solucién enviada por Ryan Acosta Babb (estudiante), I. E. S. Miguel de Cervantes,
Granada.
Tomando las matrices

1 1 _ 1/1 -1 z—1 0
P:(—1 1)’ P 1:2<1 1) Y D<x):< 0 a:—i—l)’
se tiene que B(x) = PD(z)P~! y, por tanto,
B(2)B(3)---B(n) = PD(2)D(3)--- D(n)P~'.

Ahora observamos que

pepE-n = (" W),

De este modo, de las dos relaciones anteriores se deduce que
(1 1\ [(n—1) 0 1/1 -1
1)!
(n+1)! (n—1)!

(n+1)!
(n—1)! +(n—1)
(n—1)! (n2—|—n—|—2 n2+n—2>.

=3 mi (n+1)!
2 2

4 n24+n—2 n®+n+2

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor, Universidad de Cantabria, Santander.
Siendo

(n—1)!
4

(n*+n+2) y b= (”;1)!<n2+n—2)

Ay =
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se tiene que a1 = 2, by = 1, ap11 = ap(n+1)+b, y bpt1 = a + b, (n+1). Entonces
puede probarse por induccién que

En efecto,
_ 2 1 _ (a2 bQ
se-(f2)- (i 2)

B(2)B(3)---B(n)B(n+1) = (ZZ b”) (”Yl nil) = (a"“ b”“).

an bn+1 a7z+1

También resuelto por A. Alamo, J. L. Arregui, A. Bdrcena, C. Beade, A. Castafio, R. de la Cruz,
Z. Ferrer y J. C. Lépez (conjuntamente), G. C. Greubel, J. M. Gutiérrez, S. Jiménez, D. Lasaosa,
F. J. Martinez, A. Messequé, J. Mir, J. Nadal, A. M. Oller, M. Omarjee, B. Salgueiro, C. Sdnchez,
A. Stadler, D. Vacaru y el proponente.

NotA. Bruno Salgueiro y Albert Stadler senalan que el problema anterior aparecié
como Problema 5530 en la revista School Science and Mathematics en diciembre de
2014. Rogamos a los proponentes que eviten enviar un mismo problema a distintas
publicaciones al mismo tiempo.

PROBLEMA 272. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.

Sean f y g dos funciones reales definidas en [0, 1] tales que g es integrable en
[0,1], con folg(t) dt = a, f es continua en [0,1] y [; f(t)dt > g(z) para x € [0,1].
Probar que

! 9 6a — 1
| wpa= 22

Solucion enviada por Jon Asier Bdrcena Petisco (estudiante), Universidad del Pais
Vasco, Leioa, Vizcaya.

La continuidad de f nos garantiza la existencia de la integral propuesta. Ademas,
usando integracion por partes obtenemos

/01(1—t)f(t)dt:/ol/otf(x)dxdt>/01g(t)dt:a.

Cren2d—2as L s [renzaet—o [ _
/O(f(t)) dt 2a+32/0(f(t)) dt + 5 2/0 F6)(1 —t)dt

Asi,

=/O (1)) dt—z/o f(t)(l—t)dt+/0 0 0di
=/ (f(t) — (1 —t))%dt > 0.
0



112 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Notar que la igualdad se alcanza si y sélosi f(t) =1—ty g(t) = fg fl@)dz =
t —t2/2. En el resto de los casos, la desigualdad planteada es estricta.

Solucion enviada por Arnau Messequé Buisan (estudiante), Universitat Politécnica
de Catalunya, Barcelona.
Aplicando integraciéon por partes y la desigualdad de Cauchy obtenemos

|a|:‘/olg(x)dx /Ol/ozf(t)dtdx

/Olf(t)dt—/ole(m)dx s/01<1—x>|f(x>|da:

1/2

<( <1—x>2dx)1/2 (f l(f(fc))2dw> -5 (/ l(f(rf))Qdfc>

JRUCIRIEES
0

lo que concluye el resultado puesto que 3a? = 2a —1/3+ (v3a —1/v/3)% > 2a —1/3.

<

<

1/2

Luego

También resuelto por A. Alamo, J. L. Arregui, R. de la Cruz, Kee-Wai Lau, B. Salgueiro, J. Vi-
nuesa y el proponente.



