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Algebra geométrica y geometrias ortogonales

por

Sebastia Xambd

A David Hestenes en el cincuentenario de Space-time Algebra

RESUMEN. El objeto de este articulo es exponer una presentaciéon axioma-
tica del algebra geométrica e indicar cémo se aplica al estudio de los grupos
asociados a las geometrias ortogonales. Este enfoque proporciona un acceso
rapido a los conceptos, estructura las interdependencias entre los enunciados
maés relevantes, y suministra claves que redundan en la transparencia de las
demostraciones. El propdsito no es otro que aportar una base matematica ase-
quible que facilite el estudio de las diversas aplicaciones del dlgebra geométrica
a contextos matemaéticos, de fisica matematica o de ingenieria lato sensu.

1. INTRODUCCION

El contenido de este articulo es un destilado de algunos materiales expuestos,
entre marzo de 2015 y agosto de 2016, en dos cursillos impartidos en la Universidad
de San Luis Potosi (México), en dos cursillos impartidos en el Instituto de Matema-
ticas de la Universidad de Valladolid, y en las conferencias impartidas en la Escuela
Santalé 2016. Su objeto es exponer las bases del dlgebra geométrica mediante un
tratamiento axiomético y aportar todos los detalles matematicos que nos parecen
imprescindibles para ulteriores aplicaciones, particularmente a la fisica matematica.

La presentacion axiomatica propiamente dicha se detalla en la seccién 2. Aqui el
énfasis recae, después de enunciar los axiomas y su significacién, en la introducciéon
y estudio de una constelaciéon de conceptos y resultados que emergen de dichos
axiomas. Destacan la graduacion lineal canénica, los productos exterior e interior,
las involuciones de paridad y de reversion, y una coleccién de férmulas que relacionan
estos elementos y facilitan su manipulacion efectiva.

En la seccién 3 se introduce el grupo de versores de un algebra geométrica, asi
como los subgrupos de pinores, espinores y rotores, y se establecen las relaciones fun-
damentales que existen con el grupo ortogonal (versores y pinores) y con el grupo
especial ortogonal (espinores y rotores). La seccién termina con el ejemplo arqueti-
pico de los rotores planos de un espacio euclideo.

La ultima seccion se destina a profundizar en el estudio de los grupos mencionados
en el parrafo anterior, vistos como grupos de Lie. En este estudio juegan un papel
fundamental la caracterizacién de Lipschitz del grupo de versores, el hecho de que
el grupo de rotores determina los demas grupos, y los resultados relativos al dlgebra
de Lie de dicho grupo.
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NOTACIONES Y CONVENCIONES

Si k es un ndimero entero, ponemos k//2 para denotar el cociente entero de k
por 2. Es inmediato comprobar que tiene la misma paridad que (’2‘”‘), lo cual sera
usado repetidamente para sustituir el signo (—1)(5) por (—1)k//2,

R denota el cuerpo de los numeros reales. Sus elementos se designan con letras
griegas (a, \, p,w, ... ).}

Espacio vectorial significa R-espacio vectorial.

El simbolo E denota un espacio vectorial de dimensién finita n. Sus elementos
se denotan con letras itlicas negritas (e, u,v,x,y,...). Una base tipica de E se
denota e =e4,...,e,.

Pondremos ¢ para denotar una métrica de E, esto es, una forma bilineal simétrica
que supondremos no degenerada si no se dice lo contrario. En lugar de ¢g(x, ), que
es la forma cuadrdtica asociada a ¢, escribiremos simplemente g(x).

Dos vectores @,y € E se dice que son g-ortogonales, o simplemente ortogonales,
cuando ¢(z,y) = 0. De una base e tal que ¢(e;, e;) = 0 para j # k se dice que es
ortogonal. Toda métrica ¢ (incluso si es degenerada) admite bases ortogonales.

La signatura (r,s) de ¢ denota que en una base ortogonal e hay r vectores
tales que g(e;) > 0y s vectores tales que g(e;) < 0. Puesto que la métrica es no
degenerada, r+s = n (si g(e;) = 0 para algin j, entonces g(e;, e;) = 0 para todo k y
la métrica seria degenerada). La definicién de (r, s) no depende de la base ortogonal
usada para calcularla (ley de inercia de Sylvester).

Toda base ortogonal se puede normalizar de modo que ¢(e;) = £1 para todo j.
Tales bases se llaman ortonormales. Su existencia prueba que la signatura determina
g salvo una isometria: si e’ es una base ¢’-ortogonal de E’ y su signatura es también
(r,5), podemos suponer, reordenando e’ si fuese necesario, que q(e;) = ¢'(e}) para
todo j, y entonces el isomorfismo lineal f : 2 — E’ tal que f(e;) = €} cumple
qd(f(x), f(y)) = q(x,y) cualesquiera que sean x,y € F.

Por dlgebra entendemos un espacio vectorial no nulo A (posiblemente de dimen-
sién infinita) dotado de un producto bilineal A x A — A, (z,y) — x *y. Si no se
dice explicitamente lo contrario, también suponemos que el producto es asociativo,
(xxy)*xz=xx(yxz),y unital (existe 14 € Atalque 14 0y luxx=x*xly ==
para todo x € A).

El dlgebra tensorial de E, (TE, ®), es la suma directa de las potencias tensoriales
T*E de E (k > 0),

TE=@>oT"E=ROEGT’E® -

dotada del producto tensorial ®. Es un dlgebra graduada, esto es, x ® ' € TH+ B
cuando z € TFE y 2/ € TV E.
Siei,...,e, es una base de E, los n* productos

ej1®"'®ejk7 jl;-~-7jk€{1;-~-7n},

IMuchas de las consideraciones que siguen son validas si en lugar de R se toma un cuerpo
conmutativo cualquiera de caracteristica distinta de 2. Optamos por R porque es el Gnico cuerpo
relevante, en el contexto del dlgebra geométrica, para las aplicaciones fisicas y de ingenieria.
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forman una base de T*E. En particular, dim T*E = n*, mientras que dim TE = occ.

Propiedad universal: Si f : E — E’ es una aplicacién lineal, existe un tnico
homomorfismo de dlgebras f® : TE — TFE’ tal que f®(e) = f(e) para todo e € E.

En particular, existe un tnico automorfismo del algebra TE, x +— Z, tal que
€ = —e para todo e € E. Este automorfismo es involutivo y se llama involucidén de
paridad de TE. Nétese que para todo x € TFE, 7 = (—1)Fz.

También existe un tnico antiautomorfismo de algebras de TE, x — Z, tal
que (1 ® - Q) = T ® -+ ® &1 para todo k > 1 y cualesquiera que sean
x1,...,x; € E. Es claramente involutivo y se llama (involucién de) reversion de TE.
El fundamento de esta construccién es que la aplicacion E¥ — TFE, (x4, ..., x) —
T, ® -+ ® x1, es multilineal y, en consecuencia, existe una tnica aplicacion lineal
T'E - TFE tal que £, @ - @ @p — Tp @ - - @ X1.

El dlgebra exterior (o dlgebra de Grassmann) asociada a E, (AE, A), es la suma
directa de las potencias exteriores A*E de E (0 <k < n),

ANE =@} NE=ROE&NE® - -o\"E

dotada del producto exterior A. Es un édlgebra graduada, pues © A 2’ € A g
cuando z € A*E y 2/ € A¥ E, conviniendo que A"E = {0} para r > n. El producto
exterior es anticonmutativo (o superconmutativo): si x € N E ya' e AF E,

s Az = (=12 Az

Dada una base eq,...,e, de FE, los (Z) productos

E?ZEle"'AEjk, 1<j1<"’<jk<n7

forman una base de A"E. En particular, dim A'E = (Z) y dim AE = 2™,

2. PRESENTACION AXIOMATICA DEL ALGEBRA GEOMETRICA

El primer capitulo de [5] (titulado Geometric Algebra) proporciona una sinopsis
funcional del algebra geométrica. De sus siete secciones, las cinco primeras son gene-
rales y las dos tltimas tratan los casos particulares del espacio euclideo ordinario y
del espacio de Minkowski. A esas escasas 33 pdginas hay que afiadir los cuatro apén-
dices A-D (12 péginas) destinados a exponer diversas cuestiones técnicas. Aunque
tendremos en cuenta estos materiales, y otros posteriores, como [6] (Capitulo 1, Geo-
metric Algebra, pdginas 1-43), en esta ocasién nos parece mds adecuado estructurar
nuestro andlisis como un compendio, formulado en lenguaje matematico estdndar,
de las aproximaciones que consideramos mas representativas, que incluyen, ademas
de las mencionadas obras de Hestenes, los estudios [10] y [1], e importantes preci-
siones de otros autores, como por ejemplo [9], [2] ¥ [3]. Dado que se esta lejos de
disponer de un sistema de notaciones bien establecido, usamos las que nos parecen
méas adecuadas.
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2.1. AXIOMAS

Empecemos con una presentacién axiomatica del Algebra Geométrica que nos va a
permitir establecer primero resultados de existencia y unicidad y después desarrollar,
para cada signatura (r, s), la estructura de la unica dlgebra geométrica G = G, ;.

Un dlgebra geométrica (AG) es una estructura con los ingredientes descritos en
A0 y que satisface las propiedades A1-A4 que se declaran a continuacion:

AQ0. Estructura: Un algebra A con un subespacio distinguido E C A que no contiene
la unidad 1 = 1 4. Ponemos (A, E) para denotar esta estructura. Los elementos de
R C A (via la aplicacién A — Al 4) se llaman escalares y los de E, vectores. Nétese
que RN E = {0}. El producto de A se llama producto geométrico y se denota xy
(yuxtaposicién de los factores).

A1l. A estd generada por E' como una R-dlgebra. En otras palabras, 1 4 y los produc-
tos de un ntimero finito de vectores generan A como espacio vectorial. Si convenimos
que 14 es un producto de cero vectores, basta con la segunda condicién.

A2. Regla de contraccién: x? € R para todo vector x.

Este axioma fue introducido en esencia por Clifford y tiene un caracter fundamental
en comparacion con los otros, que son de naturaleza mas bien técnica.

La magnitud |z| > 0 de € E se puede definir por la relacién |z|> = e,z?,

siendo €, el signo de =2, que en este contexto se llama signatura de . En particular
se tiene que |z| = 0 si y sélo si % = 0 (de tales vectores se dice que son isétropos).
Los vectores de magnitud 1 se dice que son unitarios.
Nétese que si x es no isétropo, entonces  es invertibley x=! = z/x? € (x) C E.
Si @,y € E, definimos q(x,y) = 1 (zy + yx).

LEMA 2.1. g(z,y) € R.

DEMOSTRACION. La propiedad distributiva del producto nos permite escribir
(x+y)* =2+ oy +yz+y°
Puesto que %, y2, (z + y)? € R, se sigue que zy + yz = 2¢(x, y) € R. O

Como ¢(x,y) € R es una funcién simétrica y bilineal, es una métrica (posible-
mente degenerada) para E (métrica de Clifford o simplemente métrica). La expresién
xy+yx = 2q(x,y) es la relacion de Clifford. Poniendo y = =, se obtiene ¢(x) = x2,
lo que significa que la regla de contraccion y la relacién de Clifford son equivalentes.

Notese que dos vectores son ortogonales si y sélo si anticonmutan.

A3. Supondremos que la métrica de Clifford ¢ es no degenerada. Su signatura se
denota (r, s).

Para la formulacién del axioma A4 tenemos que dedicar un cierto espacio a
consideraciones preliminares, que por otra parte tienen un papel importante en todo
el sistema.
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Supongamos que e es ortogonal (u ortonormal cuando as{ se indique). Sea N =
{1,...,n} (conjunto de indices) y, si K = ky,...,k es una sucesién (finita) de
indices, pongamos ex = eg, - - - ex,. Por tltimo, sea B ={e;}, JC N ={1,...,n}
(a los subconjuntos de N los llamamos multitndices).

PROPOSICION 2.2. B es un sistema de generadores de A como espacio vectorial.
Como consecuencia, dim A < 2™,

DEMOSTRACION. Los elementos de la forma ey, siendo K una sucesién finita de
indices cualquiera, generan A como espacio vectorial (usar A1, la bilinealidad del
producto, y el convenio ey = 1). Los ex con ky < --- < k; también generan A como
espacio vectorial. En efecto, puesto que ere; = —ejey, el producto ex es igual a
(—1)HE )ef(, siendo K el resultado de reordenar K en orden no decreciente y t(K)
el nimero de inversiones en la secuencia K. Después de esto, los factores repetidos
aparecen agrupados y se pueden simplificar con la regla de contraccién. El resultado
es un multiplo escalar de algiin e; € B. O

PROPOSICION 2.3 (Férmula de Artin). Si I, J son multiindices,

t(1,J)

ere; = (—1) qrnJera J,

siendo I A J la diferencia simétrica de I y J, qx = q(eg,) - --q(ex,) para cualquier
secuencia de indices K = ky,... ki, yt(I,J) el nimero de inversiones en la secuen-
cia 1,J que resulta de concatenar I y J. En particular, €% = (—1)‘J‘//2qJ.

DEMOSTRACION. Al reordenar eye; en orden no decreciente, se producirdn ¢(1, J)
cambios de signo, los factores repetidos seran e; = g(ey) para k € INJ y el pro-
ducto restante serd ey, ;. Para la segunda afirmacion, basta recordar que t(J, J) =
()2 = (—pylirz, 0

Grupo de Clifford: Si e es ortonormal, B¥ = {+e; | e; € B} es un grupo
multiplicativo (por la férmula de Artin) y |[B¥| < 2 x 2" = 27+1,

PROPOSICION 2.4 (Regla de conmutacién). Si J y K son multiindices, entonces
exe; = (—1)°(~=1)VIIKle ey, siendo c = [T NJ|.

DEMOSTRACION. En efecto, hay |J|| K| pares (j;, k) (i =1,...,|J], I=1,...,|K]).
El ntimero de pares con j; > k; es t(J, K), el de pares con k; > j; es t(K,J), y hay
c pares tales que j; = k; (coincidencias). Por tanto |J|| K| =t(J,K) + t(K,J)+¢, o
bien t(K,J) = |J|| K|+ ¢+ t(J, K) mod 2. La afirmacién resulta ahora inmediata,
pues JNI=INJyJAI=1AJ. O

OBSERVACION 2.5. Las férmulas de las proposiciones 2.3 y 2.4 se pueden ver como
algoritmos para obtener la tabla de los productos geométricos de los generadores
B, la cual se puede usar para calcular el producto geométrico (como ilustracion,
véanse los ejemplos 2.20 y 2.21). Obsérvese que si la base es ortonormal, entonces
ereg ::EEIAJ, ejer ::I:elej y 6?] = +1.
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El andlisis de la (in)dependencia lineal de B se suele formular siguiendo las pau-
tas indicadas por M. Riesz en [10], con enmiendas debidas a varios autores (véase,
por ejemplo, la discusién en [11, pp. 43-44]). Pero lamentablemente ninguna de las
enmiendas que conocemos senala una suposicién implicita en el argumento basico
de Riesz. Cuando se pone de manifiesto esta suposicién, el camino mas expeditivo,
que es el que seguiremos aqui, es formularla como un axioma y mostrar con ejemplos
que es realmente necesario. Este proceder tiene la ventaja de que evita prolijas dis-
cusiones, salvo en los ejemplos aludidos, sobre la existencia de dlgebras incompletas
(o no universales), en el sentido que se dird, y sobre su estructura.

A4. Existe una base ortonormal e tal que ey, # %1 para todo multiindice L # 0.

En lo que sigue, y hasta nuevo aviso, supondremos que e satisface A4. El lema
que sigue garantiza que B satisface la «suposicién implicita» a la que hemos aludido.

LEMA 2.6. SiJ y K son multiindices y J # K, entonces eJei}l # 41 o, equivalen-
temente, ey # teg.

DEMOSTRACION. Se tiene ef_(l = tex y eJegl = tejex = tej,k (por ser e
ortonormal) y e, x # *1 (por A4, ya que J A K # (). O

TEOREMA 2.7. El conjunto B es linealmente independiente y por tanto dim A4 = 2™.

DEMOSTRACION. La idea esencial es de Riesz [10]. Supongamos que se verifica una
relacién lineal )~ ; Aye; = 0. Queremos mostrar que entonces A\x = 0 para cual-
quier K. A tal fin, bastard ver que Ay = 0, pues el lema anterior asegura que si
multiplicamos la relacién inicial por el}l se obtiene una relacién similar cuyo tér-
mino ey tiene coeficiente Ax .

Para cada indice k, la relacién original implica Z.] Ajeie Jegl = 0. Dado que
er, conmuta o anticonmuta con e, es inmediato inferir la relacién ) ; Aye; =0 en
la que la suma se extiende a los e; que conmutan con todos los eg. Ahora notemos
que ey anticonmuta con cualquiera de sus factores cuando |J| es par y positivo, y
que anticonmuta con cualquier ey tal que k ¢ J cuando cuando |J| es impar. Puesto
que tales k existen si n es par (cualquier K € N — J # (), en ese caso sélo queda la
relacién Ay = 0, como se queria ver.

Podemos pues suponer que n es impar. El argumento anterior muestra que el
unico J que no se puede excluir es N, de manera que nos queda una relacién de
la forma Ay + Ayeny = 0. La demostraciéon serd completa si vemos que Ay = 0.
Razonemos por reduccién al absurdo: no puede ser Ay # 0 porque esto nos llevaria
a la relacién ey = A € R y ésta a la contradiccién (de A4) ey = =£1, pues de
+1 = e% = \? se desprende que A\? = 1. O

OBSERVACION 2.8. Estd claro que si dim(A) = 2™, entonces B es linealmente inde-
pendiente para cualquier base ortogonal y por tanto A4 se satisface para cualquier
base ortonormal. Queda asi claro que en lugar de A4 podiamos haber optado por su-
poner directamente que dim(A) = 2™ (dlgebras completas). Esto evitaria el teorema
2.7, pero nos dejaria a oscuras acerca de la existencia y naturaleza de algebras que
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satisfacen todos los axiomas excepto A4 (algebras incompletas) y sobre las cuales
se incluyen unas breves indicaciones en el ejemplo 2.15.

PROPOSICION 2.9. Sean A y A’ dlgebras geométricas con la misma signatura y E, E’
los correspondientes espacios de vectores. Sea [ : E — E' una isometria. Entonces
existe un inico homomorfismo de dlgebras f*: A — A’ que coincide con f en E y
este homomorfismo es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Tomemos e ortonormal y sea € = €f,...,e),, e}, = f(e;). Dado
que f es una isometria, €’ es una base ortonormal de E’. Entonces B = {e;} es
una base de A y B’ = {€;} es una base de A’. Si f* existe, f*(e;) = €. Esto
muestra que f* queda univocamente determinada como aplicacién lineal y que es un
isomorfismo.

Para ver que f* es un homomorfismo de algebras, basta mostrar que f(ejerx) =
e’;e); cualesquiera que sean los multiindices J y K. Pero esto es una consecuencia
inmediata de la férmula de Artin, ya que si L = J A K, entonces ejex = eey y
e’jel = ce’; (el mismo signo e). O

2.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL AG COMPLETA (O ALGEBRA DE CLIFFORD)

Sea ¢ una métrica (no degenerada) de E. Sea CyE el dlgebra cociente TE/I,E,
donde I, F es el ideal del 4lgebra tensorial T'E' generado por los tensores de la forma
exe—q(e), e € E (CyFE eslallamada dlgebra de Clifford de (E,q)). Como veremos,
la forma de los generadores de I, E es la que nos permitira establecer que el producto
de CyE cumple la regla de contraccién.

Las involuciones de paridad y reversién de TE, z — I y « — Z, dejan invariante
el ideal I,E, y por consiguiente inducen involuciones de Cy,E que denotamos con
los mismos simbolos. Si escribimos & para denotar la imagen de x € TE en C, I, la

involucién de paridad es el tinico automorfismo de CyE tal que e=—e¢ para todo
e € E y la reversion es el unico antiautomorfismo de CyF tal que (1 --- @) =
T ---x1 para todo k > 0 y cualesquiera que sean x1,...,x; € E.

Los cuatro enunciados que siguen aclaran, de una manera elemental, propiedades
bésicas del algebra de Clifford (en esencia, la comprobacién de las condiciones A0)
que por lo general se dan por evidentes, no siéndolo, o se remiten a conceptos y
construcciones considerablemente méas complejos.

Dados @,y € E, definamos 7(z,y) =z @y +y @ x — 2¢(x,y).

LEMA 2.10. Siey,...,e, es una base de E, I,E estd generado por 7(ej,ey), j < k.

DEMOSTRACION. La relacién

(x+y)®(x+y)—qlz+y)
=zz—qT)+tyey—qy) +tzRy -ty -2 Y)

muestra que 7(z,y) = xQy+yx—2¢(x,y) € I,E. Se colige de ello que los 7(x, y)
generan I, F. El aserto se desprende de la bilinealidad y simetria de la funcién 7. [
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LEMA 2.11. 1 #0.

DEMOSTRACION. Si 1 =0, tendrfamos 1 € I, E. Por el lema 2.10, existen a;x, bji, €
TE tales que 1 = >, a;jx7(ej, ex)bjr. Como en esta relacién las componentes
de cualquier grado positivo son nulas, podemos suponer que a;z y b,z son escalares.
Ahora la parte de grado 2 de la relacién nos da que ngk ajkbjk(ej@)ek—i—ek@ej) =0,
de donde a;rb;r = 0 para todo j < k, ya que los tensores e; ® e + e ® e; son
linealmente independentes. Pero esto lleva a una contradiccién cuando consideramos
la parte de grado 0: 1 = =23, a;jxbjrq(e;, ex) = 0. O

Asi pues la aplicacion R — CyE, X\ + A1, es inyectiva, lo cual nos permite
identificar R al subcuerpo R1 de C,E.

LEMA 2.12. Sea E la imagen de E en C,E. Entonces 1 ¢ E.

pEMOSTRACI()N. Si 1= e, para un clerto e € E, la involucién de paridad nos da
1 = —e y por tanto la contradiccién 1 = 0. O

LEMA 2.13. La sobreyeccion E — E es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea & € F tal que £ = 0 y supongamos que e es ortogonal. Si
T = \ie; + -+ e, entonces 0 = A&y + -+ + Ap€,. Multiplicando por e,
obtenemos la relacién 0 = y Ajere; en la que todos los términos cambian de signo
por la involucién de reversion excepto el k-ésimo, que es igual a \ye? = \xq(ey), de
lo cual se desprende que A = 0 y, por tanto, que & = 0. O

En lo que sigue identificaremos E con su imagen E en C,E.

TEOREMA 2.14. (C,E,E) es un dlgebra geométrica completa con métrica q.

DEMOSTRACION. Las condiciones AQ ya han sido establecidas (lemas 2.11, 2.13
v 2.12).

La regla de contraccién A2, e? = g(e), resulta del hecho que e @ e —q(e) € I, E.
Esto también muestra que ¢ es la métrica de E definida por CyF, de modo que se
satisface A3.

Siendo el caso que T'E esté generada por E como una R-4lgebra, su cociente Cy 2
tiene la misma propiedad, de modo que A1l también se satisface.

Para terminar la demostracién, tenemos que probar que CyE es completa. Por
el teorema 2.7, basta comprobar que e; ¢ R si [J| > 0. Dado que este aserto es
claro si |J| =1 o |J]| = 2, podemos suponer que [ = |J| > 3, y en ese caso se puede
adaptar con facilidad el argumento de la demostracién del lema 2.11 para ver que
una relacién de la forma e;, ® --- ® e;, — A € I;(E), con A € R, implica A = 0 y por
tanto lleva al absurdo ey = 0. O

EJjEmMPLO 2.15 (Algebms geométricas incompletas). Usemos las notaciones intro-
ducidas para formular y discutir el axioma A4 (pigina 564). Si A es un &lge-
bra geométrica incompleta, entonces existe un multiindice L # @ tal que er, = ¢
(e = £1). Para que se cumpla esta condicién, es necesario que |L| > 3. Puesto que
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1 =e2 = (—1)IE/2+s(L) siendo s(L) el niimero de indices [ € L tales que e? = —1,
también es necesario que |L|//24 s(L) sea par. Ademas, la regla de conmutacién nos
da que |LN J|+ |L||J| ha de ser par para todo multiindice J. En particular tenemos
que para que sea ey = *1 es necesario que |J|(1+4n) sea par para todo .J, es decir, n
ha de ser impar, digamos n = 2m+1 (m > 1) y m+ s ha de ser par (pues s(N) = s).
Si esas condiciones se dan, entonces el cociente C4E/(1 — en), siendo (1 — en) el
ideal bilatero generado por 1 — ey, resulta ser un algebra geométrica incompleta de
dimensién 271, Para los detalles, y otra serie de ejemplos, véase [13].

2.3. LA GRADUACION DE GRASSMANN Y EL PRODUCTO EXTERIOR

Por la proposicién 2.9 y el teorema 2.13, para cada signatura (r,s) existe una
Unica dlgebra geométrica completa, salvo isomorfismos. De hecho, si (A, E) y (A, E’)
son algebras geométricas completas con la misma signatura, y f : £ — E’ una
isometria, entonces f#: A — A’ es un isomorfismo de algebras.

Podemos pues hablar del dlgebra geométrica G = G, s de signatura (r,s). Re-
cordemos que su producto, el producto geométrico, se denota por yuxtaposicién de
sus factores, (z,y) — xy. Recordemos también que B = {e;} denota la base de G
asociada a una base ortogonal ey, ..., e, del espacio de vectores ' de G. También
pondremos B* = {e; | |J| = k}.

Consideremos la aplicaciéon A : E¥ — G dada por

1
N, xy) = ] Z(*l)t(‘])mjl © Ty
T

donde la suma se extiende a todas las permutaciones J = [j1,...,jx| de {1,...,k}.
Esta aplicacién es multilineal y alternada, de modo que existe una unica aplicacion
lineal g : AYE = G tal que

glxy A Neg) = A2, ..., k).

PROPOSICION 2.16. La aplicacién g : ANE = G es inyectiva y su imagen es el
subespacio vectorial G* generado por B¥. En particular, G* es independiente de la
base e usada para definir B y dim GF = (2)

DEMOSTRACION. Si los vectores &1, ..., x) son dos a dos ortogonales, entonces dos
cualesquiera de ellos anticonmutan y esto implica que g(x; A -+ Axg) = @1 - - - Tp.
En particular g(e?) = ey para cualquier multiindice J tal que |J| = k, y esto prueba

los asertos porque {e5 | |J| =k} es una base de NE. O

Usando g para identificar AE y G, obtenemos una graduacion lineal canonica
G=G"@G' @ -- PG, que merece ser llamada graduacion de Grassmann.

Con la identificacién anterior también obtenemos un producto exterior en G,
(z,y) — x Ay, que es bilineal, asociativo y anticonmutativo. Tal como se ha es-
tablecido en la demostracion precedente, las reglas basicas para tratar el producto
exterior de G son las siguientes, siendo x1,...,x; € E:
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1.z A Aep = ANz, ..., Tg).

2. Sixq,...,xE son dos a dos ortogonales, 1 A---Axy = T - - - €. En particular,
e-= ey para todo multiindice J si e es una base ortogonal de E.

3.e;jhNex=0siJNK#0,yesNex =ejerx si JNK ={.

EJEMPLO 2.17. Si@,y € E, x Ay = (wy — yx). Junto con ¢(x,y) = 3(zy + yzx),
tenemos xy = ¢(x,y) + « A y, una combinacién fundamental que bien puede ser
considerada el certificado de nacimiento del AG.

En general, los elementos de G se llaman multivectores. Siz € G, v =3 ; Asey,
ponemos zj € G* para denotar la componente de x de grado k, xj = ZIJIZk Asey.
Asi, x = a9+ x1 + -+ + x, y esta decomposicién es unica.

Muchos autores escriben (x); en lugar de zy, y simplemente (x) para (x).

Los multivectores de G* se llaman k-vectores, o multivectores homogéneos de
grado k. Los multivectores que sélo tienen grados pares forman una subdlgebra de G
(tanto para el producto geométrico como para el producto exterior) que denotamos
Gt y denominamos (sub)dlgebra par.

De los k-vectores no nulos de la forma @1 A -+ A @k, ®1,...,x € E, diremos
que son k-aspas (k-blades en inglés). El conjunto de k-aspas serd denotado X'*. Asf,
Xk CGFy X =ULXF es el conjunto de todas las aspas de G.

Para k =0,1,2,n— 1y n, los k-vectores reciben nombres particulares: escalares,
vectores, bivectores, pseudovectores y pseudoescalares, respectivamente.

OBSERVACION 2.18. En general, X* # G*. De hecho G* tiene dimensién (Z) y
se puede ver, en un estudio mas detallado, que X* es una subvariedad de G* de
dimension 1+ (n — k)k. Para n =4 y k = 2, la primera dimensién es 6 y la segunda
5, y éste es el primer caso en que la desigualdad es estricta. Por ejemplo, el bivector
e; N\ ez + es A eqg no es una 2-aspa.

Si F' C FE es un subespacio vectorial de dimensién k, y @1,...,®; es una base
de F', entonces el aspa X = x1 A--- Axy, se interpreta como un elemento de volumen
de F. Sia),...,x) es otra base de F, y X' = &} A--- Az}, entonces X' = X,
siendo ¢ el determinante de la segunda base respecto de la primera. Esto significa
que [X'] = [X] € PG*, siendo PG el espacio proyectivo de G¥ y [X] el punto
representado por X. Llamando S F al conjunto de subespacios de dimension k de
E, se tiene pues una aplicacién canénica (aplicacion de Pliicker) p : Sy E — PGF,
dada por F' — p(F) = [X], siendo X el aspa de una base cualquiera de F'. La imagen
de p es PX* el subconjunto de PG* de puntos representados por aspas.

PROPOSICION 2.19. La aplicacion p : Sy E — PX* es biyectiva.

DEMOSTRACION. Basta observar que un elemento de volumen X cualquiera de F
determina F', ya que € F equivale a A X = 0. O

La biyeccién p nos permite identificar el punto [X] definido por un aspa X con
el subespacio F = {x € E | « A X = 0}. De este modo la relaciéon £ A X = 0 es
equivalente a x € [X].
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EJEMPLO 2.20. Sea G9 el algebra geométrica del plano euclideo Ey y G5 del plano
antieuclideo F5 (su métrica es ¢ = —q si ¢ es la métrica de F3).

Sea ej, ez una base ortonormal de Es. La correspondiente base de G2 (y de g})
es 1,e1,es3,e12 = i (¢ representa la unidad de drea). No obstante, las tablas del
producto geométrico son muy distintas:

Go ‘ €1 €2 3 Go ‘ €1 €2 i
(5] 1 2 € € -1 7 —€
€2 —1 1 —eq €9 —1 -1 €1
i —E€9 e -1 1 €9 —eq -1

En ambos casos el dlgebra par es (1,2) ~ C (el isomorfismo es « + fi — « + Gi).
Esto confiere un significado geométrico a C = (1, ), y en particular a 2, que clarifica
y enriquece la interpretacion clasica: el espacio de vectores Ey = (e1,e2) y el de los
«ntimeros complejos» C = (1,4) son suplementarios en Gs, y no confundidos como
suele ser la regla. La naturaleza «geométrica» de ¢ se manifiesta, por ejemplo, en
que & — x3 es la rotacién de Ey de amplitud 7/2 en el sentido antihorario segiin la
orientacién dada por e. Més generalmente, la aplicacion & +— x(cos §+1 sin §) = xe?
es la rotacién de Es de amplitud 0, también en sentido antihorario. La rotacién en
sentido horario de amplitud 6 es  — xe~% = e%x, pues ¢ anticonmuta con los
vectores.

EJEMPLO 2.21. Sea G = Gj el dlgebra geométrica del espacio euclideo E3 (dlgebra
de Pauli). Sea eq,es,es una base ortonormal e © = ejs3 = ejeses (unidad de
volumen). Nitese que ie; = eges,ies = eser,ie3 = ejes es una base de G?. La
tabla del producto geométrico usando esta base es

gg €q €9 €3 i61 ieg ieg )
€] 1 ieg —i€2 1 —es3 €9 i61
ey | —ies 1 ie1 es 1 —eq €9
€3 1:62 —i61 1 —€9 €] 1 i63
i61 1 —es3 € —1 —i63 ieg —eq
1:62 €3 1 —€e1 1:63 -1 —1:61 —€
i€3 —€9 €] 1 71:62 7:61 -1 —es
1 7:61 i€2 7:63 —e1 —€ —es3 -1

Vemos que C = (1,4) es el centro de G. También constatamos que la subélgebra par
H = G" = (1,1e1, ez, 1e3) es isomorfa al cuerpo de los cuaternios H = (1,1, J, K),
via el isomorfismo lineal dado por 1,ieq,ies,ie3 — 1, K,J,I. Como en el caso
del plano, estos hechos ponen de manifiesto aspectos geométricos de C y H que
permanecen ocultos en las presentaciones usuales de C y H. Volveremos sobre estas
cuestiones en la seccién siguiente.

2.4. ALGEBRA DE GRASSMANN METRICA

La métrica ¢ de F induce una métrica en AFE y, via la identificacion AE ~ G
como espacios vectoriales graduados, una métrica en G, que seguiremos denotando
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con el mismo simbolo ¢.? Respecto de esta métrica, G¥ y G' son ortogonales si k # [,
mientras que para k-aspas X =x1 A---AxpeY =y, A--- Ay, se tiene

q(XvY) = G(mla"'amk;ylv"'ayk)a

siendo G = G(x1,...,Zk;Yq,-..,Yy;) €l determinante de Gram
a1, y1) - a1, yy)
G = : :
Az, y1) -0 a(@ey)

En particular,
9(X) =G(x,..., zp),

donde G(xy,...,z) = G(x1,...,2k; 21, ..., ) adopta la forma
q(x1, 1) - q(mr,xp)
G(wh awk) = . .
q(Tk,z1) - gz, xy)

EJEMPLO 2.22. Si ¢ es una métrica euclidea, entonces

G(x1,...,x,) =V(xy,.. .,cck)Q,

siendo V(x1,...,xx) el k-volumen del paralelepipedo definido por «i,...,x;. En
particular vemos que la métrica de G es euclidea. La férmula es cierta para k = 1,
va que el 1-volumen de i es |zi| v |z1|?> = q(z1,z1). Para k > 1, se puede
proceder por induccién para mostrar que la férmula es cierta cuando xj es orto-
gonal a (x1,...,xk_1). Finalmente se puede mostrar que la férmula es cierta en
general descomponiendo xj como una suma ) + &} con xj € (T1,...,Tk—1) ¥
SC% S <$1, R ,wk_1>l.

2.5. EL PRODUCTO INTERIOR

El producto interior de G se define en términos de la métrica g y del producto
exterior y se denota (z,y) — x - y. Dado que es bilineal, basta definirlo cuando x
e y son homogéneos, digamos = € G* e y € G!, o incluso cuando z e y son aspas
X=x1N-NxeY =y, A---Ay,. El caso basicoespara k =1 (X = a1, = e € E),
que se define como la contraccion (por la izquierda) de e con Y:

e Y =05:(Y) =Y, (-1 ale,y,)Y;, (1)

siendo Y =y A AY; 1 AYj i Ao Ay

2Si vemos ¢ como una aplicacién lineal ¢ : E — E*, q(e)(e’) = q(e, €’), entonces tenemos una
aplicacién lineal ¢ : AE — A(E*) = A(E)* y la correspondiente métrica ¢ (z,y) = ¢"(x)(y).
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La propiedad fundamental del operador d. (frecuentemente denotado i) es que
es una antiderivacion de grado —1 del producto exterior: si x e y son multivectores,
entonces (regla de Leibniz)

de(x NY) =be(x) Ny +T Ade(y).

El caso I = 1 (Y = y; = e) se define de un modo similar, pero utilizando la
contraccion por la derecha de e con X, lo cual es equivalente a (—1)**le - X.

Notese, en particular, que si « e y son vectores, entonces las dos definiciones dan
el mismo resultado: = -y = ¢q(x, y).

Asi pues, exceptuando el caso k = [ = 0 que consideraremos después, podemos
suponer que k,l > 2, y en tal caso la definicién es por recurrencia:

(1A ANxp1) - (- Y), si

k<,
A A . Ao A = 2
(x4 xi) - (Y, Y1) {(X~y1)-(y2A-“/\yz)7 sik>1. @)

De hecho, es facil ver, usando la definicién para [ = 1 e induccién, que el caso k < [
es suficiente para evaluar cualquier producto interior, ya que

XY =(-)ly. X (3)

cuando k > [.

En particular vemos que el producto interior es simétrico cuando k = 1. Mas
generalmente, es simétrico si y sélo si k y [ tienen la misma paridad o cuando el
menor de los dos grados es par. En cualquier otro caso es antisimétrico.

Para un vector e y un escalar A, hemos visto que se cumple la relacién e- A = 0 (y
por tanto también A - e = 0). Usando las reglas recursivas, obtenemos que z - A = 0
(v en consecuencia también A - x = 0) para cualquier k-vector x, k > 0. Asi que
hemos definido todos los casos excepto el del producto interior de dos escalares, que
definimos como 0 a fin de que z - A = A -z = 0 para cualquier multivector x y
cualquier escalar .

PROPOSICION 2.23. Sixz € G cumple e - = 0 para todo vector e, entonces x es un
escalar.

DEMOSTRACION. Sea eq,...,e, una base ortogonal y escribamos = = ) ; Ase,.
Dado que la hipétesis implica que e; -2 = 0, y e1 - e; = q(e1)e;_ysil € J,y
e;-e;y =0sil¢ J, obtenemos que Ay = 0si 1 € J. Como consecuencia, e; no
aparece en el desarrollo de x. Procediendo de modo anélogo con los demas indices,
podemos concluir que e; no aparece en dicho desarrollo para ningun k, es decir,
r=u1x9 €R. O

EJEMPLO 2.24. Sea X una k-aspa e Y una [-aspa. Entonces X - Y = 0 si uno de los
factores de X es ortogonal a todos los factores de Y o uno de los factores de Y es
ortogonal a todos los factores de X.
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2.6. INVOLUCIONES

La involucion de paridad de G, x +— Z, se ha definido en la pagina 565. Es un
automorfismo del algebra geométrica:

=79
cualesquiera que sean z,y € G. Preserva grados y, de hecho, Z = (—1)*z para todo
k-vector x. Esto implica, de modo inmediato, que la involucién de paridad es un
automorfismo del producto exterior,

—

TANY=TAT.

Es también un autormofismo del producto interior,

—

7.

En efecto, podemos suponer que z € GF e y € G', y en esa situacién la igualdad es
equivalente a decir que |k —1| y k + tienen la misma paridad, lo cual es claramente
cierto.

La involucion de reversion de G se ha definido en la pagina 565 y es un antiau-
tomorfismo del producto geométrico:

Ty =yzx.

LEMA 2.25. La involucion de reversion coincide con el automorfismo lineal graduado

de G que sobre los k-vectores es la multiplicacion por e = (—1)(5) = (=1)*//2,

DEMOSTRACION. Basta ver que coinciden sobre productos 1 - - - ¢} de vectores or-
togonales dos a dos, lo cual por otra parte es claro ya que, en este caso, ¢ ---x; =
€1 Tk. O

PROPOSICION 2.26. La involucién de reversion es también un antiautomorfismo del
productor exterior y del producto interior:

TAY=JANE, T y=7- 7.
DEMOSTRACION. Podemos suponer que € G* e y € G'. En este caso la igualdad
para el producto exterior es equivalente a decir que (k +1)//2 y k//2 +1//2 + ki
tienen la misma paridad, lo cual se comprueba sin dificultad.
La igualdad para el producto interior es equivalente a decir que |k—1|//2y 1//2+
k//2 + kl + min(k,!) tienen la misma paridad, lo cual se puede también comprobar
sin mucha dificultad. O

2.7. ALGUNAS FORMULAS PRIMORDIALES

En este apartado recopilamos una seleccién de férmulas que facilitan el manejo
del algebra geométrica.
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PROPOSICION 2.27. Para todoe € E yx € G,
er=e-x+eNx =0+ tte)(x),
siendo pe : G — G el operador lineal dado por la expresion pe(x) = e A x.

DEMOSTRACION. Como ambos miembros de la igualdad son expresiones bilineales
de e y x, basta comprobarla para e = e y * = ey, k € N y J un multiindice.
Sik ¢ J e,-e; =0yee; =e,ANey. Sik € J, entonces ex, Aey =0y
epey = (—l)t(k’J)q(e;c)eJ,{k} =e;-ey. O

PROPOSICION 2.28. Para todoe € E yxr € G, ze=x-e+xAe.
DEMOSTRACION. ze = (eX) = (e-T+eAT) =z-e+zAe. O
PROPOSICION 2.29 (Férmulas de Riesz). 2e Az = ex +Te y 2e-x = ex — Te.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta que x-e = —e-Ty A e = e AT, podemos
escribir re = —e-T+eAT. Para 7, esta igualdad da Te = —e-x+eAx, y ésta, junto
con xe = e - x + e A x, claramente nos proporciona las férmulas enunciadas. O

PROPOSICION 2.30. Para todo wvector e, el operador é. es una antiderivacion del
producto geométrico: de(xy) = (dex)y + T(0ey).

DEMOSTRACION. La tinica antiderivacién del algebra tensorial TE tal que d.(e’) =
q(e,€e’) (e/ € E) anula los generadores del ideal I,E y asi 61, E C I,E. Se infiere
que J. induce una antiderivacién de C,E y a fortiori del producto geométrico. [

TEOREMA 2.31 (Grados de un producto geométrico). Sean x € G¥, y € G'. Si
p € {0,1,....,n} y (zy)p # 0, entonces p = [k — 1| +2i coni >0y p < r+s.
Ademds, (xy)rvi =2 ANy ysik,1>0, (2Y)jk—y =T y.

DEMOSTRACION. Como (zy), depende linealmente de z, podemos suponer que z es
una k-aspa, digamos X = x; A--- Axg, y que 1, ..., T, es una base ortonormal de
[X] = (x1,..., ). De este modo X = & --- &, y, usando la proposicién 2.27,

Ty = (/’Lwl + 5w1) T (/’l’wk + 5wk)(y)

Si en el desarrollo del segundo miembro escogemos i veces el sumando g, y por tanto
k—i veces §, obtenemos un multivector de grado l+i—(k—i) = [ —k+2i. El méximo
grado que podemos formar de este modo es k + 1 (con i« = k) y el correspondiente
término es x A y.

Si 0 < k < I, el minimo grado que podemos obtener es [ — k (con ¢ = 0), y el
correspondiente término es x - y (por la regla recursiva (2)).

Sik >1> 0, el minimo grado en xy es el minimo grado que aparece en xy = y T,
que es k — [, y el correspondiente término es (¥ Z)x—1) = (¥-Z) = - y. O

La férmula (3) nos dice que, a fin de obtener una expresién para el producto
interior X - Y de dos aspas, basta considerar el caso k < [. En tal caso se tiene:
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TEOREMA 2.32 (Regla de Laplace).
XY =3 ,(=)INX Y)Y =, (1) (X, Y)Y,

donde la suma se extiende a todos los multiindices J C {1,...,1} de grado k, J =
{1,...,8} = J e YL es el producto exterior de los factores de’Y con indice en L.

DEMOSTRACION. Para k = 1, la férmula coincide con (1) y, para k > 1, podemos
usar la regla recursiva (2) e induccién. Para los detalles del célculo, véase [13]. [

En el caso k = [, el producto interior se puede expresar en términos de la métrica,
y viceversa:
PROPOSICION 2.33 (Férmulas métricas). Siz,y € GF, -y = q(Z,v), q(z,y) =7 -y.
DEMOSTRACION. Es una consecuencia directa de la bilinealidad (del producto in-
terior y de la métrica) y de la regla de Laplace para el producto interior de dos
r-aspas. O
COROLARIO 2.34 (Norma métrica). Six € G¥, q(z) =7 -x = (=1)*/%z - 2.
PROPOSICION 2.35 (Forma alternativa de la métrica). ¢(z,y) = (Zy)o = (7)o cua-

lesquiera que sean x,y € G.

DEMOSTRACION. Siendo ambas expresiones bilineales, podemos suponer que z e y
son homogéneos. Sean k y [ sus respectivos grados. Entonces el teorema 2.31 nos dice
que (Zy)o = (zy)o = 0 si k # I, lo cual coincide con ¢(z,y), ya que esta expresion
también es nula. Asi que podemos suponer k = [, y en este caso el teorema 2.31
nos dice que (Ty)o = T - y. Ahora la proposicién 2.33 nos permite concluir que
Z -y =q(z,y). Finalmente, q(z,y) = q(y,z) =y -z =2 -y = (¥)o. O

COROLARIO 2.36. Para todo x € G, q(z) = (Tx)o = (x@)o-

COROLARIO 2.37. Si X € XF, ¢(X) = XX = XX = (—1)k/2X2,

DEMOSTRACION. Por el corolario anterior es suficiente ver que XX es un escalar.

Para ello podemos suponer, tomando una base ortogonal 1, - - , xy del subespacio
[X] definido por X, que X = @1 --- @, y en ese caso XX =z} -z} € R. O
COROLARIO 2.38. Sean x1,...,x; € E y pongamos X = x1 A --- N\ . Entonces

X es invertible si y sélo si X? # 0, o si y sélo si q(X) # 0, y en ese caso X 1 =
X/X? = X/q(X). Nétese también que la condicion q(X) # 0 equivale a decir que el
subespacio [X] = (x1,...,xk) es no singular.
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2.8. PSEUDOESCALARES
Sea e = ej,...,e, una base ortonormal de £/ = E, ; y definamos
tc=€e AN ---Ne, € G".

Diremos que e es el pseudoescalar asociado a e. Nétese que la formula métrica nos
da que
q(ie) = q(er) - qlen) = (-1)°.

Sie =ej,..., el es otra base ortonormal de E, entonces
ler = 5ie7

siendo § = dete(€’) el determinante de la matriz de los vectores €’ respecto de la
base e. Ahora las igualdades q(ie) = q(ie') = q(die) = 62¢(ie) nos permiten concluir
que § = +1. Esto significa que, salvo un signo, existe un tnico pseudoescalar. La
distincién de uno de los dos pseudoescalares es equivalente a escoger una orientaciéon
del espacio F.

TEOREMA 2.39. Sea 1 € G"™ un pseudoescalar y G* el grupo de multivectores inver-
tibles respecto del producto geométrico. Entonces:

1€ G, i = (“1)5T = (1) (1), i = (1) (1)
2. Dualidad de Hodge. Para todo = € G*, ix,xi € G"* y las aplicaciones x +— iz

y & — xi son isomorfismos lineales GF — G™*. Las aplicaciones inversas son
. . 1 1 .
las aplicaciones x — i~ x y x — x1” ", respectivamente.

3. Sin es impar, © conmuta con todos los elementos de G (esto se suele expresar
diciendo que ¢ es un elemento central de G).

4. Sin es par, © conmuta (anticonmuta) con los multivectores pares (impares).

5. Siq(i) =1 (q(¢) = —1), los isomorfismos de la dualidad de Hodge son isome-
trias (antiisometrias).

DEMOSTRACION. 1. Siendo (—1)* = ¢(i) = 44, i € G%, i~ viene dado por la
formula del enunciado, y de ello se desprende inmediatamente el valor de 2.

2. Dado que i = ey, la proposicién 2.3 da ei,ie; € G"~* para todo multiindice .J
de orden k.

3 y 4. La regla de conmutacién de la proposicién 2.4 da

eji = €;EN = (—1)n+16N€j = (—1)n+1i6j,

asi que ¢ conmuta (anticonmuta) con todos los vectores si n es impar (si n es par).

5. Si z,y € G*, la definicién alternativa de la métrica da
alwi,yi) = (aiyi) = (@ido = (2g(@)fo = q(i)a(r,y).
Que q(iz,1y) = q(i)g(z,y) se muestra de modo similar usando que

iz iy = iy = Tq(i)y = q(i)Ty. O
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3. GEOMETRIA cON AG

Pongamos G = G, ; para denotar el 4lgebra geométrica completa de signatura
(r,s), n =r + s. En ella conviven y se interrelacionan la graduacién de Grassmann
G=G"®»G'oG>®---®G" y los productos geométrico xy, exterior Ay e interior
x -y. Recordemos que el dlgebra par Gt esta formada por los multivectores que sélo
contienen componentes de grados pares. Es una subdlgebra para los tres productos.

Recordemos también que G* es el grupo de los multivectores invertibles respecto
del producto geométrico. Esta claro que R* = R—{0} es un subgrupo de G*. Puesto
que un vector es invertible si y s6lo si es no isétropo, G* también contiene el conjunto
E* formado por dichos vectores. Por el corolario 2.38 sabemos que un aspa X es
invertible si y s6lo si X2 # 0, o si y sélo si ¢(X) # 0 (en cuyo caso decimos que es
no isdtropa).

3.1. GRUPO ORTOGONAL

Con la operacion de composicion, el conjunto de g-isometrias de E forma un
grupo que denotamos Oy (E): es el grupo ortogonal de g, o de (E,q). También se
denota O, si se quiere poner de manifiesto la signatura, o simplemente O,, en el
caso del espacio euclideo F,,.

Dada una isometria f € O4(E), existe un unico automorfismo de G que coincide
con f en E. Este automorfismo es una isometria de G (por la proposicién 2.35), de
modo que ¢(fz) = g(x) para todo = € G. Si 4 es un pseudoescalar no nulo, entonces
q(i) = q(f(3)) = q(det(f)i) = det(f)?q(i), de donde det(f) = £1. Sea SO,(E) el
subgrupo de O, F formado por las isometrias propias, esto es, isometrias f tales que
det(f) = 1. Es el grupo ortogonal especial de ¢, que también denotamos SO, (o
SO,, en el caso del espacio euclideo) si se quiere especificar la signatura.

PROPOSICION 3.1 (Simetrias axiales y reflexiones). Si w es un vector no isétropo,
la aplicacion sy : Eps — Ep s, T uxu~ ' es la simetria axial de eje (u). Como
consecuencia, Mqy, = —S$y : E — E es la reflexion en la direccidn (u), o en el
hiperplano u™t.

DEMOSTRACION. Puesto que uu™! = 1, s,(u) = u. Si * € ut, entonces u y x
anticonmutan y por tanto s, (x) = uru~! = —zuu~! = —x. Vemos asi que s,
es la aplicacién lineal que deja w invariante y que opera como —Id en u', lo cual
coincide con la especificacién de la simetria axial de eje (u). Es entonces claro que
My = — Sy es la reflexion del enunciado, ya que transforma u en —u y es la identidad
en u—. O

—

OBSERVACION 3.2. Para todo escalar no nulo A, u y Au definen la misma simetria
axial (o reflexién). Tomando A = 1/|u|, en cuyo caso g(A\u) = u?/|u|? = €,, vemos
que se puede siempre suponer que el vector u usado para definir una simetria axial
(o reflexién) es unitario.
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3.2. VERSORES

Un versor es un elemento v € G* que se puede expresar como un producto de
vectores no isétropos (esto es, vectores invertibles): v = wy ---uy. El conjunto de
todos los versores V = V,(E) =V, ; forma un subgrupo de G*. En efecto, esté claro
que el producto de dos versores es un versor, que 1 es un versor (de hecho cualquier
escalar no nulo \ es un versor, pues A = (Au)u~! para todo vector invertible u) y que

el inverso del versor v es v~ = ufl x u,:l. Dado que v0 = q(v) = u? - uj #0, se
tiene que v~ = 7/q(v).

PROPOSICION 3.3. Dado un versor v, la aplicacion v : E — E, v(x) = vzv™!, es
una isometria de E.
DEMOSTRACION. En efecto:
vzv Tt = (= DFupwzuy !t u !t = (o (—uzug) - ug
= muk(' a (mul (33)) o ) = (muk U mul)(w)
y por consiguiente v = My, -+ - My, , que es una isometria. O

EJEMPLO 3.4. Sea ¢ € G" un pseudoescalar. Entonces ¢ € V' y la isometria ¢ es la
identidad Id sin =1,2 mod 4y —Id si n =0,3 mod 4.

TEOREMA 3.5 (Representacién adjunta con signo). La aplicacion p : V.3 — O, 4
dada por v — v es un homomorfismo sobreyectivo y su nicleo es R*.

DEMOSTRACION. Es un homomorfismo porque si v y w son versores, entonces

"™t = w(v(z)),

wy(z) = woz(wv) ! = oxv™
lo cual muestra que wv = ww.
Que es sobreyectivo es una consecuencia directa del teorema de Cartan-Dieudonné
que asegura que toda isometria es un producto de, como mucho, n reflexiones.
Como A(z) = AxA~! = x para todo A € R*, es claro que R* estd contenido en
el nicleo de p. Falta ver que todo elemento v del nticleo de p es un escalar. En otras
palabras, queremos ver que si para todo vector e se cumple vev™! = e, lo que es
decir ve = ewv, entonces v es un escalar. A tal fin, notemos que las férmulas de Riesz
implican que esta relacién es equivalente a decir que e - v = (ev — De)/2 = 0 para
todo e € E, y esto conlleva (proposicién 2.23) que v es un escalar. O

COROLARIO 3.6. Consideremos el subgrupo V+ = VT+S de V;. s formado por los ele-
mentos pares de V, s. Para todo v € V', v es el producto de un nimero par de
reflexiones y por tanto pertenece a SO, s. La aplicacion p : Vﬁs — SO, 5 es sobre-
yectiva (de nuevo por el teorema de Cartan-Dieudonné) y su nicleo es R*.
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3.3. PINORES, ESPINORES Y ROTORES

Pin = Pin, ; se define como el subgrupo de V formado por los versores unitarios,
es decir, los versores v tales que ¢(v) = +1 o, equivalentemente, v = +1. Los
elementos de Pin se llaman pinores.

LEMA 3.7. El grupo Pin coincide con el subgrupo de V' formado por los productos
de vectores unitarios.

DEMOSTRACION. Todo se reduce a ver que cualquier pinor es un producto de vecto-
res unitarios, ya que un producto de vectores unitarios es claramente un pinor. Sea
v = uy - - wp un pinor. Como ¢q(v) = v0 =€, e = 1, resulta que g(uy) - - - q(u1) = €.
Sea \j = |u;| > 0y € = €, de modo que g(u;) = u? = £;A3. Entonces

6251...%/\%.../\%,

de lo cual se desprende que A;---A; = 1. Como consecuencia, v = uj, ---u}, con
/o i . / N : P AN . 2 _ ..
u’; = wu;/Aj, y u; es un vector unitario: q(u}) = q(u;)/\; = ¢;. O

TEOREMA 3.8. El homomorfismo Pin, 3 = O, 5, v — v, es sobreyectivo y su nicleo
es {£1}.

DEMOSTRACION. Es sobreyectivo porque toda reflexion tiene la forma m,, con u un
vector unitario, y su nicleo lo forman los escalares \ tales que g(\) = A2 = 1. O

El grupo Spin = Spin, , es el subgrupo de los elementos pares de Pin,. ;, esto es,
pinores que son producto de un nimero par de vectores unitarios (espinores).

COROLARIO 3.9. p: Spin, ; — SO, s es sobreyectivo y su niicleo es {+1}.

Puesto que los espinores R son versores unitarios, en general se tiene que RR =
+1. Si RR = 1, se dice que el espinor es un rotor. En el caso euclideo, todos los
espinores son rotores, pero en general esto no es asi: si r,s >0y v = ab con a® = 1

y b®> = —1, entonces v = —1.
Jr

7,87
hecho, la aplicacién Spin, ; — {£1}, S+ S5, es un homomorfismo y su nicleo es
el grupo de rotores. Como se verd en la seccién siguiente, este grupo es central en el
estudio de la geometria ortogonal de E, .

Los rotores forman un subgrupo normal, que denotaremos Spin, , de Spin, ;. De

TEOREMA 3.10 (de covariancia geométrica). Sea v € V,T,. Entoncesv: G — G es un
automorfismo del dlgebra geométrica (esto es, un automorfsmo lineal que preserva
grados y que es un homomorfismo de los productos geométrico, exterior e interior).

DEMOSTRACION. En efecto, v es lineal y es un homomorfismo del producto geo-
métrico, ya que v(xy) = v(zy)v—! = vazv~tvyv~! = v(z)v(y). Como v transforma
vectores en vectores, resulta que preserva grados. El hecho de que sea, ademés, un
homomorfismo de los productos exterior e interior es consecuencia de la caracteriza-
cién de estas operaciones por las férmulas del teorema 2.31. O
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ut i
R(u)
;
20
sin 6
0
: )

cosf Lo

Figura 1: Geometria del rotor R = vu, u y v unitarios.

3.4. UN EJEMPLO ARQUETIPICO

«La mas notable férmula de las matematicas es e = cos@ + isinf. Esta es
nuestra joya [...] la unificacién del algebra y la geometria» (R. Feynman, Lecture
Notes in Physics, Volume I, Section 22-6). Veamos qué dice el AG de esta joya.

Sean u y v dos vectores unitarios linealmente independientes del espacio euclideo
E, y consideremos el rotor R = vu (véase la figura 1). Este produce la rotacién
R(z) = ReR~!. ;Cudl es el eje y el 4ngulo de giro de esta rotacién?

Sea 0 € (0,7) el dngulo euclideo entre v y v:

cost = u - wv.

Sea ¢ la unidad de drea del plano orientado P = (u,v), es decir, 4 = ujus con
U1, U una base ortonormal positiva de P. Entonces 12 = —1. Ademds, & — xi es
la rotacién antihoraria de P de amplitud 7/2, pues u1i = us y usé = —uy. En
particular w, u? es una base ortonormal positiva de P y por tanto

v =wucosf + uisinf.
De esto se sigue que u Av = u A uisinfd = vuisin§ = isinf y, como consecuencia,
R=vu=v-u+vAu=cosf—isinf =e
Llegamos asi a la que podemos llamar formula espinorial de Euler:
R(x) = e et
TEOREMA 3.11. R es una rotacion en P de amplitud 26.

DEMOSTRACION. Un vector x ortogonal a P anticonmuta con u y v. Por tanto
conmuta con i, y e “Yxe® = x. Por otra parte, un « € P anticonmuta con % y por
tanto e~ “Yxe?” = xe?? que es la rotacién de « en P de amplitud 26 en la direccién
positiva de P. O
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EJEMPLO 3.12. Supongamos que n = 3. Si n es el vector unitario normal al plano
orientado P, la unidad de volumen de E3 es i = ¢n. Asi ¢ = in y la rotacién f, o
de eje n y amplitud « viene dada por la férmula

fn,a(m) _ e—ina/Qweina/?

Nétese que i2 = inin = i° = —1, ya que m conmuta con i. Con esto se pueden
deducir facilmente las llamadas formulas de Olinde Rodrigues para la composicion
de rotaciones (cf. [12]).

4. GRuPOS DE LIE coN AG

El grupo de Lipschitz de E, s, I' = I, 5, es el subgrupo de G* formado por los
elementos 2 € G* U G~ que son invertibles y cumplen zEx~! = E. Este grupo
contiene claramente el grupo de versores V.

TEOREMA 4.1 (Lipschitz). ' =V.

DEMOSTRACION. Sea x € I' y definamos z : E — E, e — Zex~! = +zex~!. Esta
aplicacién es manifiestamente lineal. De hecho z € O, 5, ya que g(ze) = (ze)?
Ter 'Texr!, T = 4w, y por tanto q(ze) = zer lzer~! = €% = g(e). Tenemos asi
una aplicacién pf : T' — O,s, * — , que es sobreyectiva, pues su restricciéon a V' es
el homomorfismo sobreyectivo p, y que también es un homomorfismo (si z,y € T,
ry(e) = rye(ry)™t = Tyex ly~! = z(ye) = (zy)(e)). Se cumple ademds que
ker(p?) = R*: si x € ker(p?), Te = ex para todo e € E, lo que equivale a e -z = 0
y por tanto a que x es un escalar (proposicién 2.23). La demostracion se completa
ahora facilmente: si x € T', existe un v € V tal que p(v) = p*(z), lo cual significa que
A =zv7! € ker(p?) = R*, es decir, z = \w € V. O

OBSERVACION 4.2. La igualdad I' = V también establece que pf = p.

OBSERVACION 4.3. Como SO y O son isomorfos a grupos de matrices, son automé-
ticamente grupos de Lie (cf. [4]). Luego sus cubiertas dobles S = Spin y P = Pin
son también grupos de Lie. Por otra parte, tenemos un homomorfismo sobreyectivo
R* x S =V, (A\v) = Av cuyo nticleo es {(1,1),(—1,—1)}, de lo cual se desprende
que V es también un grupo de Lie.

4.1. PRIMACIA DEL GRUPO DE ROTORES

En los dos lemas siguientes se muestra que el grupo de rotores St = Spin™
determina la estructura del grupo de espinores S = Spin y la del grupo de pinores
P = Pin.

LEMA 4.4. Si (r,s) = (n,0) (caso euclideo) o (r,s) = (0,n) (caso antieuclideo),

entonces S = ST y P = ST UuS™ para cualquier vector unitario u prefijado.

DEMOSTRACION. Sea v = w1 ---ui € P, donde los u; son vectores unitarios. Si £

es par, entonces v € Sy v0 = u?---u? =1 (en el caso antieuclideo el producto es
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(—1)* =1 ya que k es par). Por tanto v € ST. Si k es impar, entonces v = u(e,uv),
y equv € ST, O

LEMA 4.5. Sir,s > 1, sean uw y u vectores unitarios tales que u?> =1 y u? = —1.
Entonces se tiene: S = ST UwuuST y P =St UuSTUuST UuusSt.

DEMOSTRACION. Es claro que S = ST 1US™, donde v € S* & vo = 1, y es

facil comprobar que w € S~ < v = uuw € ST (nétese que (uw)(uu)” = —1). De
manera similar, ST y @S son los pinores impares v tales que v0 = +1y v0 = —1,
respectivamente. O

PROPOSICION 4.6. Sin <5, Spin™ = {R e G" | RR =1}.

DEMOSTRACION. Cf. [8, Prop. 6.20]. ST esté contenido en {R € G* | RR = 1}. Sea
R un multivector par tal que RR = 1. Para demostrar que R € ST, es suficiente ver
(teorema 4.1) que y = Rz R es un vector para cualquier vector .

Puesto que y es impar, y =y y n < 5, se tiene que y = y; + y5. Asi pues serd
suficiente comprobar que y; = 0. Dado que esto es evidente para n < 5, podemos
ademds suponer que n = 5. En ese caso y = y; + Ai, siendo ¢ un pseudoescalar.
Usando que 2 es un elemento central,

A= (yi Yo = (ReRi™ ')y = (Rwi 'R)y = (wi *RR)o = (xi ')o =0,
y esto termina la prueba. O

OBSERVACION 4.7. La proposicién 4.6 no es cierta para n > 5.

EJEMPLO 4.8 (Rotores de E7). Para n = 1, las posibles signaturas son 1 ~ (1,0) y
1~ (0,1). Se tiene

Sy =81 =5; =57,
y como Sj = {£1} (proposicién 4.6), este grupo esté formado por escalares \ tales

que A2 =1, es decir,
Sy = {£1} = Zs.

Noétese que no es conexo. Por otra parte

Py = Py = {£1,%u},

siendo w € E un vector unitario. Este grupo es ~ Z4 si u? = =1y ~ Zy x Zy si

u? = 1.

Finalmente O; = {£Id} y SO; = {Id}, con p(£1) =1d y p(£tu) = —Id.
EJEMPLO 4.9 (Rotores de Es). Los casos Ez y Ej3 tienen un tratamiento similar.
Si i es la unidad de 4rea, G = {a + fi | a, 8 € R}. Como i* = —1 e 4 = —i,
(a+Bi)(a+Bi)"=a®+ 5%y

SQZSQZ{(J&+,87;|O£2+ﬂ2=1}=U1,
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el grupo del circulo unidad. Este grupo es conexo pero no simplemente conexo (una
vuelta al circulo unidad no se puede contraer a 1, y de hecho sucede que 7 (U;) >~ Z).
Si e; es un vector unitario cualquiera, entonces

P2:P§:S+|_|57:U1|_|61U1,

y p(e1e®?) es la simetria en la direcciéon v = e, pues —vvv~—! = —v.

EJEMPLO 4.10 (Rotores de E71). Sea eq, e; una base ortonormal de E; 1 e 4 = ejeg
(en los espacios lorentzianos, el «eje temporal» ey se suele poner en la direccién
«verticaly). Seguimos teniendo Gt = {a+ B | o, 8 € R} y (e + Bi)” = a — B4, pero

(a4 Bi)(a+ Bi) "= o — 32
toda vez que 3> = 1. Asf,
Sty ={a+pila® -6 =1}

y por tanto S’i 1 tiene dos componentes conexas (las dos ramas de una hipérbola en
G*, ambas ~ R, y por tanto simplemente conexas), distinguidas por el signo de «
(véase la figura 2). Las dos ramas estdn parametrizadas por o = ecosh A\, 8 = sinh A
(e=+1, A €eR).

Tras algunos céalculos (usando que % anticonmuta con ey y e;, y propiedades
bésicas de cosh y sinh), se halla que la accién de R = R, » = e cosh A+ésinh A = eeN
sobre ey vy e es

R(eg) = epcosh2el + e sinh 2e\, R(e;) = egsinh 2e\ + eq cosh 2e.

Constatamos que R » ¥ R_e —x producen la misma isometria (un hecho no fortuito,
ya que R_. _y = —R. y £R producen la misma isometria), con lo cual SO{F’1 es
isomorfo a R via la aplicacién (en forma matricial)

tes H, = (cosh 2t sinh 2t> ’

sinh 2¢  cosh 2¢

pues Hth/ = Ht+t’~
Visto que Sffl tiene dos componentes, Pj ; tiene ocho. Si ponemos S*¢ = { R, »},
dichas componentes son

St ST~ €St e08 T, e1 5T, e ST, 48T, iS5,
De lo cual se desprende que O;; tiene cuatro componentes:
SOfl, melsOfl,meOSOfl, y 771&17716080f1 = fSOfl.

EJEMPLO 4.11 (Rotores de E3). Sea ei,es,e3 una base ortonormal, ¢ = ejeses
(unidad de volumen, i* = —1, ¢ = —4), Gt = {a + =i | a € R,z € F3} (isomorfa
al cuerpo de los cuaternios). Entonces (o + xi)(a + zi)” = o? + |z|? y por tanto
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~ cono de luz

—(a+ Bi)

€
a?— 32 =1

Figura 2: Aspectos geométricos de los rotores de Ej 1.

Sy =83 =85 =57 ={a+wxi|a®+ x> =1} = SU; (grupo de los cuaternios
unitarios). Puesto que SUs es una 3-esfera, es conexo y simplemente conexo.

La cubierta S5 — SOg3 coincide con la cubierta 2 : 1 clasica SUs — SOg, en la
cual un cuaternio unidad u actia en E3 como & — uxu ™ '.

Si como u tomamos las unidades cuaterniénicas 2; = eges, 1o = ezeq, i3 =
e e, las correspondientes isometrias son las simetrias axiales respecto de ey, e, €3,
respectivamente.

Las dos componentes de P3 son S3 y wS3, siendo u cualquier vector unidad
prefijado, y las dos componentes de O3 son SO3 y m,SO3. Si f es una rotacién, y
v = f~H(u), o f(v) = u, entonces M, f es la reflexién en la direccién v (o en el
plano v1).

4.2. ROTORES PLANOS

Dados dos vectores unitarios linealmente independientes u y v, R = vu es un

espinor. Diremos que es el espinor plano definido por u y v. Puesto que RR = u?v?,

vemos que R es un rotor (en cuyo caso diremos que es un rotor plano) si y sélo

si u?v? = 1, esto es, si o bien u? = v?> = 1 o u? = v2 = —1. En ambos casos,
R=u-v—uAvy (uAv)?=(uAv) (uAv)=(u-v)?—u?v?=(u-v)? -1
Si (uAwv)? = 0, entonces (u-v)? = 1, o bien u-v = ¢ = £1, de donde

R=¢(1—euAv)=ee . Sise da este caso, el plano (u,v) es degenerado (basta
comprobar que el vector ev — €, u es ortogonal a u y a v) y diremos que R es un
rotor plano parabdlico.

Si (u Aw)? < 0, entonces (u - v)? < 1. Existe por tanto un tinico a € (0, ) tal

que u-v =cosay (uAv)? =cos?a— 1= —sin®a. Poniendo U = (u A v)/sina,
se tiene U2 = —1y R = cosa — Usina = e~Y?. Si se da este caso, el plano (u,v)
no contiene vectores isétropos y por tanto es euclideo si u? = v? = 1 y antieuclideo
si u? = v? = —1. Diremos que R es eliptico.

Si (u A v)? > 0, entonces (u-v)? > 1y existe un tnico @ > 0 tal que u - v =
e cosh a, siendo ahora € el signo de u-v, y (uAv)? = cosh® @ — 1 = sinh? a. Poniendo
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U = (uAwv)/sinha, se tiene U? =1y R = ecosha — Usinha = ee~V¢®. Si se da
este caso, el plano (u,v) es no degenerado y contiene vectores isétropos, de modo
que es un plano hiperbdlico. Diremos que R es hiperbdlico.

OBSERVACION 4.12. Salvo un signo, todos los rotores planos son exponenciales de
bivectores y estdn conectados con 1 o —1. En el caso parabdlico, R = ee™%\? est4,
conectado con € (basta considerar R(t) = ee " 0 < ¢t < 1, ya que R(1) = R
y R(0) = €). En el caso eliptico, todo rotor plano estd conectado a 1 (basta hacer
tender el d&ngulo «v a 0). En el caso hiperbdlico, todo rotor plano esté conectado con
1siu- v es positivo y con —1 si u - v es negativo.

TEOREMA 4.13. Todo rotor R € St estd conectado a1 0 a —1. Sir >2 0s > 2,
entonces todo Totor estd conectado a 1 y como consecuencia ST es conexo.

DEMOSTRACION. Sea R € ST, digamos R = u; - - - ugy, con los u; unitarios. Es facil
ver que podemos reexpresar R como un producto de vectores unitarios de manera
que todos los de signatura negativa aparezcan después de los de signatura positiva
(si w y v son vectores unitarios, vu = vuv~tv = —v(u)v = vw'v, y v = —v(u)
es un vector unitario con la misma signatura que w porque v es una isometria).
Dado que el niimero de vectores positivos y de vectores negativos son ambos pares,
R se puede expresar como un producto de k rotores planos. Como cada uno de estos
rotores estd conectado a 1 0 a —1, lo mismo le sucede a R. En el caso en que r > 2 o
s > 2, podemos escoger dos vectores unitarios con la misma signatura, sean e; y es.
Entonces (e1e3)? = —1 y el camino ¢ — €!®12 = cost + ejey sint conecta 1 (t = 0)
a—1(t=m). O

COROLARIO 4.14. Sir >2 0 s > 2, la cubierta doble ST — SOT es no trivial.

4.3. ROTORES INFINITESIMALES

Se define un rotor infinitesimal como un vector tangente a ST en 1.

TEOREMA 4.15. Todo rotor infinitesinal es un bivector.

DEMOSTRACION. Adaptada de [8, Section 6.5]. Por definicién, un rotor infinitesimal
tiene la forma R’(0), donde R(t) € ST es una funcién diferenciable de ¢ definida en
un intervalo abierto de 0 € R con R(0) = 1. Se trata pues de ver que R'(0) es un
bivector. - o

Tomando la derivada de R(t)R(t) = 1 respecto de ¢ en 0 obtenemos R/(0) =
—R/(0). Pero como R’(0) es un multivector par, esta condicién muestra que los
grados k = 25 de R/(0) tales que R'(0); # 0 han de cumplir que k//2 = j ha de ser
impar, digamos 2]+ 1, lo que conlleva k = 41+ 2,1 > 0. En particular, R'(0) = b+ z,
siendo b un bivector y z un multivector cuyo grado minimo es > 6.

Usemos ahora que x(t) = R(t)eR(t) € E para cualquier vector e € F prefijado.
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Tomando la derivada respecto de t en 0 se tiene

z'(0) = R'(0)e + eR'(0)
=(b+2)e—e(b+2)
=be —eb+ ze—ez
=2b-e+2z-e.

Visto que «’'(0) y b - e son vectores y que el minimo grado de z - e es > 5, se
concluye que z - e = 0. Como esta condicién es valida para cualquier vector e, la
proposicién 2.23 nos permite concluir que z = 0. O

Para demostrar que todo bivector es un rotor infinitesimal, tenemos que dar un
pequeinio rodeo.

Dado un bivector b € G2, se define la aplicacién lineal ady, : G — G por la férmula
ady(z) = bz — xb = [b, z] (conmutador de b y x).

PROPOSICION 4.16. Para todo bivector b, el operador ad, preserva grados y es una
derivacion del producto geométrico.

DEMOSTRACION. Est4 claro que ad, anula los escalares y que transforma vectores
en vectores, pues ady(e) = 2b - e. Sea ahora = € G*. k > 2. Entonces

br=b-z+ (bx)r+bAx y zb=x-b+ (xb) +xAb.

Pero, en este caso, z-b=b-xy x Ab=bAx. Por tanto [b, 2] = (bx)r — (zb)k, que
es un k-vector. Que ad, es una derivacién se establece con un sencillo calculo. O

Sea s0(F) C End(F) el subespacio vectorial formado por los endomorfismos
antisimétricos.

PROPOSICION 4.17. Si b € G2, entonces ady, € so(E) para todo b € G%. Ademds, la
aplicacién G — s0(E), b+ ady, es un isomorfismo lineal.

DEMOSTRACION. De un lado, ady(e) - e’ = 2(b-e)-€e = 2b- (e A €') y, del otro,

e-(—ady(e’)) =2e- (e -b) =2(ene')-b=ady(e) e, de modo que adZ = —adp.
Por otra parte, la aplicacién lineal b — ad;, es inyectiva, ya que si ad, = 0,

entonces e - b = 0 para todo vector e y esto implica que b = 0 (proposicién 2.23).

Finalmente la igualdad dim G? = (%) = dimso(E) nos dice que dicha aplicacién es
sobreyectiva. O

TEOREMA 4.18 (Exponencial de un bivector). Para todo b € G2, +eb € S*.

DEMOSTRACION. Cf. [8, Theorem 6.17]. Estd claro que R = €’ es un multivector

par. Ademés, R € G*, ya que RR = ebe® = ebe? = 1. Para ver que R es un rotor,

basta ver (teorema 4.1) que RzR € E para todo x € E.
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Sea W = E* el espacio g-ortogonal de E en G, estoes, W =R®G> @ --- ®& G".
Tomemos cualesquiera x € E, y € W, y definamos la aplicaciéon f : R — R por la
formula f(t) = q(et’xe*, y). Las sucesivas derivadas de f tienen la forma siguiente:

F'(6) = q(beze™" — exe™b,y) = q([b, "z "], y),

(1) = a(lb, be'me ™" — e ™0, y) = q([b, [b, ewe™"], y]),

y asi sucesivamente. Para t = 0, obtenemos

F9(0) = g(adg(z),y) = 0

porque ad, es un endomorfismo de E. Como f es una funcién analitica real, se
desprende que f = 0y, como consecuencia, g(e!*ze™* y) = 0. Por tanto, e/’xe " €
Wt =E. O

COROLARIO 4.19. Si b € G2, entonces b es un rotor infinitesimal.

DEMOSTRACION. El teorema nos asegura que R(t) = €'’ € ST para todo t, y estd
claro que R'(0) = b. O

OBSERVACION 4.20. Con esto queda probado que el espacio tangente a ST en 1,
que denotamos lie(ST), es igual a G2. Pero para todo grupo de Lie el espacio tan-
gente en el elemento neutro, lie(G), es un &dlgebra de Lie con el corchete de Lie
(cf. [4]) ¥ esto plantea la cuestién de encontrar la representacion de este corchete,
para el caso lie(ST), en G2. La solucién es que es el conmutador [b,b’]. De hecho,
con un sencillo calculo se comprueba que el isomorfismo ad : G2 — so(E) cumple
adp, ) = [ady, ady], lo que significa que es un isomorfismo de G? con el conmutador
de bivectores en so(E) con el conmutador de endomorfismos antisimétricos. Pero
la segunda 4lgebra se identifica con lie(SO) y ésta con lie(ST) por el isomorfismo
inducido por el homomorfismo ST — SO.

OBSERVACION 4.21. Consideremos la aplicacién exp : G2 — St, b — eb, y su
diferencial en 0: doexp : G — lie(ST) = G2 Dado que (dgexp)(b) = Let|,_o = b,
resulta que dpexp = Idgz. Ahora el teorema de la funcién inversa nos asegura que
existe un entorno abierto de 0 en G2 que exp aplica difeomérficamente en un entorno
abierto U de 1 en ST.

Para los rotores u de U, existe un bivector b tal que u = e®, pero para rotores
arbitrarios so6lo podemos afirmar que seran o un producto de exponenciales de bi-
vectores, o limites de tales productos, ya que el subgrupo generado por U es abierto
y el cierre de este abierto es ST.

4.4. NOTA SOBRE UN TEOREMA DE RIESZ

Sea F=FE,;,n=r+s,yL¢c SO:S (este grupo es la componente conexa de la
identidad de of SO, ;). El teorema de Riesz en cuestién es el siguiente:
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TEOREMA 4.22. Si (r,s) es de una de las formas (n,0), (0,n), (1,n—1) o (n—1,1),
existe un bivector b € G2 tal que

b b

Lx = e’xze™”.
DEMOSTRACION. Véase [10, §4.12] o [13]. El caso euclideo (y antieuclideo) se pue-
de demostrar facilmente a partir de la clasificacién de isometrias de E,. Escoja-
mos unidades de area %i,...,%; en planos dos a dos ortogonales de E,, y an-
gulos aq,...,ap € [0,27m) (no necesariamente distintos), y consideremos el rotor
R = exp(—tray/2) - - - exp(—t11/2). Puesto que los ¢; conmutan dos a dos, resulta
que R = e’ con b = —(igag + -+ +i101)/2. La isometria R es la composicién de
rotaciones de amplitud «; en los planos [¢;] y la teoria bésica de las rotaciones de
FE,, muestra que toda rotacién se puede obtener de esta manera. O
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