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En todos los grados de las areas de
ciencias e ingenieria existe, mas o me-
nos explicita, alguna asignatura de al-
gebra lineal. Para los grados de mate-
maticas en particular, esta disciplina,
junto con el célculo, constituye uno de

sus pilares fundamentales. Asi, contar
con un buen libro de algebra lineal, co-
mo el que presentamos en esta resena,
resulta una herramienta esencial tan-
to para profesores como para alumnos
universitarios. El libro de las doctoras
Colomé Nin y Mir6-Roig estd avalado
por la experiencia docente e investiga-
dora de ambas y cuenta, ademas, con la
colaboraciéon de la doctora Irene Llere-
na, coautora del que ha sido libro de re-
ferencia en algebra lineal para muchas
generaciones, el «Castellet-Llerenay.

El libro estd estructurado en ocho
capitulos, de los cuales podriamos de-
cir que los cuatro primeros estan ba-
sicamente dedicados a preliminares y
calculo matricial, mientras que los cua-
tro dltimos abordan el algebra lineal de
manera mas general. De esta manera,
el libro se adectia bien tanto a cursos
destinados a grados en ingenieria co-
mo a grados de ciencias y, por supues-
to, a grados en matematicas. La lec-
tura del libro es especialmente agrada-
ble, consiguiendo incluso que partes a
priori tediosas de ciertas demostracio-
nes resulten amenas. A esto contribuye
la edicién del texto que, sin recargar-
lo en exceso con ilustraciones y colores,
consigue no hacerse mondtono.
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Cada capitulo cuenta con un buen
nimero de ejemplos, incluidos varios
que se ilustran con calculos en Mat-
hematica y Maxima, asi como ejerci-
cios (165 en total) que estdn resuel-
tos en la web que acompana el libro
y son directamente accesibles desde la
version electrénica del mismo. Cuen-
ta ademds con resenas biograficas de
los matematicos que contribuyeron al
desarrollo de la disciplina. En todos los
capitulos se concluye con una aplica-
cién de los resultados vistos en el mis-
mo a otras ramas cientificas, como qui-
mica o computacién.

El primer capitulo esta dedicado a
los preliminares y constituye un muy
buen resumen de notaciones, construc-
ciones algebraicas basicas y cdlculo con
nimeros complejos. De esta manera se
intenta cubrir los posibles agujeros que
la formacién previa del lector pueda
tener, hecho que resulta especialmente
importante teniendo en cuenta las ca-
rencias que habitualmente se observan
en sus potenciales lectores, estudiantes
de primer curso de universidad. Inclu-
ye también este primer capitulo una
pequena introduccién a los programas
Mathematica y Mazima. Concluye con
una aplicacién de lo visto sobre ntime-
ros complejos al estudio de fractales.

El segundo capitulo entra ya en ma-
teria abordando el calculo matricial y
vectorial. Aunque el objetivo principal
es presentar el calculo, no se ahorra en
ningin momento rigor en la exposicion
y demostraciones. En este caso la apli-
cacion escogida es en teoria de grafos,
viendo como las potencias de la matriz
de adyacencia de un grafo dan el nd-
mero de caminos entre dos vértices.

El tercer capitulo aborda el estudio
de sistemas lineales. Se centra en el al-
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goritmo de Gauss-Jordan, viendo coémo
las operaciones con las filas de la matriz
se relacionan con la manipulacién de
las correspondientes ecuaciones. Poste-
riormente se justifican dichas operacio-
nes con las filas usando productos con
matrices elementales y aprovechando
esta relacion para el calculo de la ma-
triz inversa. Finaliza el capitulo con
una aplicacion a la estequiometria, me-
dicién de los elementos que intervienen
en una reaccion quimica.

El cuarto capitulo estd dedicado
a los determinantes. La aproximacion
que se da al tema es, a criterio de quien
suscribe, muy acertada desde el pun-
to de vista pedagogico, especialmente
para estudiantes de grados de mate-
maticas o aquellos estudiantes de otros
grados que no busquen simples recetas.
Se empieza definiendo las propiedades
que se desea que tenga el determinante
(multilineal, alternado y tomando va-
lor unitario en la matriz identidad) pa-
ra pasar al calculo concreto en casos
sencillos y a la expresiéon general habi-
tual que usa los coeficientes de la ma-
triz y el signo de las permutaciones.
Posteriormente se estudian propieda-
des de los determinantes y su desarro-
llo por filas o columnas. Finalmente, se
enlaza con el capitulo anterior definien-
do el rango de una matriz, y viendo cé-
mo se relacionan estos conceptos con la
existencia de soluciones de sistemas li-
neales (teorema de Rouché-Frobenius)
y su calculo efectivo (regla de Cramer).
Para este capitulo, la aplicacién esco-
gida es el cdlculo de resultantes de po-
linomios, que puede ser especialmente
interesante de cara a posteriores asig-
naturas de algebra a las que tengan que
enfrentarse los estudiantes.

El quinto capitulo se centra en el
estudio de espacios vectoriales arbitra-
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rios. Empezando por la definicién de
espacio vectorial y subespacio, siguen
los conceptos de independencia lineal
y base de un espacio vectorial, que
permiten usar todo el lenguaje matri-
cial introducido anteriormente. Se si-
gue con las operaciones de suma e in-
terseccion de subespacios vectoriales y
la férmula de Grassmann. La parte te6-
rica del capitulo termina con la defini-
ciéon de suma directa, espacio cociente
y subespacio complementario. La apli-
cacién escogida para este capitulo es la
compresién de imagenes, en concreto
usando la ondicula de Haar.

Sigue, como es de esperar, un capi-
tulo dedicado a las aplicaciones linea-
les. Empezando con las definiciones ba-
sicas, se pasa a estudiar la matriz aso-
ciada a una aplicacion lineal respecto
de bases para los espacios involucrados.
Se introduce posteriormente la compo-
sicion de aplicaciones lineales y su rela-
cién con las matrices. A esto le sigue el
primer teorema de isomorfia. La parte
tedrica del capitulo acaba con el estu-
dio del algebra de homomorfismos y, en
particular, el dual de un espacio vecto-
rial, estudiando también los subespa-
cios ortogonales (tanto de subespacios
del espacio vectorial en cuestiéon como
de su dual) y las aplicaciones duales.
El capitulo finaliza con aplicaciones a
la criptografia; en particular, una va-
riacién sobre el cifrado de Hill.

El séptimo capitulo del libro esta
dedicado a la diagonalizacién y forma
de Jordan de endomorfismos. El capi-
tulo empieza con las definiciones habi-
tuales de vector propio y valor propio,
junto con la relaciéon con los ceros del
polinomio caracteristico. Se introduce
la multiplicidad algebraica y geométri-
ca de un valor propio, que se usa para
dar un criterio para decidir cudndo un
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endomorfismo es diagonalizable. Para
poder estudiar el caso de endomorfis-
mos no diagonalizables, se explican los
teoremas de descomposicién en térmi-
nos de la factorizacion del polinomio
minimo y los respectivos subespacios
invariantes por una parte, y los subes-
pacios f-ciclicos por otra. Se concluye
con la clasificacion de los endomorfis-
mos dados por la forma candnica de
Jordan. La aplicacién escogida en este
capitulo son las cadenas de Markov.

El dltimo capitulo del libro se cen-
tra en las formas bilineales y cuadra-
ticas. Se empieza dando las definicio-
nes y propiedades bésicas de ambos
objetos, sus relaciones y sus expresio-
nes matriciales. Se demuestra que to-
da forma cuadratica es diagonalizable,
dando tres métodos de céalculo efectivo
de la forma diagonal: usando el méto-
do de Gauss-Jordan, la completaciéon
de cuadrados y la diagonalizacion or-
tonormal. Para el caso de formas cua-
draticas sobre el cuerpo de los niimeros
reales, se estudia el criterio de Sylvester
para decidir cudndo una forma cuadra-
tica es (semi)definida positiva (o ne-
gativa) o simplemente no definida. La
aplicacién que concluye este capitulo es
un resultado que traduce el hecho de
que un polinomio real tenga todas sus
raices reales a que una forma cuadrati-
ca asociada al mismo (y explicitamente
calculable) sea definida positiva.

En resumen, se trata de un libro de
algebra lineal muy completo, tanto por
el hilo tedrico, con las definiciones, los
resultados y sus demostraciones, como
por los ejemplos que contiene, los ejer-
cicios resueltos y las aplicaciones que
ponen los temas tratados en un con-
texto més general. Si se le tuviera que
poner una objecién al libro, seria haber
dejado fuera algunos conceptos de es-
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pacios vectoriales euclideos necesarios
para asignaturas de geometria que son
una continuacién natural de las de al-
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gebra lineal. Aun asi, el material del dl-

timo capitulo puede servir de base para
el estudio de la geometria euclidea.
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El presente volumen de Contem-
porary Mathematics contiene trece ar-
ticulos que, fundamentalmente, corres-
ponden a exposiciones que se hicieron
en el transcurso de las Quintas Jorna-
das de Teoria de Niumeros celebradas
en la Universidad de Sevilla en 2013.
Esta serie de jornadas se inicié en Vila-
nova i la Geltri (Barcelona) en 2005, y
desde entonces se han realizado ininte-
rrumpidamente con cardcter bienal, es-
tando previstas las séptimas para 2017
en la Universitat de Lleida. Constitu-
yen un lugar de encuentro, de inter-
cambio de informacién y, también, de
escaparate para los jovenes investiga-
dores en Teoria de Numeros. Por este
motivo, los articulos son independien-
tes y, en ellos, se presentan resultados
inéditos de los autores o una vision ge-



LA GACETA

neral de un tema especifico, junto con
los avances mas recientes obtenidos en
esta area.

Dos de los articulos, Automorphic
Galois Representation and the Inver-
se Galois Problem y From Galois to
Hopf Galois: Theory and Practice, es-
tan relacionados con la teoria de Ga-
lois. El primero estéd centrado en el lla-
mado problema inverso de Galois, que
pretende determinar los grupos finitos
G para los cuales existe una extension
finita y normal L/Q cuyo grupo de Ga-
lois es isomorfo a G. En ese articu-
lo, S. Arias de Reyna nos describe las
técnicas y los resultados mas recientes
obtenidos por autores como Dieulefait,
Khare, Larsen, Savie y Wiese, que se
basan en explotar las propiedades de
las representaciones de Galois asocia-
das a las formas modulares propias de
los operadores de Hecke. Fundamental-
mente, por esta via se consigue pro-
bar que grupos de la forma PSLo(Fyr),
PGLQ(F@T), PSPQn(F[r), PGrSan(IF[r)7
Go(F¢r) y otros se pueden realizar co-
mo grupos de Galois. En el segundo ar-
ticulo, T. Crespo, A. Rio y M. Vela nos
muestran una panoramica de la teoria
de Hopf-Galois, teoria en fase de cons-
truccion, que generaliza la teoria clasi-
ca de Galois y cuyo alcance en cuan-
to a aplicaciones esta todavia por de-
terminar. El articulo se centra en las
extensiones separables, que tienen una
conexién importante con la teoria de
grupos. En particular, se caracterizan
todas las extensiones intermedias de la
clausura normal de extensiones de gra-
do pequeno (4, 5y 6).

Los articulos Covering Techniques
and Rational Points on Some Genus b
Curves y FElliptic Curves with Torsion
Group Z/8Z or Z/27 x Z/67Z tratan de
problemas diofanticos. En el primero,
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E. Gonzilez-Jiménez centra su aten-
cién en dar un procedimiento para de-
terminar los puntos racionales de cur-
vas de género 5, que son interseccién de
dos curvas elipticas. El problema viene
determinado por preguntas acerca de
la existencia, en curvas definidas por
ecuaciones de Pell o en curvas elipti-
cas, de puntos racionales que conten-
gan una secuencia que, en una coor-
denada, sea una progresion aritmética.
Aplicando el procedimiento propuesto,
se da una respuesta para el caso de la
ecuacion de Pell y se contesta también
una pregunta formulada por Bremner
sobre la imposibilidad de tener 9 pun-
tos racionales de una curva eliptica en
una determinada progresiéon aritméti-
ca. En el segundo, A. Dujella y J. C.
Peral se concentran en la busqueda de
curvas elipticas racionales cuyo grupo
de torsién G sea el que consta en el
titulo y que tengan rango alto. Se ha
constatado empiricamente que la exis-
tencia de torsién actia como restric-
cién para el rango. En el articulo prue-
ban la existencia de una infinidad de
curvas elipticas con grupo de torsiéon G
(en ambos casos) y cuyo rango es como
minimo 3. El resultado supera en ran-
go los ejemplos conocidos anteriormen-
te de curvas elipticas con estos grupos
de torsién.

En el articulo Classification des re-
présentations modulaires de GLy,(q) en
caractéristique non naturelle, A. Min-
guez y V. Sécherre nos ofecen una vi-
sién global de la clasificacion, debida a
R. Dipper y G. James, de R-represen-
taciones irreducibles de GL,(k), don-
de k es un cuerpo finito, n es un ente-
ro > 1y R un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica distinta de la
de k. Presentan el principio de clasifica-
cion del conjunto de clases de isomor-
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fismo de representaciones irreducibles
de GL, (k) para todo n > 0 bajo una
forma axiomatica basada en la existen-
cia de dos aplicaciones que satisfacen
cuatro propiedades.

F. Fité, en Fquidistribution, L-
Functions, and Sato-Tate Groups, nos
ofrece una amplia panoramica de un te-
ma importante en el que recientemente
se han producido notables avances en
los que el autor ha tenido una relevan-
te participaciéon. La conjetura inicial de
Sato-Tate, ya demostrada, concierne a
la distribucion de las trazas de los mor-
fismos de Frobenius de una curva elip-
tica definida sobre Q sin multiplicacién
compleja. Serre generalizé esta conje-
tura a variedades proyectivas no singu-
lares X definidas sobre un cuerpo de
numeros. El articulo detalla la defini-
ciéon de equidistribuciéon y su conexion
con las funciones L provenientes de re-
presentaciones continuas de un grupo
compacto G en GL4(C), la definicién
del grupo de Sato-Tate de la variedad
X, y la conjetura generalizada de Serre
que predice como la medida de Haar de
este grupo gobierna la equidistribucion
de las clases de conjugacion de la repre-
sentacion f-adica asociada a X. Se des-
criben los resultados conocidos, y tam-
bién los obtenidos més recientemente,
relativos a variedades abelianas de di-
mensiéon < 3. En el caso de superficies
abelianas, el autor, Kedlaya, Rotger y
Sutherland han probado que existen 52
grupos de Sato-Tate y los han determi-
nado. De estos grupos, 38 correspon-
den a las superficies abelianas definidas
sobre Q.

En el articulo On Quantum Inte-
gers and Rationals, B. Le Stum y A.
Quirds proponen, con demostraciones
completas, un marco general en el que
tratar con los g-anédlogos de las unida-

RESENA DE LIBROS

des de un anillo. Muchas de las fér-
mulas que dan no hacen sino unificar
las ya conocidas en diversos contextos,
pero se presentan sin restricciones so-
bre la caracteristica del anillo y permi-
tiendo que la perturbacion ¢ pueda ser
tanto transcendente como una raiz de
la unidad. Introducen ademaés algunos
conceptos nuevos, como los de «plati-
tud cudntica» y «caracteristica cuan-
tica positiva» que, juntos, generalizan
la caracteristica positiva usual. Ade-
mas, estudian en detalle dos construc-
ciones novedosas: los niimeros raciona-
les cuanticos en un anillo y las poten-
cias divididas cuanticas.

En el articulo A Space of Weight
1 Modular Forms Attached to Totally
Real Cubic Number Fields, G. Manti-
lla-Soler considera el conjunto de clases
de isomorfismo de cuerpos de ntimeros
cubicos cuyo discriminante d es el dis-
criminante fundamental de un cuerpo
cuadratico real, y asocia a cada uno de
estos cuerpos K una forma modular fg
de peso 1 y nivel N igual a d/3 o 3d,
dependiendo de que 3 divida a d o no, y
con caracter de Dirichlet cuadratico de
conductor —N. El autor prueba que es-
ta asignacién es inyectiva, es decir, fg
determina el cuerpo K.

A. Castano, en Two Mayer- Vietoris
Spectral Sequences for D-modules, pre-
senta dos sucesiones espectrales de la
localizacion de Mayer-Vietoris de cier-
tos Ox-mdbdulos sobre el complemento
de una subvariedad cerrada de una va-
riedad algebraica X definida sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado. Como
aplicacién, calcula la cohomologia del
complemento de cualquier configura-
ciéon de hiperplanos.

G. Marquez Campos y J. M. Tor-
nero abordan, en Characterization of
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Gaps and Elements of a Numerical Se-
migroup Using Groebner Bases, el es-
tudio de semigrupos numéricos, esto
es, semigrupos de los enteros positivos,
dando una caracterizacion de sus ele-
mentos a través de bases de Groebner.
Proporcionan también cotas superiores
para el niimero de elementos esporadi-
cos y para el conductor de un tal semi-
grupo.

F. Pablos nos ofrece, en Reciprocity
Laws Related to Finite Potent Endo-
morphism, una visién general de resul-
tados acerca la estructura de los endo-
morfismos finitos y potentes, asi como
las leyes de reciprocidad relacionadas
con estos operadores lineales. Nos pre-
senta también demostraciones del teo-
rema del residuo y de la ley de recipro-
cidad para el emparejamiento de Segal-
Wilson.

En When the Modular World Beco-
mes Non-Holomorphic, D. Raboso pre-
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senta una introduccién a los fundamen-
tos de la teoria espectral de formas au-
tomorfas, subrayando las ideas subya-
centes en los teoremas importantes de
esta teoria y mostrando su contribu-
cién en algunos aspectos de esta area.

En Fractional p-adic Differentiabi-
lity Under the Amice Transform, E.
Nagel estudia las razones por las que
los polinomios de Mahler constituyen
simultdaneamente una base ortogonal
de las funciones continuas, diferencia-
bles y localmente analiticas en Z,,
aunque tiene diferentes propiedades de
convergencia en cada uno de los tres
espacios de funciones.

En su conjunto, los articulos recogi-
dos en este volumen muestran una ima-
gen fiel, aunque necesariamente par-
cial, de la mucha y buena actividad que
se desarrolla en Espana en diversos as-
pectos de la Teoria de Ntimeros.
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