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La curva de Szeg6

por

Bernardo de la Calle Ysern y Francisco Carbajo Gibaja

RESUMEN.  Los ceros de los polinomios de Taylor de la funcién exponencial
tienden a infinito cuando el grado de los polinomios crece; sin embargo, conve-
nientemente reescalados quedan confinados en una regién compacta del plano
complejo y dibujan una curva. Revisaremos el ingenioso procedimiento que lle-
v a Szegl a encontrarla asi como a hallar la distribucion que los ceros adoptan
sobre ella. Del reescalamiento empleado en la curva de Szegd surge la cuestién
de hallar la velocidad de divergencia a infinito de los ceros para el caso de una
funcién entera arbitraria. En la segunda parte del articulo, analizaremos este
tema junto con el de como el cero de mayor médulo del polinomio de Taylor
determina si una funcién es o no entera y su crecimiento.

PRELIMINARES

Pocos conceptos hay mas basicos e importantes en matemaéaticas que el de un
polinomio o el de la funcién exponencial e*. Ambos se atinan si consideramos los
polinomios de Taylor de e* desarrollados en el origen, es decir,

2 22 n

P”(Z):1+ﬁ+§+"'+ﬁ’
Cada polinomio P, tiene n ceros en el plano complejo, mientras que la funcién
exponencial no posee ninguno. ; Adénde van los ceros de P,, cuando n se hace grande?
Si, para infinitos n, al menos uno de los ceros de P, permaneciese en una regién
compacta fija, entonces esta colecciéon de ceros tendria un punto de acumulacién en
dicha regién y, debido a la convergencia uniforme en compactos de P, a e?, resultaria
que e se anularia en el punto de acumulacion, lo cual es falso. Por tanto, una primera
respuesta, mas bien superficial, es que todos los ceros de P,, se van a infinito cuando
n crece. Sin embargo, podemos seguir haciéndonos preguntas: si, pero ;cémo se van
a infinito? y ja qué velocidad? En esta situacion, un sencillo resultado [14, pp. 255,
271] sobre localizacién de ceros de polinomios viene en nuestra ayuda. Denotamos
por D al disco unidad abierto.

n=0,1,2...

TEOREMA DE ENESTROM-KAKEYA. Sea un polinomio p(z) = ag+a1z+ -+ a, 2"
con 0<ag<a; <az <---<ay. Entonces, todos los ceros de p estan en D.

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ag > 0. Teniendo
en cuenta que

(1—2)p(2) = ao + (a1 — ag)z + (az — a1)z> + -+ + (an — an—1)2" — apz"*,
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si escogemos un z tal que p(z) = 0 obtenemos
an?" = ag + (a1 —ag)z + (a2 — a1)22 +o 4 (ap —ap—1)2",

0, lo que es lo mismo,

ao a1 — ap a2 —ax Ap — Ap—1
0<a, = T+ + —+t ot
Zn+ Zn Zn— z
Por tanto,
ao a1 — ap a2 — ay Gp — Ap—1
On = n+1+ n + n—1 ++7
V4 z z z

Si ahora suponemos que |z| > 1 y aplicamos la desigualdad triangular, entonces el
lado derecho de la igualdad anterior es estrictamente menor que la suma de todos
los numeradores, es decir, es menor que a,, lo cual es absurdo y prueba que |z| < 1,
como queriamos demostrar. O

Los coeficientes de P,, no satisfacen la hipotesis del teorema de Enestrom-Kakeya,
pero esto lo arreglamos rapidamente considerando el polinomio

Qn(z) = Py(nz)

que si la satisface y, por consiguiente, tiene sus ceros en el disco unidad, lo que a
su vez implica que P, tiene todos sus ceros en {z € C : |z| < n}. Esto nos da una
primera pista de que quizas sea conveniente reescalar los ceros de P, dividiéndolos
por n o, lo que es lo mismo, estudiar los ceros de Q,,.

Figura 1: Ceros de Q,, para n = 60 (izquierda) y para n = 1,2,...,60 (derecha)

Llegados a este punto podemos sacar provecho de los sofisticados ordenadores que
estan a nuestra disposicion hoy en dia para ver directamente qué ocurre con los ceros
de Q. En la Figura 1 se muestra a la izquierda el resultado para QQgo, mientras que a
la derecha aparece el agregado de todos los ceros de Q1, Q2, . .., Qgo; en ambos casos
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junto con la circunferencia unidad. Parece claro que los ceros tienden a adoptar una
posicién limite, aunque no es facil imaginar la forma de ésta cuando nos desplazamos
hacia la derecha en el dibujo. Otra informacién que este experimento proporciona
de inmediato es que la distribucién limite de los ceros sobre la posible curva no es
en absoluto uniforme, ya que existen grandes diferencias en la densidad de los ceros
que describen la curva.

En el afio 1924, Szegd [20] descubrié este fenémeno, demostré que los ceros se
acercan a una curva, hallé su expresién y calculé la distribucién limite de los ceros
sobre ella. Las férmulas obtenidas y las cuestiones planteadas nos llevaran a resul-
tados de Kakeya y Tsuji sobre el cero de mayor médulo de los polinomios de Taylor.
Estos dos temas configuran las dos secciones principales del trabajo, que en gran
medida pueden ser leidas de modo independiente. Hemos cuidado especialmente de
presentar las demostraciones originales porque creemos que en ellas se encuentra el
espiritu de la época, si bien hemos puesto empeno en hacerlas lo mas transparentes
posible. La tltima secciéon trata de dar cierta perspectiva a los temas tratados y
comentar desarrollos posteriores. Proponemos asi al lector un viaje guiado por esta
bella matematica, perteneciente a una época dorada del Anélisis, donde con medios
sencillos se hacian descubrimientos sorprendentes sobre cuestiones elementales.

1. LA CURVA DE SZEGO

Lo primero que haremos seréd transformar el problema de caracterizar los ceros
de Q,, en otro equivalente que parece mas complicado, pero en el cual la informacion
relevante sale a la superficie con mas facilidad.

Es sencillo probar por induccién, mediante integracién por partes, que

e* [
e =P,(2)+ — / e Lt dt,
n! Jo
donde z puede ser un nimero complejo. Por tanto, las soluciones de la ecuacion
P, (z) = 0 son las soluciones de la ecuacién integral

z

1
1= e 't dt. (1)

n! 0
A fin de controlar el tamaifio de 1/n!, y con la mente puesta en la férmula de Stirling

n" 1

ern!  /2rn

(1 + o(1)), 2)

hacemos el cambio de variable ¢ = nu en (1) y se obtiene

pntl pz/n ptl pz/n L n
1= ' / e ™u" du = / (e 7“u) du.
n. O O

No se puede por menos de admirar la maestria de Szegd, que con estos sencillos
pasos ha logrado un triple objetivo: en primer lugar aparece de manera natural
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la necesidad de reescalar el problema, de modo que buscaremos las soluciones de
P, (nz) = Qn(z) =0, que son las soluciones de la ecuacién

nn+1

z
1= W/o (elfuu)n du. (3)
En segundo lugar consigue que el factor que aparece delante de la integral tenga
un crecimiento polinomial, con lo que no va a ser relevante en la resolucion del
problema, ya que el integrando tiene un crecimiento exponencial. Y, por tltimo,
queda sefialado sin lugar a dudas el lugar geométrico de los puntos z que podrian
satisfacer la ecuacién (3). Porque ;jcémo podria cumplirse la ecuacién si [e!=2z| < 17
Veremos més adelante que la integral que aparece en (3) no depende del camino que
se elija para ir desde el origen hasta z, por lo que podemos considerar que todo
el camino de integracién estd completamente contenido en la region donde se tiene
le!~“u| < 1. El integrando, por tanto, tiende a 0 exponencialmente cuando n crece,
de modo que el lado derecho de (3) se hace muy pequefio y nunca serd 1. Por el
contrario, si [e! %z > 1, entonces parte del camino de integracién estard contenido
en la region donde se cumple |e!~%u| > 1, por lo que el integrando se hace muy
grande y tampoco se podra satisfacer la ecuacién. En consecuencia, si recordamos
que los ceros de Q,, se encuentran en D, la expresién de la curva candidata a ser el
lugar limite de los ceros es

S={zeC: |7z =1, |2| < 1}.

Llamaremos a esta curva S la curva de Szegd. En la Figura 2 se representan la curva
de Szeg6, la circunferencia unidad y los ceros de Qgp.

Se probara que si un punto z no esta en
S, entonces el lado derecho de (3) no tiende
a 1 cuando n se hace grande. Con este fin
estudiaremos el comportamiento asintdtico
de las funciones

puesto que el comportamiento de la fraccién
situada delante de la integral en (3) es co-
nocido en virtud de la féormula de Stirling.
Y, en este estudio, la funcién

h(z) =e' "%z

desempefiarda un papel fundamental, por lo Figura 2: La curva de Szegd y los

que es esencial que nos familiaricemos con ceros de Qg0
ella. Si escribimos z = = + iy = re*?, enton-
ces

h(z) — Tel—rcosQei(G—rsene), (5)
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y las curvas de nivel del médulo de A tienen la expresion

T2+ 2 =, c>0.

En la Figura 3 aparecen dibujadas mediante una escala de grises diferentes curvas
de nivel de |h|. El tono més oscuro representa tanto valores muy grandes como muy
pequenos, mientras que el blanco representa valores cercanos a 1. La rama que se
autointersecta corresponde a la curva de nivel 1, que contiene a S. Esta curva divide
el plano en tres regiones como indica la Figura 3.

5.8
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4.2
>1

3.4

<1 2.6
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1.0
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0.0

Figura 3: Médulo de h

Mucho més relevante para lo que nos concierne es el comportamiento del ar-
gumento de la funcién h. No es sencillo tratar de representar el argumento de una
funcién analitica en blanco y negro. Necesariamente las graficas que vamos a mostrar
presentan limitaciones, aunque creemos que bastan para transmitir las ideas princi-
pales. Nos hemos inspirado en las bellas graficas en color de E. Wegert [23, 24], que
recomendamos a cualquier lector que sienta curiosidad por el tema.

B il

Figura 4: Argumento de fi(z) = z, f2(2) = 2°, f3(2) = sen z

La primera advertencia que hay que hacer es que, obviamente, esta representa-
cién no tiene nada que ver con la empleada en la Figura 3, si bien en ambos casos
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se usa una escala de grises. Quizas la manera mas sencilla de explicar el método sea
la de mostrar unos ejemplos. En la Figura 4 aparece representado, de izquierda a
derecha, el argumento de las funciones fi(z) = z, fa(2) = 2° y f3(2) = sen z. Cada
argumento (mdédulo 27) es representado por un tono de gris y para conseguir una
variacién continua es necesario repetir el tono: de modo que desde 0 a 7 el tono varia
de blanco a negro y desde m a 27w de negro a blanco. ;Cémo saber entonces, para
una funcién determinada, si el argumento ha dado una vuelta completa al despla-
zarnos por un camino o mas bien se ha dado la vuelta en un punto determinado?
Si tomamos por ejemplo el semieje positivo como referencia, es decir, partimos de
un punto situado en una franja de color blanco, entonces el argumento dara una
vuelta completa si regresa al color blanco después de cortar transversalmente un
numero impar de franjas de color negro. Si regresa a una franja de color blanco
después de cortar transversalmente un nimero par (o cero) de franjas de color negro
quiere decir que el argumento no ha variado pero se mueve a partir de ese momento
en sentido opuesto. Recalcamos que para que esta regla sea consistente el camino
debe estar situado en posicion general con respecto a las franjas de color blanco y
negro, que son las que separan las zonas donde pudiera haber ambigiiedad. Es decir,
el paso del camino por las franjas de color blanco y negro ha de ser transversal y
completo. Un camino arbitrario siempre se puede reducir a uno en posicién general
mediante una pequena perturbacién. La segunda advertencia necesaria es que esta
representacion no distingue el sentido absoluto de giro del argumento, por lo que la
representacion de las funciones f(z) = z y f(z) = 1/z es idéntica. Esto no serd un
problema porque trataremos en todos los casos unicamente con funciones analiticas
en dominios simplemente conexos.

Volvamos ahora a nuestra funcién h. Se deduce de (5) que las curvas de nivel del
argumento de h tienen la expresién

0 —rsenf = c, ceR.

La Figura 5 muestra la variacién del argumento de h. Para que sirva de referencia
hemos incluido la curva |h(z)| = 1, que aparece dibujada con un trazo continuo de
color negro. Especial relevancia tiene la curva de nivel correspondiente a ¢ = 0, que
en la Figura 5 aparece de color blanco. Estd formada por la semirrecta § = 0, es
decir, el semieje [0, +00), v la curva

_ T N
F—{Z—re : r—sen@,He(—ﬂ,w)}.
Esta curva I' divide el plano complejo en dos regiones sobre las cuales el comporta-
miento de la funcién h es bastante diferente. Denotaremos por §2 al dominio limitado
por T' que contiene a la curva de Szegd S. Es facil ver que D\ {1} C Q y que la
funcién h transforma €2 de manera inyectiva en el dominio C \ [1,4+00), de manera
que en este tltimo dominio estd definida la funcién analitica h~!, que constituye
por tanto una transformacién conforme de C \ [1,+00) en €. La regién C\ Q se
descompone en una cantidad numerable de franjas cuasi-horizontales que, mediante
h y a la manera de como lo hace la funcién exponencial, se aplican cada una de ellas
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Figura 5: Argumento de h

de modo conforme sobre C\ {0}. Sin embargo, esto tltimo no se utilizard en lo que
sigue.

Como los ceros de @,, se encuentran en D\ {1}, es suficiente estudiar el compor-
tamiento asintético de las funciones H,, en €.

TEOREMA 1.1. Se cumple la relacion

lim n Hn(2) -z

nsoo [A(2)" T 1—2 (6)

uniformemente en subconjuntos compactos de €.

DEMOSTRACION. En primer lugar observemos que, dado que las funciones [h(z)]™
son analiticas en todo el plano complejo, la integral que define H,(z) no depende
del camino que se elija para ir desde 0 hasta z (y ésta fue la razoén para no haber
especificado dicho camino antes). En particular, podemos elegir como camino de
integracién el que viene dado por las curvas de nivel del argumento de h, tal como
se indica en la parte izquierda de la Figura 6. Denotamos dicha curva mediante ..

Por otro lado, las funciones H,,/h™ son analiticas al menos en C \ {0}, mientras
que en z = 0 la funcién A™ tiene un cero de orden n. Pero H,, es la primitiva de h"
que en z = 0 toma el valor 0, por lo que tiene en z = 0 un cero de orden n + 1. Por
tanto las funciones H,, /h™ son analiticas en todo el plano complejo y el limite (6) se
cumple trivialmente en z = 0. Para probar la convergencia en 2\ {0} efectuamos en
la integral (4) el cambio de variable w = h(u), obteniendo

1—u

h(z) u h(z)
H,(z) = / w" ! dw = / w" G (w) dw,
0 0
donde G denota la funcién

w e C\ [1,+00).
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I=

Figura 6: Demostracion del Teorema 1.1

Obsérvese que G es analitica en C \ [1,+00), ya que h~! nunca toma el valor 1 en
dicho dominio. Teniendo en cuenta que, fijado z, w recorre parte de una semirrecta
vectorial, podemos efectuar el cambio de variable adicional w = re, donde 6 repre-
senta el argumento constante de w, véase la parte derecha de la Figura 6. Por tanto,
si se escribe h(z) = Re', tenemos

R w™ ) ) R .
H,(z) = / — G(re'ydr = eme/ " LG (re') dr,
0 0

r

0, equivalentemente,

Hn(z) _n n n—1 i
n[h(z)]” = ﬁ/o "G (re') dr. (7)

Llegados a este punto puede parecer complicado resolver la integral resultante y, en
efecto, asi lo es, ya que no tenemos suficiente informacion de la funciéon G. Pero hay
que recordar que Unicamente necesitamos estimar la integral. Para ello recurrimos
al sencillo lema siguiente.

LEMA 1.2. Sila funcidn real f es derivable con continuidad en [0, +00), entonces

R
lim —- "L f(r)dr = f(R),

n—oo RN 0
uniformemente en compactos de R > 0.

DEMOSTRACION. Aplicando integracién por partes, se tiene

R n R
/ () dr = R'J(R) f(R) — l/ r™ f(r) dr.
0 0

n n



LA GACETA % ARTICULOS 277

Por tanto,
R
n 1 R
— " dr — <M—-
f | = s < v )
donde M es una cota superior de |f'(r)| en el intervalo [0, R;], R > R. O

Observemos que el lema anterior se puede generalizar en la siguiente direccién.
Supongamos que la funcién f depende de dos variables, digamos r y 6, y es una
funcién cuyas derivadas parciales primeras son continuas; entonces, mediante una
demostracion analoga se tiene que

n

R
i o n—1 —
Jm o [Tt o ar = p(r0),
uniformemente en compactos de R > 0 y 6. Esto es asi porque, en esta nueva
demostracién, en el lado derecho de (8) no aparece 6, salvo de manera indirecta en
la cota M, que ahora es una cota superior de la funcién

o5
o)

en un rectdngulo [0, Ry] x [61, 02].

Si escribimos ahora G(re'®) = a(r,0) + ib(r, #), entonces las funciones a y b son
de clase infinito y a ellas se les puede aplicar el razonamiento anterior por separado
para obtener, de (7),

lim n f(2) = G(Re™),

n—oo [h(2)]"
que es el limite buscado, pues G(Re?) = G(h(z)) = 2/(1 — z). Ademés el limite es
uniforme en compactos de R > 0y 6, es decir, en compactos de 2\ {0}. De aqui se
deduce, por el principio del maximo, que el limite es uniforme en compactos de €,
y esto concluye la demostracién del teorema. O

Ahora es muy facil probar que los puntos de acumulacién de los ceros reescalados
de P,(z) tienen que estar en la curva de Szegd S. Denotamos por Z al conjunto
de todos los ceros de los polinomios @, (z) = P,(nz) contados tantas veces como
aparecieran para distintos n, si eso ocurriera. Z’ es el conjunto derivado de Z, es
decir, el conjunto de puntos de acumulacién de Z.

CoroLARIO 1.3. Z' C S.

DEMOSTRACION. Como Z C D, se cumple Z’ C D. Elijamos un z € D\ S y veamos
que no puede ser punto de acumulacién de Z. Es claro que z € (). Existen tinicamente
dos posibilidades: que |h(2)| < 1 6 que |h(2)| > 1. En el primer caso, por (2) y (6),
existe un disco centrado en z tal que el lado derecho de (3) es, en médulo, menor,
por ejemplo, que 1/2 para todo n natural a partir de un cierto Ny € N, de modo
que en ese disco no hay ceros de @),, para todo n > N;j. Por consiguiente, en dicho
entorno de z sélo puede haber un nimero finito de elementos de Z y z ¢ Z’. En el
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segundo caso se razona analogamente: ahora en un entorno de z el lado derecho de
(3) es, en médulo, mayor que 2 para todo n natural a partir de un cierto No € N, y
en dicho entorno no hay ceros de @,, para todo n > N5. Por tanto, también se tiene
z¢ 7. O

Segun lo que se ha probado hasta ahora, podria ocurrir que alguna parte de la
curva S no contuviera puntos de acumulaciéon de los ceros de los polinomios @,,, es
decir, que S ¢ Z'. Szegb probd que esto no es posible y fue mucho més alld al ser
capaz de hallar la distribucién limite de los ceros.

Bésicamente, Szegé demostré que los ceros se acercan a la curva Sy se distribu-
yen uniformemente respecto a la variacién del argumento de la funciéon h sobre S.
Es decir, que si, por ejemplo, nos fijamos nuevamente en la parte izquierda de la
Figura 6, el nimero de ceros sera igual asintdticamente en cada una de las franjas
curvilineas en que queda dividida la regién €2, pues dichas franjas se corresponden,
mediante la funcién h, con sectores que tienen todos ellos el mismo dngulo, tal como
aparece en la parte derecha de la misma figura.

Ya se vio al comienzo de esta seccién que los ceros de @), se corresponden con
las raices de la ecuacién (3). Por tanto, si llamamos

nn

e™n! "
entonces los ceros de (),, son precisamente los puntos donde la funciéon h,, toma el
valor 1.

A continuacién, para enunciar el segundo teorema de Szeg6 necesitamos definir,
por medio de la funcién h, entornos apropiados de arcos de la curva S. Para ello,
dados los niimeros

0<r<1<R y 0< 6 <6y <2m, (10)

consideramos el cuadrilatero curvilineo limitado por dos segmentos y dos arcos de
circunferencia cuyos vértices en el sentido positivo de giro son

Tewl, Rewl, Rew2, Tei02,
tal como se indica en la parte derecha de la Figura 7. La imagen en {2 de este
cuadrildtero mediante la aplicacién h~! aparece en la parte izquierda de la Figura 7
y la denotamos por

J=J(r,R,01,07). (11)

TEOREMA 1.4. Sean r,R,01,05 y J definidos como en (10) y (11). Entonces, el
numero de puntos en los cuales la funcion hy, toma el valor 1 en el interior de J es

tgual a
0y — 01
_— 1
n= +0(1),

donde la constante correspondiente al término de error es independiente de n y sélo
depende de T, R,01 y 0.
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Figura 7: Cuadrilatero curvilineo y su preimagen

DEMOSTRACION. La demostracién puede dividirse en tres pasos principales y tiene
una relativa complejidad técnica. Por tanto, en este caso nos contentaremos con
explicar las ideas que aparecen en la demostraciéon y omitiremos los célculos méas
€ngorrosos.

En primer lugar se aplica el Teorema 1.1 junto con la férmula de Stirling (2) para
llegar a la expresién )]

z  [h(z)]"
hn(z) - 1—2 % <1+E(Z)>7

donde la funcién (z) tiende a 0 uniformemente en compactos de €. Esto se com-
prueba facilmente.

El segundo paso consiste en sustituir las funciones h,, por las mas sencillas

N LG
hn(z) = A Nl

donde A es una constante compleja no nula. Este cambio se realiza en dos etapas:
sin pérdida de generalidad puede suponerse que el entorno J es arbitrariamente
pequeiio, de modo que ahi la funcién z/(1 — z) varfe poco y podamos escribir

z
1—2z

1
=A(1+6(z)) con [0(2)] < =, zeJ.
2
De este modo obtenemos

hn(2) = hn(2) (146(2)) (146()), =€ 7. (12)

Esta igualdad muestra que ambas funciones, h,, y h.,, son relativamente «parecidasy
en J, lo cual permite probar con algo de trabajo que se satisfacen las hipdtesis del
teorema de Rouché. Como consecuencia, las dos funciones h,, y h., toman el valor 1
en el interior de J el mismo nimero de veces. Por ultimo queda contar el nimero
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de veces que las funciones h,, toman el valor 1 en el interior de J. Para ello Szeg6 se
sirve del principio del argumento. Dada la importancia de estos dos teoremas para
la demostracién, vamos a describirlos brevemente.

Figura 8: Principio del argumento

Sea f una funcién analitica en un abierto A C C y 7 una curva cerrada, simple
y contenida tanto ella como su interior en A. Si f no toma el valor a sobre 7, el
nimero de soluciones de la ecuacién f(z) = a situados en el interior de v (contando
multiplicidades) coincide con el ntimero de vueltas que da la curva 8 = f(v) alrededor
del punto z = a. Este notable resultado, conocido como principio del argumento, fue
enunciado por Cauchy en 1831.

El niimero de vueltas, que en muchos casos puede resultar incémodo de calcular
de forma analitica, resulta facilmente computable si se dispone de una representacion
conjunta del argumento de f y de la propia curva -y; basta observar el cambio del
argumento de f(z) — a cuando z recorre la curva partiendo de cualquier punto y
retornando al mismo punto. Ese cambio serd un niimero entero de vueltas completas
que coincidirdn con las que da la curva § = f(v) alrededor del punto z = a.

Veamos la forma de calcular la variacién del argumento con un ejemplo. Tomemos
el polinomio f(z) = (2 — 2i)(z + 1)(z — 1)? y representemos su argumento junto
con la curva -; obtenemos entonces la parte izquierda de la Figura 8. Busquemos
ahora el ntmero de ceros del polinomio f en el interior de la curva. Si recorremos
v partiendo de un punto situado en una franja de color blanco, cada vez que se
llegue a otra franja blanca después de cruzar transversalmente un ntmero impar
de franjas negras el argumento se habrd incrementado en 27, es decir, habremos
dado una vuelta completa. Si llegamos a una nueva franja blanca sin pasar por un
numero impar de franjas negras, entonces no se ha incrementado el argumento y
continuaremos a partir de esta nueva franja el conteo de vueltas pero con el signo
cambiado, ya que el argumento se estard moviendo a partir de ese momento en
sentido opuesto. Como en nuestra representacion en blanco y negro no podemos
conocer el sentido absoluto de giro del argumento, es posible que obtengamos un



LA GACETA % ARTICULOS 281

nimero negativo de vueltas, pero el signo es irrelevante para nuestro calculo. En las
representaciones en las que se pueda distinguir si el argumento crece o decrece, como
la representacion en color de Wegert, el niimero de vueltas siempre es un nimero
positivo si se recorre la curva en sentido positivo (dejando el interior de la curva a
la izquierda), véase [23, Section 3.4].

En la parte izquierda de la Figura 8 se
observa que al recorrer la curva damos tres
vueltas y, por lo tanto, v incluye en su inte-
rior tres ceros del polinomio f (uno simple
y otro doble). Si representamos ahora en el
plano complejo la curva 8 = f(7) se obtie-
ne la parte derecha de la Figura 8, donde
claramente se aprecia que [ gira tres veces
alrededor del punto z = 0.

En cuanto al teorema de Rouché, afirma
lo siguiente: sea, ademas de f, g otra funcién
analitica en el abierto A. Si |g(z)] < |f(2)]
para todo z € +, entonces f y f + g tie-
nen el mismo nimero de ceros en el interior
de v contando multiplicidades. Nos pode-
mos convencer de la veracidad del resultado
con el siguiente argumento: si recorremos -y, para cada z € ~, el punto f(z) + g(z)
dista de f(z) menos que la distancia de f(z) al origen, véase la Figura 9. Por tanto,
el ntimero de veces que giran las curvas f(v) y (f + g)(7) alrededor del origen seria
el mismo, y, por el principio del argumento, f y f + g tienen el mismo nimero de
ceros en el interior de . Como explica T. Needham muy graficamente en [10], si
una persona pasea un perro atado con una cuerda extensible mientras da vueltas
alrededor de un arbol, entonces el perro dara las mismas vueltas al arbol que su
dueno siempre que la longitud de la cuerda sea lo suficientemente corta para que no
le permita llegar al arbol por si mismo.

El principio del argumento y el teorema de Rouché no son en realidad resultados
caracteristicos de las funciones de variable compleja, sino que poseen un marcado
caracter topoldgico y pueden extenderse a funciones continuas, lo cual es esperable
dado que el mismo concepto de dar vueltas alrededor de un punto es ya topoldgico.
Véase [10, Chapter 7] para més detalles al respecto.

Volviendo a la demostracién del Teorema 1.4 y como se ha mencionado anterior-
mente, Szegd prueba mediante el teorema de Rouché y la igualdad (12) que las dos
funciones h, y fzn toman el valor 1 en el interior de J el mismo nimero de veces.
Por razones técnicas modifica para ello ligeramente los entornos 7. Prescindiremos
aqui de estos detalles y describiremos en esencia sus argumentos en J relativos al
principio del argumento. Szeg6 aplica dicho principio para estimar el niimero de so-
luciones de hy,(z) = 1y, consecuentemente, estudia la variacién del argumento de la

Siz)+g(z)

Figura 9: Teorema de Rouché

funcién h,, — 1 cuando se recorre la frontera de J en sentido positivo.
Denotamos las cuatro esquinas de J por z;, i = 1,2,3,4, con h(z1) = re*”2 y el
resto ordenadas segun el sentido positivo de recorrido, véase la Figura 10. En el arco

62
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que une z; con z, los valores de |fzn| llegan a ser todo lo pequenos que se quiera
cuando n es muy grande, ya que son directamente proporcionales a r™/+/n con r < 1;
en consecuencia, los argumentos de hn — 1 en ese arco se acercan todos a y no
se produce variaciéon. En los arcos que unen 2z con z3 y 24 con 21 la variacion del
argumento de Bn — 1 permanece acotada para n grande. Esto se ve claramente si se
piensa que la variacién del argumento de h,, —1 sobre la frontera de J es equivalente
a la variacion del argumento de la funcién

Aw™
\V2mn

sobre la frontera de h(J), véase la Figura 7. En definitiva, la variacién del argumento
queda esencialmente reducida a la variacién sobre el arco que une z3 con z4. Esto
puede verse en la Figura 10, donde hemos tomadon = 70, = 0.9, R = 1.3, 6, = 0.7,
02 = 1.1 y como A cierto valor de la funcién z/(z — 1) en un punto z situado en la
parte central de J.

-1

Figura 10: Variacién del argumento de an — 1 en la frontera de J

Si se escribe A = |A|e’®, entonces en cualquier punto z del arco que une z3 con

z4 se tiene
R AlR™ i(nf+a)
() = AT

b
2mn

con #; < 6 < 6s, y cuando n es muy grande el argumento de Bn(z) — 1 se acerca a
nf+a ya que |hy,| tiende a infinito por ser R > 1. Como consecuencia, el incremento
del argumento de hy — 1 cuando se recorre en sentido positivo la frontera de J
es n(fy — 01) + O(1), y de acuerdo con el principio del argumento, el nimero de
soluciones de la ecuacion h,(z) = 1 en J para n grande es

n(92 — 91)

21 +0(1),
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W

Figura 11: Distribucién de los ceros de P,(nz) para n = 30 (izquierda) y n = 60
(derecha)

lo cual concluye la demostracion del Teorema 1.4. O

Por tanto, como ya se ha comentado, los ceros reescalados de los polinomios de
Taylor se distribuyen uniformemente respecto a la variacién del argumento de la
funcién h sobre S. La Figura 11 ilustra esta distribucién, donde se ha representado
a la izquierda el argumento del polinomio P3(30z) y a la derecha el de Pso(602)
junto con la curva de Szego.

Como aplicacién del Teorema 1.4 podemos calcular la proporcién de ceros que
quedan en el semiplano de la izquierda. Basta hallar los dos puntos que constituyen
la interseccién de la curva de Szegd con el eje vertical, que resultan ser z = +ie™ !,y
calcular la variacién del argumento que se produce entre h(ie™1) y h(—ie™!). Unos
sencillos calculos muestran entonces que la proporcién de ceros que se sitian en el

semiplano de la izquierda es
1 1

2 we’
lo cual corrobora una vez més el hecho de que la densidad de ceros es mayor en esta
parte de la curva de Szegd.

2. CEROS DE TAYLOR Y CRECIMIENTO DE LA FUNCION

Hemos visto en la Seccién 1 que los ceros del polinomio de Taylor de orden n de
la funcién exponencial se van a infinito precisamente a la misma velocidad que n.
Se plantea entonces la cuestién de en qué medida esto ocurre en general para otras
funciones enteras, y veremos que la respuesta a esta pregunta es realmente sorpren-
dente. Naturalmente, no todos los ceros se irdn a infinito en el caso general, pues,
debido a que una funcién entera tiene usualmente un nimero infinito de ceros por el
teorema grande de Picard [15, Section 10.4], muchos de los ceros de los polinomios
de Taylor tendran que acercarse a los ceros de la funcién. Por otro lado, es bien
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conocida la profunda relaciéon que existe entre los ceros de una funcién entera y su
orden de crecimiento, véase el parrafo final de la Seccién 3, aunque esta relacién
no es completamente univoca porque hay funciones, como la exponencial, que no
tienen ceros. Sin embargo, los polinomios de Taylor siempre tienen ceros, y es menos
conocido el hecho de que el cero de mayor médulo del desarrollo de Taylor determina
si una funcién es o no entera y caracteriza su orden de crecimiento. Sea

f(z) = Z an 2" (13)
n=0

un desarrollo formal (convergente o no) de Taylor infinito (no es un polinomio) y
denotemos por R € [0, o] su radio de convergencia. Ademds, sean

n
Tn(z):Zakzk, n € NU{0},
k=0

sus correspondientes polinomios de Taylor. Denotamos mediante 7, el mayor valor
de los médulos de los ceros de T,.

El resultado que vamos a presentar, Teorema 2.2, se conoce como teorema de
Kakeya [17, 21] y liga el radio de convergencia R del desarrollo de Taylor con el
comportamiento de los niimeros r,. Sin embargo, bien pudiera llamarse igualmente
teorema de Porter, ya que, esencialmente, esta contenido en la siguiente proposicién
demostrada por Porter [12] en 1906.

PROPOSICION 2.1. Dado € > 0 arbitrario, existe una subsucesion de nimeros natu-
rales {ny} tal que
lim |7, (2)| = +o0, |z| > R+e¢, (14)
k—o0

salvo quizds en un nimero finito de puntos. Ademds, la divergencia del limite (14)
es uniforme en subconjuntos compactos del dominio {z € C : |z| > 2R}.

DEMOSTRACION. A fin de aislar la parte divergente del polinomio de Taylor T,
escribimos

T (2) = anz"Sy(2), (15)
si an, # 0, con . . .
Ap— A a
Sn(2) =1+ a1;+ a272+.”+a7027”'

Las funciones S,, son analiticas en C \ {0} y veremos que poseen subsucesiones
convergentes que usaremos para demostrar el teorema.
Fijamos un ntimero r de manera que se cumpla R < r < +o00. Entonces
lim sup |a,|r"™ = +oc. (16)
n—oo
En efecto, como consecuencia de la férmula de Cauchy-Hadamard, sabemos que
existen infinitos nimeros naturales n tales que

1
Vlan| > s = lan|s™ > 1,
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con R < s < r. Como |a,|r™ = |a,|s™ (r/s)", tomando limites superiores en esta
expresion llegamos a (16).

Definimos ahora una subsucesién de niimeros naturales {nj} de forma que para
cada natural k se tenga

max {|a0|, lay|ry ..., |ak|r’“} = |an, |r"*.

Dado que f en (13) no es un polinomio, para k suficientemente grande se puede
asegurar que a,, # 0. Es evidente que para la subsucesién asi definida se tiene

lim sup |ay,, |r™* = 400
k—o00
y, ademds, para cada niimero natural n con n < ny, se verifica |a,|r™ < |ay, |r™. Es
decir,

|an| <Tnk—n
|an, | ~

y, por tanto, si z # 0, para todo natural k suficientemente grande se cumple

|an] 1 kTR

|an, | [z[m=™ 7 2]

(17)

Consideramos entonces las subsucesiones {T,, } v {Sy, }. Para los z que cumplen
|z| > r se tiene
r2 ik 1

R < .
TRET TR S 15

S () <1+
2|
De esta forma, todas las funciones de la sucesién {S,, } estdn uniformemente acota-
das en subconjuntos compactos del dominio {z € C : |z| > r}. Es fécil ver, usando
la féormula integral de Cauchy, que funciones analiticas uniformemente acotadas son
equicontinuas. El teorema de Ascoli-Arzela garantiza entonces que existe una sub-
sucesion {Sp,, } de la sucesion {S,,} que converge uniformemente a una funcién
analitica S en subconjuntos compactos del dominio {z € C : |z| > r}. Este razo-
namiento constituye, en realidad, el teorema de Montel, aparecido un ano después
del trabajo de Porter y que, a la vista de la presente demostracion, ya se encontraba
por entonces en la cabeza de este Ultimo. La funciéon S no puede ser nula, ya que
Sp, (00) = 1 para todo k € N, con lo que S(c0) = 1. Ademds, por ser analitica, ten-
dra un ntimero finito de ceros en cada compacto del dominio. Considerando entonces
la subsucesién {1, }, se puede asegurar que, si elegimos un r’ > r arbitrariamente
cercano a r, se cumple

lim |T),, (2)| = 400, |z| > 1,
k— o0

salvo quizas en un nimero finito de puntos. Esto prueba la primera afirmacion del
teorema, ya que a su vez podemos elegir r arbitrariamente cercano a R.
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Por otro lado, fijamos s > R y consideramos en (l?) un r tal que r < s. Entonces
las funciones S,,, no tienen ceros en la regién {z € C : |z| > 2s}, ya que si |z| > 2s
se deduce de (17) la desigualdad

11 1 1

Por lo que la representacién (15) implica, si |z| > 2s, que
|z|7nk

AL

T (2)| 2 |, | > |y ™

y, por tanto,
lim |Tp,. (2)| = 400,
k—o0

ahora s, uniformemente en todo compacto del dominio {z € C : |z| > 2R}. Con
ello queda concluida la demostracién del resultado. O

TEOREMA 2.2. Se cumple la relacion

R <liminfr, <2R. (18)

n—oo

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ag # 0. Si R =0
la primera desigualdad es trivial. Sea entonces, para esta primera parte, R > 0. Para
cada n € N, sea

T.(z)=av+arz+ - +am, 2™, G, # 0,

y observemos que para el calculo del radio de convergencia R s6lo intervienen estos
coeficientes a,,, n € N, pues el resto son cero. Es decir, se cumple

T o 1
msup " fam,] = =
n—oo R
Entonces, si 21, ..., zm, denotan los ceros de T;,, tenemos
U, 1 1
iy m, .
aop ‘Zl"'zmn‘ "
Por tanto,
. Vam, | _ .. 1 1
— =limsup ——— > limsup — = ————.
R N 00 lao n—oo Tn  liminfr,

n— oo

Para demostrar la otra desigualdad, supongamos que R < 400 y que

liminf r,, > 2R.

n—oo
Entonces, existe un € > 0 tal que
rn > 2R+ ¢

para todo n > N. Es decir, para todo n > N, existe un cero de 7}, en la region
{z € C : |z| > 2R + ¢}. Pero esto es incompatible con la divergencia uniforme
probada en la Proposicion 2.1. O
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Una consecuencia inmediata de este resultado es el teorema de Okada [11].

COROLARIO 2.3. El desarrollo formal infinito (13) representa una funcidn entera si
y solo si

lim r,, = +oo.

n—oo

Que no se puede sustituir en (18) el limite inferior por el superior fue demostrado
mediante un ejemplo por Jentzsch [8]. De hecho, Jentzsch probé algo més: que existe
una serie de potencias con radio de convergencia finito que posee una subsucesion de
sumas parciales tales que todos sus ceros se van a infinito. Es decir, que si llamamos
Tn al menor médulo de los ceros de T, entonces puede ocurrir que lim sup,,_, 7 =
400, aunque 0 < R < +00.

Veamos ahora cudl es la relaciéon entre los ntimeros r, y el crecimiento de la
funcién representada por la serie de potencias. Para ello, lo primero que necesitamos
es precisar el concepto de crecimiento de una funcién. Si f es una funciéon dada por
(13) con R = +00, consideramos la funcién

M(r) =max|f(2)], r >0,

|z|=r
y diremos que f es de orden finito si
My(r) < exp{r®} (19)

para algin a > 0 y r suficientemente grande. El orden de f es el infimo de todos
los niimeros a verificando (19) y lo denotaremos por p(f). Dado € > 0, se deduce
directamente de la definicién que para infinitos 7 > 0 se cumple la desigualdad

exp{rp(f)_a} < My(r),
mientras que, para todo r > rg,
M (r) < exp{rrH)Fey,

Entonces se tiene los loa M
oglo r
o(f) = limsupig g My )

r—00 10g r
Un polinomio es una funcién entera de orden 0, mientras que la funcién exponencial
o la funcién seno tienen orden 1. Es facil caracterizar el orden de una funcién entera
por el tamano de sus coeficientes de Taylor. Aunque la demostracién del siguien-
te resultado puede consultarse en cualquier libro de texto sobre funciones enteras,
véanse por ejemplo [1, 9], la incluimos también aqui por comodidad para el lector.

TEOREMA 2.4. El desarrollo formal (13) representa una funcién entera de orden
finito si y sélo si el limite

, nlogn
limsup —————
n—oo —loga,|

(20)

es finito. En ese caso, (20) es igual a p(f).
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DEMOSTRACION. De la definicién de orden de una funcién entera se deduce que
para todo £ > 0 se cumple

donde a = p(f) + . Entonces, usando las desigualdades de Cauchy, se obtiene

jan| < ()

rn

< exp{r® —nlogr}, >,

Si ahora derivamos el lado derecho respecto de la variable r vemos que el minimo se
alcanza en r,, = (n/a)/®. Para n suficientemente grande podemos asegurar entonces
que r, > re, v llegamos a la desigualdad

ea n/a
lan| < (*) ; n>n..
n
Es decir,
1 1
o> nlogn og(ea) 7 -
_10g|an‘ 1/n10g‘an‘

Obsérvese que si a,, = 0 la desigualdad se cumple trivialmente. Tomando limites en
la expresion anterior, primero cuando n tiende a infinito y luego cuando ¢ tiende a

cero, obtenemos
nlogn

(21)

p(f) > limsup ————,
n—oo —log|an]

lo cual prueba que el limite (20) es finito y una parte de la segunda afirmacién.
Reciprocamente, supongamos que el limite (20) es finito y por tanto existen
b < +ooy N €N tales que
nlogn

_ > N. 22
—logla,| = 7 "= (22)

n/b
1
|an| < <) , n>N,
n

y esto prueba que f representa una funcién entera.

Consideramos la funcién g(z) = Y oo\ a,z", que difiere de f en un polinomio.
Bastara entonces probar que g es de orden finito, ya que entonces f también lo es.
Si |z| = r se tiene

0 00 1 n/b 0o . n
FOEDEES 3 & RS W C I
n=N N

n= n=N

Entonces se tiene

Para estimar la serie S la dividimos en dos partes: S = S; + S5, donde S; consta de
los términos de la serie tales que n > (27)° y Sy est4 formada por los restantes, que
son un numero finito. Claramente

Slgi%<1.
n=N
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En cuanto a Sy, sustituyendo el valor de r™ por su mayor valor posible, obtenemos

y 2 1 n/b
Sy < (27 - - 2byb b
y <7 Z - C1 exp{2°r’logr} < exp{r’ },
n=1
con b’ > b también una cantidad finita, lo que prueba que g, y por tanto f, es de
orden finito. Ademds, como podemos elegir b’ arbitrariamente cercano a b se tiene
que p(f) < b, y de aqui se concluye la tltima parte de la segunda afirmacién del
teorema, puesto que si tuviéramos una desigualdad estricta en el limite (21), entonces
podriamos elegir b < p(f) en (22) y llegarfamos a una contradiccion. O

Tsuji [22] demostrd que el cero de mayor mddulo del polinomio de Taylor también
determina el orden de una funcién entera mediante un limite casi idéntico a

logn

(23)

lim sup ,
n—oo l0gTy,
pero en el que hay que modificar la definiciéon de los nameros r,,. Veamos en primer
lugar por qué los nimeros r, tal como son no pueden servir para caracterizar el
orden de una funcién. Obsérvese que la presencia de lagunas en el desarrollo de Taylor
(cadenas de términos cuyos coeficientes son cero) no cambia necesariamente el orden
de una funcién, pues los correspondientes coeficientes principales, que son cero, no
alteran el célculo del limite (20), mientras que lagunas de gran extensién si alteran
el limite (23), pues, al recorrer los términos que forman la laguna, el denominador
permanece constante mientras que el numerador crece. Por tanto, para dotar al limite
(23) de coherencia con respecto al crecimiento de la funcién, es necesario cambiar
ligeramente nuestra definicién de los ntiimeros r,, en el sentido de que el polinomio
de Taylor de orden n tenga exactamente n ceros, y la inica manera sensata de hacer
esto, teniendo en cuenta la representacién (o su andloga si ag = 0)

n
z
Tu(z)=ao [ ] (1 - ) :
” Zj
Jj=1
es considerar que los ceros que faltan estdn en el infinito. Asi, para cada nimero
natural n, definimos
T, si a, #0;
Pn =

+o0, si a,=0.

TEOREMA 2.5. El desarrollo formal (13) representa una funcién entera de orden
finito si y sélo si el limite

lim sup & (24)

es finito. En ese caso, (24) es igual a p(f).
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DEMOSTRACION. Obviamente podemos suponer que ag = 1 a lo largo de toda la
demostracion. Si f es una funcién entera de orden finito, por el teorema anterior,
dado € > 0, se tiene

nlogn
. >a, n Z Ne,
—log |an|
con a = p(f) + e. Es decir,
] Zn"/a, n > ne.
n

Ahora nos restringimos a aquellos n para los cuales a,, # 0, ya que son los tnicos
que intervienen en el célculo del limite (24). Para esos n se cumple

‘ao‘ o 1 n/a

PZZ|ZIZn|: - 7. 1 = 5 TlZTlE,
|an| |an|

donde z1, 22, ..., 2, son los ceros de T,,. En consecuencia,

logn

S G;, n Z n87

log pr,

de donde se deduce
, n
lfm sup < po(f). (25)

n—oo l0g pp
Reciprocamente, supongamos que el limite (24) es finito y que, por tanto, existen
b < +ooy N €N tales que
logn
log pn

Buscamos ahora relacionar p,, con los coeficientes a,,. Nos centramos nuevamente en
aquellos n tal que a,, # 0. Si z es la raiz de médulo maximo de T,,, obviamente se
cumple a, 2" + ap_12" 1+ ---+1 = 0. Por tanto,

<b<4oo, n>N <= p,>n'", n>N. (26)

n n—1

a3 < lanoal Pl + -+ aa] p + 1. (27)
En un principio parece complicado poder extraer de esta recurrencia informaciéon
sobre el tamafio de los coeficientes a,,, pero es posible hacerlo si se construye una
demostracién por induccién. Podemos suponer que

277,

(n!)1/b’
eligiendo M > 1 suficientemente grande. Demostraremos entonces por induccién que

la desigualdad (28) se cumple para todo n € N. Usando (26), (27) y la hipdtesis de
induccién, obtenemos

lan| < M n=12,...,N, (28)

|lan—1] 1] 1 an_| lai | 1
lan| < P e () ey
gn—1 on—2 1
SM((n—l)!l/bnl/b + (n—2)!1/bn2/b Jr-..Jrnn/l])
M n—1 n—2 - 2"
S(n!)l/b (2" 1 +2 +---+1)—MW7
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con lo que (28) es cierto para todo n € N, y el desarrollo formal de f representa una
funcién entera. Ademaés,

nlogn , nlogn ., nlogn

= 1/ _— =
Pl lrILILS;ip —logla,| — 00 1/blogn! —log M — nlog2 00 logn!

3

debido a la férmula de Stirling. Con lo que se prueba que p(f) es un ndmero finito.
Por otro lado, también es claro que la desigualdad (25) no puede ser estricta, puesto
que en ese caso podriamos elegir, en los anteriores razonamientos, b < p(f), y lle-
garfamos a la contradiccion p(f) < p(f). Con esto se concluye la demostracién del
teorema. O

Es obvio que para conseguir que los ceros del polinomio de Taylor permanez-
can acotados hay que dividirlos por una cantidad del tamafio de p, (si a, # 0).
El Teorema 2.5 nos dice que log p,, es aproximadamente logn/p(f). Por tanto, el
reescalamiento adecuado en general consiste en multiplicar la variable z por una
cantidad del tamaiio de n'/?(f), E] reescalamiento resulta ser entonces inversamente
proporcional (en escala logaritmica) al crecimiento de la funcién. Asi, por ejemplo,
si p(f) = 2 habra que considerar los ceros del correspondiente polinomio de Taylor

A la vista de los Teoremas 2.4 y 2.5, una alternativa vilida de reescalamiento que
solo depende de los coeficientes de Taylor seria considerar, para aquellos n para los
cuales a,, # 0, los ceros de T}, (\,z), donde \,, = |a,|~!/". Veremos algo més sobre
esto en la Seccién 3.

Una observacién detallada de la Figura 2 revela que los ceros reescalados del
polinomio de Taylor de la funcién exponencial, esto es, los ceros de P, (nz), parecen
situarse en el exterior de la curva de Szegd. No es dificil probarlo en general: repre-
senta el primer y Unico salto temporal que damos, pues fue demostrado en el afio
1966 por Buckholtz; véase [3], donde también se demuestra el Teorema 2.7.

LEMA 2.6. Los ceros de P,(nz) estdn situados en la region {z € C : |e!=%2| > 1}.

DEMOSTRACION. Supongamos que |e!=%z| < 1y |z| < 1, pues ya sabemos que los
ceros de P, (nz) se encuentran en el disco unidad cerrado. Probaremos entonces que
P, (nz) # 0 mostrando que |1 — e""* P, (nz)| < 1. En efecto,

e N~ (n2)
Y
k=n-+1

= nFe n
< Z o =1—-e"Py,(n)<1. O
k=n+1

|1 — e ™ Py (nz)| = e (e — Py(n2))| =

nkefnzkfn

ey 3 e

k=n-+1

Una consecuencia sorprendente de este hecho es que la funcién exponencial es,
esencialmente, la tnica funcién para la que todos los ceros de sus polinomios de
Taylor se van a infinito al menos a velocidad O(n). Recordemos que 7, denota el
menor moédulo de los ceros de T,.
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TEOREMA 2.7. Sea f un desarrollo formal como en (13). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe ¢ > 0 tal que 1, > cn para todo n > N.
(i) Se tiene apay #0 y f(z) = ag exp {alz}
ag

DEMOSTRACION. Que la parte (7i) del enunciado implica la (i) es consecuencia di-
recta del Lema 2.6, ya que, haciendo un cambio de variable, basta probarlo para la
funcién exponencial, y para ella, dado que el interior de la curva de Szeg6 contiene
un disco centrado en el origen de radio ¢ > 0, se cumple (%) para todo n € N.
Usaremos ahora el Teorema 2.4 para demostrar la implicacién reciproca. Para
ello consideramos tnicamente aquellos n > N para los cuales a,, # 0. Que ag # 0
se deduce trivialmente de (i). Entonces, si z1,29,...,2, denotan los ceros de T,

tenemos

(en)* <7 <lzp-+ 2| = M.

|an|

Por tanto
nlogn nlogn

—logla,| ~ nlog(n) + nlogc — log|ag|’

por lo que, tomando limites cuando n tiende a infinito y aplicando el Teorema 2.4, se
prueba que f representa una funcién entera de orden menor o igual que 1. Ademas,
por el teorema de Hurwitz, f no tiene ceros en el plano complejo. Por tanto, existe
una determinacién continua del logaritmo de la funciéon f que definird una funcién
entera. Con dicha determinacién estd definida g(z) = log f(z) que verifica

1 1
lim sup 08 ¥ My (r) = lim sup 0808 BsA") log Mj (r)

r—00 log r r—00 log r

=p(f) =1

En consecuencia, existe ro > 0 tal que, para todo r > rg, se cumple
3/2
My(r) <r 2,

Pero, por las desigualdades de Cauchy aplicadas a la funciéon

n=0
se obtiene 52
My(r) _r
by | < jn S o rzro

lo cual prueba, haciendo tender r a infinito, que b,, = 0 para todo n > 2. Es decir,
g es un polinomio a lo sumo de grado 1, y entonces f es necesariamente de la forma
que aparece en la parte (%) del enunciado con a; # 0, ya que por hipétesis f no es
un polinomio. O



LA GACETA % ARTICULOS 293

3. UN POCO DE PERSPECTIVA

A la vista de la curva de Szegd, la primera cuestiéon que se plantea es la de
averiguar si el mismo fenémeno ocurre en el caso de otras funciones enteras, lo
que ya fue abordado por el propio Szegd en [20] para las funciones sen z y cos z,
obteniendo resultados parecidos.

Dieudonné [7] redescubrié la curva de
Szegb algunos anos més tarde de forma in-
dependiente, y también estudié el comporta-
miento de las funciones e*—1 y senh z. Como
estas funciones tienen un numero infinito de
ceros, aparece ahora una nueva categoria de
ceros de polinomios de Taylor: aquellos que
tienden a los ceros de la funciéon aproxima-
da. Asi, por ejemplo, para la funcién e*—1 se
tiene la situaciéon que muestra la Figura 12.
En el semiplano de la izquierda los ceros se
acumulan en la semicircunferencia centrada
en el origen de radio 1/e, mientras que en el
semiplano de la derecha los ceros tienden a
la curva de Szegd. Por ultimo, los ceros que
aproximan los ceros de la funcién se sittan Figura 12: Ceros de Ty (nz) para la
en el segmento [—i/e,i/e] del eje imagina- funcién e* — 1y n = 120
rio. Dieudonné probdé que la proporcién de
los ceros en cada una de estas categorias respecto del ntimero total es asintéticamente
1/2,1/2 = 1/(em) y 1/(em), respectivamente.

Un teorema general probado por Rosenbloom usando teorfa del potencial [16,
Theorem 7] afirma, bésicamente, que si f dada por (13) es una funcién entera de
orden finito positivo, entonces el comportamiento asintético de f cuando |z| — o0
determina la distribucién limite de los ceros de Taylor convenientemente reescalados.
Si obviamos algunos detalles de caracter técnico, podemos enunciar el resultado de la
siguiente manera simplificada. Elegimos un punto zo donde f(zg) # 0 y supongamos
que para una subsucesiéon de niimeros naturales A C N existe

g(z) = lim {/f (A\n2), An = |an|71/n,

neA

uniformemente en un entorno de zg, donde se ha escogido una determinaciéon continua
de la raiz. Si g es una funcién analitica univaluada y

es inyectiva, entonces el teorema afirma que la funciéon h desempefia en el caso de
f el mismo papel que la funcién homoénima en el caso de e*. Es decir, los puntos
de la curva |h(z)] = 1 son puntos de acumulacién de los ceros de los polinomios
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T, (A\nz), n € A, y las imédgenes de dichos ceros mediante la aplicacién h se distri-
buyen uniformemente sobre la circunferencia unidad. Este resultado permite, por
ejemplo, calcular las curvas limite para e* — 1.
La curva de Szeg6 parece ser una fuente
inagotable de fenémenos curiosos. Si se di-
bujan los ceros de los polinomios de Taylor
de e* sin reescalar, se observa que cubren
todo el plano complejo excepto una region
de forma parabdlica. En [18] se prueba que
la region

v <4(x+1), x>-1 (29)

no contiene ningtn cero de este tipo. La
Figura 13 muestra la pardbola frontera de
la regién (29) junto con los ceros de los
polinomios de Taylor de e* de orden n =
1,2,...,70.

También se ha estudiado la velocidad de
convergencia de los ceros a la curva de Sze-
g6, véase [5]. Se sabe que el orden exacto
de convergencia es 1/y/n. Si se excluye una vecindad del punto conflictivo z = 1,
entonces la velocidad en el resto mejora hasta orden logn/n.

Todavia nos dejamos algunas propiedades interesantes en el tintero, véase por
ejemplo [19]. Pero para terminar nos limitaremos a mencionar algunos trabajos més
recientes, como [13], donde se da un tratamiento moderno de la curva de Szegd
con aplicaciones a la aproximacién de funciones analiticas con pesos; o como [6],
llamativo ejemplo de como la curva de Szeg6 puede aparecer de manera inesperada
en el estudio de otros objetos matematicos.

Por lo que respecta al teorema de Kakeya, el ejemplo de la funcién f(z) =
1/(1 — z) muestra que la cota inferior en (18) es éptima. Sin embargo, la cota
superior se puede rebajar y surge la pregunta de cudl serd la constante 6ptima
para el lado derecho de (18). Dicha constante ha sido determinada y en principio
puede computarse, aunque el procedimiento para ello no parece sencillo, véase [4].
Es conocido que la constante 6ptima esta entre 1.78 y 1.82.

El menor médulo de los ceros del polinomio de Taylor de orden n, nimero que
hemos denotamos por 7,, también proporciona informacién sobre la funciéon f en el
caso de que f no tenga ceros, véase [2]. En concreto se tiene que si g = log f es un
polinomio de grado p, entonces

Figura 13: Regién parabdlica libre
de ceros

Anl/p<7n<Bn1/p, n €N,
con Ay B constantes positivas. Ademads, en general se cumple

, loglogn
lim sup ————
n—oo  logTy

= p(9),
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lo cual puede considerarse un analogo del teorema de Tsuji.

Queremos por ultimo recordar la estrecha relacién que existe entre los ceros de
una funcién entera y su crecimiento. Si el orden de una funcién entera f no es un
ntimero entero (y entonces se sabe que posee una infinidad de ceros), se verifican las

relaciones | |
Hmsupw = p(f) = lim sup 08T ,
rooo  logr n—oo 10g 8n

donde n(r) es el nimero de ceros de fen {z € C : |z| <7}y {s,} son los mbédulos
de los ceros de f ordenados en sentido creciente, véanse [1, 9]. Ambas férmulas nos
dicen que al aumentar el crecimiento de la funcién aumenta la densidad de sus ceros.
Es notable, pero al mismo tiempo natural, que andlogo resultado se cumpla, esta
vez sin excepciones, para los ceros de los polinomios de Taylor de f.

EpriLocoO

Las consideraciones hasta aqui realizadas han versado en su mayor parte sobre
funciones enteras y sus polinomios de Taylor. ;Qué ocurrira si en vez de una funcién
entera tomamos una funcién cuyo desarrollo de Taylor tenga un radio de conver-
gencia finito? Para terminar, proponemos al lector un pequeiio experimento en esta
direccién. Escoja una funcién sencilla como log(1 + ) 6 /1 + z y dibuje, con ayuda
de un ordenador, los ceros de sus primeros polinomios de Taylor. Si asi lo hace,
estara en condiciones de conjeturar un bello teorema.
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