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RESUMEN. David Cox y Bradley Efron han sido distinguidos en la edicién
de 2017 con el Premio Fundacién BBVA Fronteras del Conocimiento en la
categoria de Ciencias Bésicas. Este reconocimiento es fruto de sus relevantes
contribuciones metodoldgicas en el &mbito de la estadistica y de su enorme re-
percusién en numerosas disciplinas tales como medicina, biologia, economia o
astrofisica, entre otras. Este articulo se centrard en la figura de Sir David Cox,
haciendo participe al lector de sus aportaciones mas destacadas a la estadisti-
ca tedrica y de sus aplicaciones en numerosas disciplinas y, muy en particular,
en estudios de supervivencia. Una breve pincelada sobre su vida y trayectoria
cientifica abre paso a la presentacién del modelo de riesgos proporcionales, uno
de los principales hitos cientificos de Sir David Cox, cuyo origen se remonta al
ano 1972. Seguidamente, se hard referencia a algunas de las extensiones meto-
doldgicas con mayor relevancia aplicada, tales como los modelos multiestado,
los de riesgos competitivos, o aquellas que permiten la inclusiéon de datos lon-
gitudinales en dicho modelo. Finalmente, se discutird el impacto cientifico que
ha tenido el modelo de Cox de riesgos proporcionales en miultiples disciplinas,
y en particular en biomedicina, por ser la que mas se ha beneficiado de dicha
metodologia estadistica.

INTRODUCCION

David Cox y Bradley Efron, dos de los mas grandes estadisticos en la actuali-
dad, han sido galardonados en 2017 con el Premio Fundacién BBVA Fronteras del
Conocimiento en la categoria de Ciencias Bésicas, por haber desarrollado métodos
estadisticos «pioneros y enormemente influyentesy que han demostrado ser indis-
pensables para obtener resultados confiables en un amplio espectro de disciplinas
desde la medicina, la economia y las ciencias sociales hasta la astrofisica, genémica
o fisica de particulas [5].

Sir David Roxbee Cox naci6 el 15 de julio de 1924 en Birmingham (Reino Unido),
se formé como matemadtico en St. John’s College (Cambridge) y recibié su doctorado
en la Universidad de Leeds (Reino Unido) en 1949. Cox se incorpor6 en 1988 al De-
partamento de Estadistica de la Universidad de Oxford, donde continué trabajando
hasta su jubilacién en 1994. Bradley Efron naci6 el 24 de mayo de 1938 en St. Paul,
Minnesota (Estados Unidos), se gradué como matemético en el Instituto Tecnoldgico
de California y se doctoré en la Universidad de Stanford en 1964. Efron es titular de
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la catedra Max H. Stein de Humanidades y Ciencias y catedratico de Bioestadistica
en el departamento de Biomedical Data Science de la facultad de Medicina de la
Universidad de Stanford.

Ambos cientificos han sido profusamente premiados a lo largo de sus carreras.
Entre sus distinciones destacamos la Guy Medal in Gold, otorgada a ambos por la
Royal Statistical Society. Ademéds, Bradley Efron ha recibido la Medalla Nacional de
Ciencia (2005), el més alto honor cientifico de los Estados Unidos, por su excepcional
trabajo en el campo de la estadistica, especialmente por proponer el método bootstrap
de remuestreo. Cox fue distinguido en 2010 con la Copley Medal por la Royal Society
como reconocimiento a su trabajo cientifico en general y, en palabras del propio Cox,
es el premio del cual se siente mas orgulloso, puesto que pone de manifiesto el enorme
esfuerzo que sus colegas y amigos han puesto en su candidatura. Efron también ha
recibido de manos de la American Statistical Association la medalla Wilks en 1990
y el premio Gottfried E. Noether en 2006. La influencia del liderazgo de Cox en la
teoria y la practica de la ciencia estadistica y en la creacién de un entorno en el que
la estadistica y sus aplicaciones han florecido han sido reconocidos con el Marvin
Zelen Leadership Award en 1998. Por tltimo, sin que esta lista de honores sea ni
mucho menos exhaustiva, destacamos que tanto Bradley Efron como Sir David Cox
son miembros de la Royal Statistical Society y Fellows de la American Statistical
Association, y que, mientras el profesor Cox fue presidente de la Royal Statistical
Society entre 1980 y 1982, el profesor Efron lo fue en 2004 de la American Statistical
Association.

Tanto Cox como Efron han sido, y siguen siendo, investigadores increiblemen-
te productivos y son conocidos por sus excelentes y relevantes contribuciones a la
estadistica tedrica y aplicada, en general, y a la bioestadistica y estadistica compu-
tacional, en particular. De sus extensas obras cabe destacar el método bootstrap [35],
una técnica de remuestreo propuesta por Efron, y el modelo de riesgos proporcio-
nales [16], propuesto por Cox. El método bootstrap permite, en muchas situaciones,
reemplazar calculos tedricos por simulaciones por ordenador cuando algunos de los
supuestos no se cumplen o cuando el cédlculo requiere desarrollos complicados. El
modelo de riesgos proporcionales relaciona el tiempo de supervivencia con las cova-
riantes, permitiendo, por ejemplo, asociar el tabaquismo y el cancer de pulmon.

La principal contribucién de Efron, el método bootstrap, ya se ha tratado recien-
temente en la LA GACETA. Remitimos al lector al articulo Simulacion e inferencia
estadistica [9] del profesor Berrendero. Por este motivo nos centramos en este traba-
jo en las contribuciones de Sir David Cox y principalmente en el modelo de riesgos
proporcionales.

Sin embargo, antes de acabar esta introduccién nos parece importante mencionar
que Bradley Efron no solo se ocupd y destacd con su investigacion sobre el método
bootstrap en 1979, sino que ha aportado contribuciones muy relevantes en otros am-
bitos de la estadistica. Conjuntamente con Carl Morris ha estudiado los estimadores
Empirical Bayes [40, 41] propuestos por Herbert Robbins [64], habiéndolos aplicado
a datos de expresion génica de microarrays [38]. También ha hecho importantes con-
tribuciones al analisis de supervivencia: ha estudiado las propiedades del estimador
de Kaplan y Meier [33], profundizado en el modelo de Cox, demostrado la eficiencia
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asintotica del estimador del parametro de regresiéon obtenido a partir de la maximi-
zacién de la verosimilitud parcial en situaciones practicas realistas [34] y aplicado el
método bootstrap para calcular el error estdndar de un parametro cuando los datos
estédn censurados por la derecha [36]. Ademds de su extensa produccién, con méas de
30 articulos publicados en el Journal of the American Statistical Association y més
de 20 en los Annals of Statistics, es autor de varios libros, destacando la monografia
de 1982 The Jackknife, the Bootstrap and other resampling plans [37] y su tltimo
libro, redactado con Trevor Hastie, Computer Age Statistical Inference: Algorithms,
Evidence, and Data Science [39].

Cox y Efron no son solo dos gigantes de la ciencia, también son bien conocidos
por su mente abierta y su proximidad. Sus oficinas estan siempre abiertas a cual-
quier persona que tenga un problema para discutir y compartir, ellos escucharan
atentamente esperando aprender algo nuevo, tener otra idea.

1. Sir DAvID COX, APORTACIONES A LA CIENCIA

Las contribuciones de Sir David Cox, tanto teéricas como aplicadas, en numero-
sas areas de la estadistica y de la probabilidad, son relevantes y han contribuido no
solo a fundamentar mejor los pilares de la estadistica, y en particular del andlisis de
la supervivencia, sino que también han ayudado a comprender mejor las bases de la
inferencia estadistica y a interpretar con mayor acierto los resultados de los andlisis
estadisticos. El modelo de riesgos proporcionales, ampliamente utilizado en el ana-
lisis de datos de supervivencia, es posiblemente su legado mas aplicado y popular.
Sin embargo no es el tnico; el estimulo que constantemente ha obtenido de su cola-
boracién con cientificos de diferentes areas ha conllevado muchas otras aportaciones
claras y muy productivas, no solo para los investigadores que las han usado, sino a
la ciencia en general. Ademads, su inteligente forma de abordar en profundidad los
problemas planteados por los cientificos ha dado lugar a importantes contribuciones
teodricas. Sin lugar a dudas, Sir David Cox puede considerarse uno de los estadisticos
mas importantes e influyentes del mundo, y por esta razén en numerosas ocasiones
ha sido descrito como «un gigante en el campo de la Estadistica». En esta seccién
cubriremos a grandes rasgos su carrera académica y nos centraremos en algunas de
sus contribuciones al margen del modelo de riesgos proporcionales, que sera expuesto
con detalle en las siguientes secciones.

Después de que David Cox acabase sus estudios de matemaéticas en St. John’s
College, donde en 1989 seria nombrado Honorary Fellow, trabajé de 1944 a 1946
en el Royal Aircraft Establishment en Farnborough y de 1946 a 1950 en la Wool
Industries Research Association en Leeds. Su trabajo en la industria textil le llevo
a interesarse por analizar mateméticamente el proceso de reduccién de una gruesa
fibra de lana a hebras o hilos finos. Su tesis doctoral, Theory of fibre motion (1949,
Universidad de Leeds) [13], fue dirigida por Henry Daniels y Bernard Welch. En una
entrevista que Statistics Views [67] le hizo en 2014, Cox comenta que Henry Daniels
(Universidad de Birmingham: matemadtico, estadistico y fisico) fue sin lugar a dudas
el cientifico que més le influyé.
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La carrera académica del profesor Cox ha transcurrido esencialmente en el Reino
Unido. Se inici6 como profesor ayudante en el laboratorio de Estadistica de la Uni-
versidad de Cambridge (1950-1955) y siguié su carrera en el prestigioso Birkbeck
College de la Universidad de Londres, donde fue nombrado Professor (catedratico)
en 1961. Desde 1966 hasta 1988 trabajo en el Imperial College of Science and Tech-
nology de Londres, empezando como chair de Estadistica y asumiendo cuatro anos
més tarde la direccién del Departamento de Matemédticas (1970-1974). En 1988 se
trasladé a la Universidad de Oxford para dirigir el Nuffield College, al tiempo que
formaba parte del Departamento de Estadistica. Aunque Sir David Cox se jubil6
formalmente en el ano 1994, sigue hoy dia trabajando incansablemente desde la
Universidad de Oxford.

El profesor Cox ha plasmado el fruto de sus investigaciones, reflexiones y discu-
siones en mas de tres centenares de articulos y mas de 20 libros. Sus trabajos cubren
un amplio espectro de los problemas estadisticos de los tultimos 70 afios; en lo que
sigue mencionaremos solo algunos hitos cientificos de su carrera.

La experiencia temprana de Cox en la industria textil le condujo a problemas
fundamentales de la estadistica que ha estudiado a lo largo de su vida. En su tesis
doctoral analiza mateméaticamente el drafting, una de las operaciones esenciales en
la industria textil y que consiste en producir una hebra continua fina a partir de una
masa formada por muchas fibras gruesas. La tesis describe el proceso de elaboracion
de los hilos de lana y como la variabilidad de este proceso y el orden en que se llevan
a cabo las diferentes partes del mismo afectan al grosor y la calidad de la hebra
resultante. El estudio del efecto que diferentes tratamientos tienen en el proceso de
fabricacién de la lana lo lleva al disefio de experimentos [14] y a su primer libro,
Planning of Experiments [15], publicado en 1958. Su visién exhaustiva e inclusiva
de los problemas estadisticos asociados a los procesos industriales llevaron a Cox a
interesarse por los procesos estocdsticos. Junto con H.D. Miller (Imperial College
London) recogieron este tema en The Theory of Stochastic Processes [24].

Desde el principio de su carrera Cox se mostré interesado por los problemas de
indole tedrica. En su primer trabajo, publicado en 1948 en Biometrika [12], deriva,
de dos formas diferentes, la ley asintética del rango y compara de forma numérica
sus resultados para muestras grandes con la ley exacta, dando ya un ejemplo de
cémo abordar un problema de forma ttil y aplicable. Al concepto de verosimilitud,
central en la inferencia estadistica, el profesor Cox le ha dedicado una buena parte
de su tiempo. A su articulo Partial likelihood [17], en el que propone una nueva
definicién que generaliza la verosimilitud condicional y marginal, lo han seguido una
docena de contribuciones con la verosimiltud como eje central. Cox aborda el efecto
del muestreo en los estadisticos derivados de la funcién de verosimilitud [19, 6, 7], el
caso en que la matriz de informacién es singular [65] y la estabilidad del méximo de
verosimilitud [26]. Junto con su colaboradora Nancy Reid (Universidad de Toronto)
explora las propiedades y posibles extensiones de la profile likelihood [44, 27, 28], de
la pseudo-likelihood [30] y de la verosimilitud condicional [32]. Con ella, ademés, ha
escrito el libro The Theory of the Design of Experiments [29].

Cox ha sido un trabajador incansable que ha gozado de la colaboraciéon de més
de 100 investigadores, y ha mantenido lazos cientificos con muchos de sus estu-
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diantes, como por ejemplo con David Hinkley (Universidad de California, Santa
Barbara) y con Valerie Isham (University College London). Cabe destacar su pro-
ductiva colaboracién desde 1990 con Nanny Wermuth (Chalmers University of Tech-
nology/Universidad de Gotenburgo), con quien ha publicado més de 30 articulos.
Destacamos su trabajo pionero conjunto sobre Modelos Gréficos para describir de
forma concisa interrelaciones complejas entre un conjunto de variables [72].

Aunque David Cox ha publicado en méas de 80 revistas, su principal produccién
se recoge en las editadas en el Reino Unido (Biometrika, revistas y actas de congre-
sos de la Royal Statistical Society, etc). Cox también ha publicado en revistas de
nuestro entorno mas cercano, destacando los articulos Asymptotic theory: Some re-
cent developments, publicado en 1983 en la revista Qiestiid (ahora SORT) [18], The
relation between theory and application in statistics (with discussion), aparecido en
TEST en 1995 [21], y A note on the robust interpretation of regression coefficients,
trabajo conjunto con M.Y. Wong publicado en 1998 en TEST, [73].

Acabamos este breve y no exhaustivo paseo por la carrera académica de Cox
destacando tres de sus ultimas contribuciones. Estos tres trabajos, ademds de re-
levantes, son un buen ejemplo de cémo Sir David Cox sigue haciendo aportaciones
cientificas de una gran actualidad en diversos ambitos.

En el articulo On some principles of statistical inference [31], escrito con Nancy
Reid, discuten algunos de los principios de inferencia estadistica con el objetivo de
mostrar como pueden ser utilizados de forma coherente para una mejor interpre-
tacién de los resultados. Con cantidades muy grandes de datos, el uso de métodos
estadisticos estandar tendera a producir estimadores aparentemente muy precisos.
En Big data and precision [22], Cox presenta una formulacién que indica al menos
algunas de las formas en que el error puede acumularse a medida que aumenta el
numero de datos y explora las posibles implicaciones en la estimacion de los coeficien-
tes de regresién. Por ltimo, el profesor Cox remarca en la conferencia 165th Cutter
Lecture on Preventive Medicine [23], impartida en la Harvard T.H. Chan School of
Public Health, que el pensamiento estadistico proporciona un conjunto unificador
de ideas generales y métodos especificos relevantes cuando existe una variacion na-
tural apreciable. Continia insistiendo en que, para ser mas fructiferas, estas ideas
deben combinarse perfectamente con la materia en estudio y de ninguna manera
debe considerarse el analisis estadistico como un ritual para satisfacer convenciones,
evaluadores y agencias reguladoras a agregar después de que se haya realizado el
trabajo serio.

2. EL MODELO DE Co0OX DE RIESGOS PROPORCIONALES

2.1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Tal como dice el profesor F. Downtown (Universidad de Birmingham) en la discu-
sién del aclamado articulo de Cox Regression models and life-tables (with discussion)
[16], « Professor Cox has given us a paper which is characteristically both elegant and
useful», y por este motivo seguiremos la fuente original, con algunas licencias en la
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notacién, en buena parte de la exposicion para introducir y describir el modelo de
riesgos proporcionales.

Consideremos una poblacién de individuos y para cada uno de ellos observemos,
o bien el tiempo hasta el fallo (muerte, etc.), o bien el tiempo hasta la censura
(incluyendo aqui la pérdida de seguimiento) desde un origen bien definido que en un
ensayo clinico, por ejemplo, podria coincidir con la fecha de aleatorizacién a cada
uno de los tratamientos bajo estudio. De los individuos censurados solo sabemos que
su tiempo hasta el fallo es mayor que el tiempo hasta la censura —en este articulo
solamente consideramos la censura por la derecha—. Denotamos por T la variable
aleatoria que representa el tiempo hasta el fallo, que puede ser continua o discreta; en
esta exposicion lo restringimos al caso continuo. Sea S(t) la funcién de supervivencia
correspondiente a la probabilidad de que un individuo sobreviva mas de ¢ unidades
de tiempo, es decir, S(t) = Prob(T > t), y sea A(t) la funcién de riesgo (a veces
llamada funcién de intensidad o tasa de incidencia):

1
AMt)= lim —Probt <T <t+At|T >1). 1
(t)= lim = Prob(t <T <t+At|T >1) (1)
Intuitivamente A(t) At se puede interpretar como la probabilidad de que un individuo
de edad ¢ falle en el siguiente instante. Si A(¢) es integrable podemos expresar la
funcién de supervivencia como

S(t) = exp {— /Ot Au) du} .

En lo que sigue se asume que la tnica informacién disponible sobre el tiempo de
fallo potencial de un individuo censurado es que excede su tiempo de censura. La
suposicion de que la censura es no informativa es de mucho calado, y solo puede ser
contrastada si se dispone de informacién complementaria apropiada.

2.2. ESTIMADOR DE KAPLAN Y MEIER

En aras de la exhaustividad y de la construccién de posteriores estimadores
introducimos el estimador de Kaplan y Meier [54] basado en la descomposicién como
limite de un producto de probabilidades condicionadas. Supongamos que tomamos
observaciones de n individuos independientes e igualmente distribuidos con funciones
de riesgo A(t) y supervivencia S(t). Denotamos los diferentes tiempos de fallo por
tay <ty < -+ < tu) y por dg;) el nimero de tiempos de fallo iguales a t(;
(djy = 1 si no hay empates). El conjunto de individuos a riesgo en t, R(t), esta
formado por aquellos individuos que atn no han fallado y siguen en el estudio (no
han sido censurados) justo antes del momento ¢. Denotaremos por n;) el cardinal de
R(t(;y), es decir, el nimero de individuos que ni han fallado ni han sido censurados
en el momento ;). El estimador de Kaplan y Meier de la funcién de supervivencia,

S(t), para todo ¢ en el rango en el que hay datos (t < tyae) se define [47] como

S =1+ i @)
Hj:t(]‘)gt (1 - n((]))) ? t Z t(l)




LA GACETA % ARTICULOS 519

El estimador S (t), también llamado estimador product-limit, es una funcién escalo-
nada con saltos en los tiempos de fallo. La magnitud del salto depende, no solo del
numero de sucesos observados en cada tiempo de fallo, sino también del patréon de
censura antes del tiempo de fallo. El estimador de Kaplan y Meier se reduce a la
funcién de supervivencia empirica cuando no hay censura, y en ese caso tendremos,

para t > t(l),
S(t) = (-2,
j:t](;[<t n=g+ 1

Las propiedades del estimador de Kaplan y Meier fueron estudiadas, entre otros,
por Bradley Efron en los Proceedings of the Fifth Berkeley Symposium [33]. En ese
trabajo se demuestra que S (t) es autoconsistente y coincide con el estimador que
se obtiene mediante un algoritmo de redistribucién a la derecha. S (t) es, ademas,
bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador de maxima verosimilitud en la
familia de todas las posibles distribuciones [54].

2.3. EL MODELO DE REGRESION DE CoOX

En ensayos clinicos o estudios observacionales disefiados para evaluar el efec-
to de una intervencién en el tiempo hasta que ocurre el evento de interés, es muy
importante ajustar por el efecto de otras variables (covariantes) que pueden estar
asociadas con el evento en cuestién. Estas covariantes pueden ser variables demo-
graficas, como edad o género, medidas de laboratorio, como nivel de bilirrubina o
presion arterial, o de otro tipo, tales como el tiempo expuesto a una terapia previa,
el tipo de enfermedad, etc. En estos casos la informacién que se recoge sobre cada
participante se amplia con las covariantes z’ = (21, 22, ..., %p) donde z es un vector
p x 1y en toda la exposicién z’ indica el vector traspuesto de z. En esta seccién nos
ocupamos del caso més sencillo en el que las covariantes z¢ ({ = 1,...,p) se recogen
al inicio del estudio y son independientes del tiempo, y para el i-ésimo individuo
indicamos z; = (214, 22i5 - - -, 2pi) [48]. El modelo de Cox establece la relacién entre
la distribucién del tiempo de fallo y las covariantes z en términos del modelo

At | z) = exp{B'z}\o(t) = exp{Bi121 + Bazz + -+ + Bpzp Ao (t), (3)

donde las covariantes tienen un efecto multiplicativo en la funcién de riesgo, los
pardmetros de regresiéon B (vector p x 1) se interpretan como los logaritmos de las
razones de riesgo, y la funcién Ag(t), llamada funcién de riesgo basal, no se especifica
paramétricamente y se corresponde con la funcién de riesgo para el conjunto de
condiciones de referencia z = 0. La funcién exp{8'z}, que podrfa reemplazarse por
otra funcién no negativa 1 (z), se interpreta como el riesgo relativo de un individuo
con perfil z con respecto a otro con z = 0. En muchos estudios epidemiologicos
en los que se compara una poblacién expuesta a una cierta condicién, por ejemplo
asbestos, con otra no expuesta, la tasa de riesgos o hazard ratio,

At | z)

HR = o)

= exp{ﬁ/z},

1Se usa habitualmente el término inglés.
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es a menudo la tinica medida de efecto que se considera y se interpreta como la razén
entre la tasa de incidencia del grupo expuesto y la tasa de incidencia del grupo no
expuesto. En general para una covariante continua z y dado un valor de referencia
Zref, la hazard ratio se entiende como

HR(2, 2ver) = exp{B'(z — Zret)} (4)

Recomendamos la lectura del articulo de Herndn The hazards of hazard ratios [51]
para una exposicién clara sobre la interpretacién del riesgo relativo y sobre el uso,
a menudo incorrecto, del mismo.

Una de las aplicaciones mas importantes del modelo de riesgos proporcionales
se da en un ensayo clinico en el que se comparan las supervivencias de dos pobla-
ciones. Si las funciones de riesgo para cada poblacién son Ag(t) y A1(t), el modelo
(3) establece A1 (t) = e)o(t), y las funciones de supervivencia estan relacionadas
mediante Si(t) = Sp(t)¢". Si se introducen otras covariantes z, el modelo de Cox
permite obtener una estimacion del efecto del tratamiento ajustado por la presencia
de las mismas. La inclusién de una covariante con alto poder predictivo, ademas de
la variable tratamiento, comporta ventajas adicionales [45].

2.4. FUNCION DE VEROSIMILITUD PARCIAL

Una vez establecido el modelo (3), y si suponemos que el interés primordial estriba
en el rol que juegan los pardametros de regresién 3, la estimacion de los mismos debe
abordarse permitiendo que Ag(t) sea arbitrario. Continuamos suponiendo que hay
k tiempos de fallo, t(1) < t() < -+ < t(x), que no hay empates d(;) = 1 —en este
caso cada tiempo t(;) corresponde a un individuo—, y denotamos por z’(j) el valor
que toman las covariantes del individuo que ha fallado en ¢(;). Dado que la funcién
basal A\o(t) no estd especificada, para estudiar la influencia de las covariantes en
el tiempo de supervivencia se necesitaba una modificacién de la teoria clasica de
méaxima verosimilitud, y con esta finalidad Cox propuso la funcién de verosimilitud
parcial,

- exp{B'z(;)}
i1 iR, <P{B 4}

Lp(B) (5)

como base para la inferencia sobre 8, argumentando que, intuitivamente, la probabi-
lidad de que el tiempo de fallo ¢ ;) corresponda efectivamente al individuo en el que
se observa el fallo, condicionada al conjunto de riesgo R(t(;)), es el j-ésimo término
en (5). Lp(B) se basa en aquella parte de los datos que no acarrean informacién so-
bre A\g(t) y concretamente, para cada uno de los tiempos en que ha habido un fallo,
en la identidad de los individuos que fallan en ese tiempo, condicionada al nimero
de fallos y a la identidad de los individuos a riesgo en ese momento.

La funcién de verosimilitud parcial es especialmente 1til cuando es mucho mads
simple que la verosimilitud completa, y es un buen recurso cuando el método general
de méaxima verosimilitud no es adecuado debido a la presencia de muchos pardme-
tros que no son relevantes (nuisance). Un punto que suscita mucha discusién en
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Regression models and life-tables (with discussion) [16] es la posible analogia en-
tre la verosimilitud parcial y la verosimilitud condicional. Entre otros, Kalbfleisch
y Prentice notan que diferentes verosimilitudes condicionales son compatibles. Es
en [17] donde Cox define formalmente la verosimilitud parcial y demuestra que no
coincide ni con la verosimilitud marginal ni con la condicional.

Trabajando con la verosimilitud parcial como habitualmente se hace con la vero-
similitud completa, consideremos la funcién de log verosimilitud parcial log Lp(83),
la funcién score U(B) y la matriz de informacién (observada) I(3). Se definen los
promedios, con pesos exponenciales, A;¢(3), de la covariante z¢ en la poblacién
R(t(;y) y la covarianza entre z¢ y z, en la poblacién R(t(;)), Covje,(B), como sigue:

ZleR(t(j)) zji exp{B'z1}
ZleR(t(j)) exp{B'z1}

Cove (B) = A DB al g4 )
oVy&n(ﬂ) IERZ(;@) exp{ﬂzl} J&(IB) m(ﬂ)

Aje(B) =

Con esta notacién,

k k
logLp(B) = Z,B/z(j) — Zlog Z exp{B'zw} |,
j=1 j=1

LER(t(j)

Jlog Lp(B) u
Ue(B) = —5—— o5 => {24 — 4B},  &=1,....p, (6)
j=1

0?log L
Iey(B) = ;ﬁiagn ZCongn En=1,..0  (7)

El valor esperado de I(8) depende de los (potenciales) tiempos de censura de los
individuos que han fallado, pero en general no se dispone de esta informacién y se
recurre a argumentos asintéticos.

2.5. INFERENCIA SOBRE 8

La inferencia —pruebas de hipétesis e intervalos de confianza— sobre los para-

Al A N
metros B se basa en el estimador 8 = (51, ..., 5p) que se obtiene maximizando la
verosimilitud parcial (5) o, equivalentemente, resolviendo las ecuaciones

k
:Z{Z(js)—Ajs(ﬁ)}=0, §=1,....p, (8)
j=1

y en las propiedades asintéticas de ﬁ Cox conjetur6 que Lp(B) compartia las mis-
mas propiedades de una funcién de verosimilitud completa, y Tsiatis [71] fue el
primero en demostrarlo. Bajo condiciones de regularidad usuales y suponiendo que
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Prob(T > 7) > 0, donde 7 indica el final del estudio, existe una secuencia de solucio-
nes ,én de la ecuacién (8) que converge casi seguramente a 3, es decir, el estimador
B es fuertemente consistente. Ademas /(8 — B) converge en distribucién a una
variable aleatoria normal de media 0 y de varianza o2 (se omite aqui su expresién),
es decir, ,B es asintéticamente no sesgado y normal. El estimador semiparamétrico 3
no es asintéticamente eficiente en la clase de todas las distribuciones posibles puesto
que éstas incluyen los modelos totalmente paramétricos en los que el maximo de
verosimilitud es asintéticamente eficiente. La matriz de varianzas y covarianzas de
B se obtiene a partir de (7) substituyendo 8 por 3.

Para contrastar la hipétesis nula global Hy : 8 = 0 se puede usar el estadistico
score. Se demuestra que, bajo las condiciones de regularidad usuales y bajo Hy, el
vector score U(0) = (Ug(0), £ =1,...,p), donde Ug(0) = Z?:l {2(je) — Aje(0)},
es asintéticamente normal de media 0 y con matriz de varianzas-covarianzas I(0) =
(Ien(0), &,n=1,...,p) donde I¢,(0) = Covje,(0). Por consiguiente, el estadistico
{U(0)}'{1(0)}~1{U(0)} se comporta como una x? con p grados de libertad. Obser-
vemos que Ug(0) e I¢,(0) se corresponden respectivamente con la media de la cova-
riante z¢ y con la covarianza entre z¢ y 2z, en la poblacién R(t(;)) correspondientes
a un muestreo aleatorio sin reemplazamiento. La prueba del score es invariante bajo
diferentes parametrizaciones y solo necesita hacer la maximizacién bajo la hipdtesis
nula, por lo que es idénea para saber si un modelo que depende de unos parametros
debe aumentarse o reducirse con mas parametros sin necesidad de remaximizar.

Se pueden derivar otros test estadisticos, como la prueba de la razén de verosi-
militudes o el test de Wald, que usa directamente el valor de B y se basa en que
vn( B — B) es aproximadamente normal. La prueba de Wald es intuitivamente conve-
niente porque permite presentar las conclusiones del estudio en funcién directamente
de los parametros de interés. Sin embargo, debido a que no es invariante bajo repa-
rametrizaciones, puede dar respuestas absurdas si la funcién de verosimilitud tiene
una forma inusual, por ejemplo si es multimodal.

2.6. INFERENCIA SOBRE Ag(t)

La funcién de riesgo basal Ag(t) no aparece en la verosimilitud parcial y por con-
siguiente no puede estimarse a partir de las soluciones de las ecuaciones de verosimi-
litud (8). La estimacién de Ag(t), y de la correspondiente funcién de supervivencia
So(t), es esencial para poder expresar las conclusiones de los andlisis directamente
en términos de la supervivencia para un grupo particular de individuos asi como
para derivar procedimientos graficos sencillos para evaluar el ajuste del modelo [25].
Siguiendo el enfoque no paramétrico y suponiendo que no hay empates, el estimador
de maxima verosimilitud, derivado por Breslow, para la funcién de riesgo acumulado
Ao(t) = [y Ao(u) du, dado B = B, es

" 1
Ao(t) = > . (9)
) <t ZleR(t(j)) exp{B z)}
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Una vez obtenido B y calculado /A\O(t), el estimador de la funciéon de supervivencia
para un individuo del grupo basal (z = 0), se calcula como So(t) = exp{—Ay(t)}.
Para calcular el estimador de la funcién de supervivencia de un individuo con perfil z
seusa S(t | z) = S'O(t)e"p{ﬂlz}. Se demuestra que, para t fijado, S(t | z) se comporta,
asintéticamente como una normal de media S(¢ | z) y con varianza finita (que aqui
se omite).

2.7. REPRESENTACION MEDIANTE PROCESOS DE CONTEO

En la actualidad, el tratamiento riguroso de los métodos estadisticos para ana-
lizar datos de supervivencia y para estudiar factores asociados con las tasas de
ocurrencia de los eventos, en particular usando el modelo de Cox, se puede unificar
mediante procesos de conteo [45]. Esta formulacién, que presentamos brevemente
por completitud, proporciona un enfoque basado en la teorfa de martingalas que no
solo es elegante sino que permite obtener por un lado expresiones sencillas para los
momentos de los distintos estimadores y por otro las distribuciones asintoticas de
los diferentes estimadores y tests estadisticos.

Sean Ty C variables aleatorias no negativas e independientes. Los datos de
supervivencia se pueden resumir mediante un par (U,0) donde U = min(T,C) y
d = 1(T < C). Para una muestra (U;,d;), ¢ = 1,...,n, se definen los procesos
estocasticos

n n

N(t) = 1U; <t,6;=1) =) N(t), (10)
— =
Zn

Y(t)=> 1(U; > t) ZW (11)

i=1

donde N (t) se corresponde con el niimero de fallos observados antes o hasta t e Y ()
representa el nimero de individuos a riesgo en el momento ¢. Para cada individuo i, el
proceso estocastico { N%(t), t > 0} es un proceso contador, adaptado a una filtracién
{F(t), t > 0} con N(0) =0, N(t) < oo, para todo t > 0 c. s., y cuyas trayectorias
son, con probabilidad igual a 1, continuas por la derecha, constantes a trozos y
con saltos de tamano 1. La filtracién F(¢) (o historia) recoge en el tiempo t el
conocimiento acumulado sobre todo lo acontecido (fallos, censuras y covariantes) a
todos los individuos hasta ¢.

Para cada individuo i el proceso M ’( ) = N(t) — A'(t) es una martingala de
media cero. El proceso A’(t fo Yi(t)\(u) du, llamado compensador de N*(t),
representa la funciéon de rlesgo acumulada durante el tiempo que el individuo ¢ ha
sido observado. Si se denota A(s) = Y1 | Ai(s) y M(s) = Y., M'(s), se observa
que dA(s) = A(s)Y(s), correspondiendo A(s) a la funcién de riesgo introducida

n (1). Ademds, A(t)At representa, con esta terminologia, el cambio esperado del
proceso contador N%(t) en el intervalo de tiempo [t,t + At], condicionado a que
Yi(t) = 1.
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El estimador de Kaplan-Meier para la funcién de supervivencia introducido en

(2) se reescribe como i
- (- 32)

s<t

y puede representarse como la siguiente martingala:

S(t) =St _ [*5(s7) 1(Y(s) > 0) (o
o se e e

La teoria asintética para martingalas permite demostrar de forma bastante directa
que el estimador S(t) es uniformemente consistente y que /n[S(t) — S(t)] converge
a un proceso gaussiano de media cero, con incrementos independientes y con funcién
de varianza S2(t)o?(t) (se omite la expresién de o2(t) en esta exposicién).

La funcién score del modelo de Cox definida en (6) puede asimismo reexpresarse
en términos de la siguiente integral estocéstica:

= [ S Y (s)zeP %
v= ;/0 lZi Y Yi(s)eP dMi(s).

Como el término entre corchetes estd acotado y es predecible, U(t) es una martingala.
El teorema central del limite para martingalas también se aplica aqui y asegura
que n~'/?U(t) converge a un proceso gaussiano de media cero, con incrementos
independientes.

3. EXTENSIONES DEL MODELO DE COX

Desde su publicacién en 1972 [16], el modelo de riesgos proporcionales (3) se
ha convertido en la técnica de regresion por excelencia en estudios de superviven-
cia con datos censurados. El desarrollo tedrico posterior de procesos de conteo y
de martingalas [2, 45] ha permitido extender el modelo de Cox original en varias
direcciones. Destacan, entre otros, los modelos de supervivencia con: (i) covariantes
tiempo-dependientes; (ii) observaciones correlacionadas y/o multiples; (iii) efectos
flexibles no lineales de las covariantes. El enorme interés suscitado por el modelo de
Cox en la comunidad cientifica, ha derivado en la aparicién de numerosas monogra-
flas de indole tedrica y practica sobre diversas técnicas de andlisis de supervivencia
(ver, por ejemplo, [52, 53, 55, 56, 57, 58, 70]).

A continuaciéon exponemos aquellas extensiones metodoldgicas del modelo de
Cox, que han causado un mayor impacto en su aplicacién practica en diversas disci-
plinas, sobre todo en biomedicina.

3.1. MODELO DE COX CON COVARIANTES DEPENDIENTES DEL TIEMPO

En el transcurso de un estudio de supervivencia suelen registrarse (o monitori-
zarse) algunas variables del individuo a lo largo del tiempo, lo que nos conduce al
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concepto de covariantes tiempo-dependientes. Basicamente, existen dos tipos de co-
variantes tiempo-dependientes: exdgenas y enddgenas [62]. Las covariantes exgenas
son aquellas variables «externas» al individuo sujeto a estudio, como, por ejemplo,
ciertos factores medioambientales. Las covariantes endogenas, por el contrario, son
aquellas cuyos niveles dependen del propio individuo. En biomedicina, ejemplos ti-
picos de variables endégenas son los biomarcadores de enfermedades y una gran
variedad de parametros clinicos, como pueden ser los niveles de glucosa en sangre,
las transaminasas o la creatinina, entre otros.

El modelo de Cox de riesgos proporcionales (3) puede extenderse directamente al
caso de covariantes ex6genas. En 1984, Cox y Oakes [25] ya propusieron la parametri-
zacion del riesgo basal A\o(t) = exp{a’y(¢)}, donde y denota al vector de covariantes
dependientes del tiempo. De esta forma, el modelo de Cox se puede expresar como
sigue:

At | z) = exp{B'z}\o(t) = exp{B'z + &y (1)}, (12)

donde z denota el vector de covariantes basales (no dependientes del tiempo). Este
modelo (12) no permite la inclusién de covariantes endégenas, ya que éstas pueden
depender, a su vez, del propio proceso de supervivencia. Esto ha llevado, en los ulti-
mos afos, a un nuevo desarrollo metodolégico de andlisis conjunto (joint modelling)
de supervivencia y covariantes longitudinales. Esta modelizaciéon conjunta se tratara
en la seccién 3.4.

3.2. COMO ANADIR FLEXIBILIDAD AL MODELO DE COX

En el modelo original de Cox (3) se asume que el efecto de las covariantes conti-
nuas en la supervivencia es lineal. En caso de no linealidad se ha demostrado que esta
hipétesis conduce a una estimacién sesgada de los parametros del modelo y reduce
la potencia de los tests estadisticos [3, 68]. Por otro lado, la modelizacién lineal de
un efecto que claramente no lo es puede llevar erréneamente a la suposiciéon de que
los riesgos no son proporcionales en el modelo de Cox [70]. Para tratar este problema
se han propuesto en los tltimos afios diversas extensiones flexibles del modelo (3),
con la forma general

At | 2) = exp{f(2)}ho(t) = exp{fi(z1) + fa(z2) + -+ fp(2)}ho(t),  (13)

donde f; son funciones suaves desconocidas de las covariantes continuas z;, que pue-
den ser representadas utilizando, por ejemplo, splines penalizados (P-splines, [42]).
Este modelo aditivo de Cox ha sido estudiado, entre otros, por Hastie y Tibshirani
[50] en el ambito frecuentista, y por Fahrmeir y Kneib [43] en el 4&mbito bayesiano.
En este modelo aditivo (13), para cada covariante z, la hazard ratio de (4) viene
dada ahora por una funcién que toma la siguiente expresion:

exp{f(2)}
exp{f(zrcf)}

siendo z.ef un valor establecido de antemano.

HR(Z7 Zref) = = eXp{f(Z) - f(zref)};
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A modo de ilustracion, en la figura 1 se muestran los resultados graficos obtenidos
en el trabajo de Flores et al. [46] utilizando un modelo de Cox geoaditivo bayesiano
[43]. En dicho estudio, el interés se ha centrado en la evaluacién de los efectos suaves
de diferentes parametros clinicos, como los linfocitos y la hemoglobina, en la morta-
lidad por linfoma no-Hodgkin en Pert, asi como sus diferencias espaciales segin el
area considerada.

In{HR)
0

In(HR)
0

0 20 a0 60 80 B 10 15

Lymphocytes Hbg

-0.0217 0 0.033

Figura 1: Estudio de mortalidad por linfoma no-Hodking en Pert [46]: de izquierda
a derecha, funcién hazard ratio con sus correspondientes bandas de confianza al 90 y
al 95 % de los linfocitos y la hemoglobina, y diferencias espaciales en la mortalidad.

3.3. MODELOS MULTIESTADO Y DE RIESGOS COMPETITIVOS

En estudios de supervivencia es habitual que los individuos experimenten varios
eventos a lo largo del tiempo. En la literatura estadistica se han desarrollado exten-
siones del modelo Cox que contemplan este tipo de situaciones, como son los modelos
multiestado (Multi-State Models, MSM, [1, 2, 53, 59]). Los MSM son modelos para
procesos estocdsticos en tiempo continuo que permiten que los sujetos se puedan
mover entre un numero finito de estados, denominando transicién al movimiento
de un estado a otro. Esta claro que la complejidad de un MSM depende, en gran
medida, del niimero de estados y de las posibles transiciones entre ellos.

La estrategia mas cominmente utilizada para tratar con este tipo de situacio-
nes practicas, es dividir el proceso en varios modelos de supervivencia, y ajustar
de forma separada el riesgo de movimiento de un estado a otro, también denomi-
nado intensidad de la transicién. Cuando se cuenta con covariantes para tratar de
explicar las distintas transiciones, el modelo clasicamente utilizado es el de Cox de
riesgos proporcionales (3). Por norma general, se suele considerar que el proceso es
markoviano o semi-markoviano [59].

El modelo multiestado més simple es el modelo de mortalidad, que considera
unicamente dos estados: «vivo» y «muerto» y, por tanto, una tUnica transicion. Este
modelo coincide con un modelo de supervivencia clasico que puede adoptar la forma



LA GACETA % ARTICULOS 527

de un modelo de Cox (3). Si en lugar de considerar un tnico estado «vivo» se
consideran k, se obtiene el denominado modelo progresivo de k estados. En la figura 2
se representa el esquema de un modelo progresivo de tres estados para el cancer
de mama [11], donde el estado vital de cada paciente puede ser «Viva y libre de
enfermedad», «Viva con recurrencia» o «Falleciday.

1. Viva y libre de enfermedad 2. Viva con recurrencia 3. Fallecida

Figura 2: Esquema del modelo progresivo de tres estados en cdncer de mama [11].

Asumiendo la hipétesis de Markov, cada intensidad de transicién Ap;(t | z) del
estado h al estado j en presencia de covariantes puede ser modelada como sigue:

Anji(t|z) = exp{ﬂlhjz}/\hjo(t), (14)

donde h € {0,...,k —2} y j = h+ 1, lo que se corresponde con el modelo de Cox
de riesgos proporcionales (3).

En general, la implementacion mas usual de un modelo MSM asume riesgos
proporcionales. De esta forma, todas las transiciones h — j se pueden considerar
condicionalmente independientes dadas las covariantes basales y sus estados iniciales
h. En consecuencia, el riesgo en cada transicién se puede modelizar segin (14), con
h,j€{0,1,...,J} y h # j, siendo J el nimero de estados.

En Beyersmann et al. [10] se presenta un claro ejemplo que corresponde a un
modelo multiestado tipo illness-death. Se trata un estudio de supervivencia de pa-
cientes ingresados en la Unidad de Cuidados Intensivos (UCI). En dicho estudio se
analiza el impacto de la neumonia adquirida en el hospital, siendo el dltimo estado
«Salida de la UCI», tanto por fallecimiento como por alta médica. Esta situacién
real puede representarse a través de un modelo multiestado, cuyo esquema aparece
en la figura 3.

2. Con neumonia adquirida
en el hospital

1. Ingresado en la UCl sin
neumonia adquirida

3. Salida de la UCI

Figura 3: Esquema del modelo multiestado utilizado en [10] para analizar el impac-
to de la neumonia adquirida en pacientes ingresados en una Unidad de Cuidados
Intensivos (UCI).

El modelo de riesgos competitivos (Competing Risks) es otro caso particular
relevante de modelo multiestado. Este modelo ya fue planteado en 1984 por Cox y
Oakes [25]. El modelo de riesgos competitivos constituye una extensién del modelo
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de mortalidad simple (3), a los casos en que los sujetos pueden experimentar uno
de varios eventos (o fallos) que compiten entre si. A modo de ilustracién, en la
figura 4 se presenta el esquema de un modelo de riesgos competitivos considerado por
Beyersmann et al. [10]. Dicho modelo corresponde a un estudio en el cual se pretende
evaluar la influencia de la neumonia en la supervivencia de pacientes ingresados en
la Unidad de Cuidados Intensivos. Los «fallos» compitiendo en este modelo son dos:

«fallecimiento» o «alta».
/ 2. Fallecido

3. Dado de alta

1. Vivo

Figura 4: Esquema ilustrativo del modelo de riesgos competitivos utilizado en [10]
para evaluar la influencia de la neumonia en la supervivencia de pacientes ingresados
en una Unidad de Cuidados Intensivos (UCI).

En general, el riesgo debido a una causa concreta j sigue un modelo de Cox de
riesgos proporcionales:

AO](t | Z) = eXp{/BE)jZ})\OjO(t>7 j S {1a ey J}a

donde J es el nimero de eventos o fallos distintos. En este contexto, se puede sustituir
el modelo de Cox simple (3) en cada transicién por alguna de sus extensiones, como
por ejemplo, modelos de Cox aditivos (13).

En un modelo de riesgos competitivos, cada sujeto puede sufrir un tinico fallo,
por lo que el concepto de dependencia es irrelevante. Por este motivo, pese a tratarse
de un caso particular de MSM, se suele tratar en la literatura estadistica como un
modelo diferente.

3.4. DATOS LONGITUDINALES Y SUPERVIVENCIA

En los estudios biémedicos de supervivencia es habitual recoger los valores de
distintos biomarcadores de un mismo paciente a lo largo del tiempo. Como ya se
ha avanzado en la seccién 3.1, estas medidas repetidas (conocidas como datos lon-
gitudinales) pueden no ser independientes del proceso de supervivencia. Un ejemplo
claro lo podemos encontrar en el estudio presentado por Guler et al. [49], donde se
ha evaluado la relacién entre los niveles de ciertos pardmetros, como el calcio y el
fésforo, recogidos en visitas regulares cada uno o dos meses, y la muerte o el cambio
de tratamiento a hemodidlisis, de pacientes sometidos a didlisis peritoneal. En la
figura 5 se muestran los perfiles individuales de calcio y fésforo para todos y cada
uno de los pacientes estudiados.

Para estos casos, se han propuesto modelos conjuntos de datos longitudinales y
de supervivencia (Joint Modelling for Longitudinal and Survival Data, JMLS), que
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Calcio

0 50 100 150 0 50 100 150
tiempo (dias) tiempo (dias)

Figura 5: Perfiles individuales de calcio y fésforo de pacientes sometidos a didlisis
peritoneal.

consisten basicamente, en dos submodelos: uno para los datos longitudinales y otro
para la supervivencia [63], tal y como se describen a continuacién:

1. Sub-modelo longitudinal. Generalmente, se considera el siguiente modelo lineal
de efectos mixtos para la estimacién del proceso longitudinal (ver [60]):

yi(t) = m;(t) + e(t)
=% (t) + uoi + uri(t) + (), (15)

donde y;(t) corresponde a la respuesta longitudinal del individuo i en el tiem-
po t, x; es el vector de disefio de los efectos fijos para el individuo ¢ (como,
por ejemplo, la edad o el sexo del sujeto) y « son los pardmetros asociados.
En este modelo, ug;, u1; representan los efectos aleatorios para el sujeto ¢, que
se asume siguen una distribucién normal.

2. Sub-modelo de supervivencia. Clasicamente se considera el modelo de Cox pa-
ramétrico (3) incluyendo ademés las estimaciones del modelo longitudinal (15).
Dicho modelo toma la siguiente expresion:

Ai(t) = Xo(t) exp{B'z; + am;(t)},

donde m;(t) denota el verdadero valor (no observado) de la variable longitu-
dinal en el tiempo t y « es el coeficiente asociado a m;(t).
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Desde su aparicién, los modelos JMLS se estan extendiendo en diversas direccio-
nes con importantes aplicaciones practicas. Asi, ya se pueden encontrar importantes
contribuciones metodolégicas (frecuentistas y bayesianas) en JMLS, considerando
riesgos competitivos o datos longitudinales multivariados y supervivencia multiva-
riante (ver, por ejemplo, [4, 49, 66, 69]).

4. IMPACTO DEL MODELO DE COX

Con el fin de evaluar el gran impacto que produjo —y sigue produciendo— el
modelo de Cox en la literatura cientifica, se ha contabilizado el niimero total de citas
del articulo original de Cox, titulado Regression models and life-tables [16], desde
su publicacién en 1972 hasta el dia 15 de septiembre de 2017. En la seccién 4.1 se
presenta una busqueda global en las bases de Web of Science (WoS) y Google Scholar.
Dado que la medicina es el campo de mayor aplicacién del analisis de supervivencia,
en la seccion 4.2 se realizard un estudio pormenorizado del impacto del modelo de
Cox en la investigacién biomédica.

4.1. RESULTADOS GLOBALES

En la base de datos WoS, el articulo de Cox [16] aparece referenciado en un
total de 31111 publicaciones, en su mayoria en forma de articulos y de proceedings.
Utilizando Google Scholar, el ntimero de citas es mayor, mostrando un total de 45953
registros. En la figura 6 se representa el nimero acumulado de citas del articulo de
Cox a lo largo de los afios desde su publicacién en 1972, segin los registros de las
dos bases de datos utilizadas. En dicha figura se puede observar que el nimero de
citas es similar en ambas bases hasta principios de los anos 90 del pasado siglo y
que, a partir de ese momento, la WoS muestra un niimero acumulado de citas menor
que Google Scholar. Esta discrepancia a partir de esas fechas puede deberse a que,
a diferencia de la WoS, Google Scholar no hace distinciéon alguna entre el articulo
original y la monografia de Cox con el mismo titulo [20] publicada en el afio 1992.

Se ha utilizado la herramienta Claravite Analytics de la WoS con el objetivo
de estudiar las diferentes areas de investigacion en las que se ha citado el articulo
original de Cox [16]. Se ha comprobado que dicho articulo ha sido citado en un total
de 132 areas de investigacion distintas, a través de 3016 revistas cientificas. En el
cuadro 1 se muestran los campos de estudio en los que se engloban dichas areas de
investigacion. Se puede observar, por ejemplo, un uso en 56 areas de investigacion
en el campo de la biomedicina, en 21 de la biologia o 15 de ingenieria.

En un intento de comparar el nivel de citacién de un modelo mateméatico como
es el de Cox, en el d&mbito matematico tedrico y en un campo aplicado —como es
la medicina—, en el cuadro 2 se muestra el nimero de publicaciones de las areas
de investigacién biomédicas y matemdticas con mayor nimero de citas a [16]. En
dicho cuadro, se puede observar que oncologia es el area biomédica que mas utiliza el
modelo de Cox, mientras que en matematicas, tal como era de esperar, la estadistica
es el darea donde se produce el mayor nimero de contribuciones metodolégicas al
andlisis de supervivencia relacionada con el modelo Cox.
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Figura 6: Nimero acumulado de citas del articulo de Cox [16] desde su publicacién
en 1972 hasta el 15 de septiembre de 2017 segun los registros de la WoS (un total de
31111 citas) y de Google Scholar (un total de 45953 citas). La linea de referencia
representa el afio 1992, afio de publicacién de [20].

Campos N.° de areas
de investigaciéon de investigacion

Biomedicina 56
Biologia 21
Ingenieria 15
Ciencias Sociales
Fisica
Humanidades
Matematicas
Derecho
Economia
Geografia
Geologia
Informatica
Meteorologia
Quimica

©

RN WWWwWwwot

Cuadro 1: Numero de 4reas de investigacién (sobre un total de 132) por cada campo
de estudio en las que se ha citado el modelo de Cox (1972), desde su aparicién hasta
el 15 de septiembre de 2017.

Es preciso aclarar que las areas de investigacién no son mutuamente excluyen-
tes, en el sentido de que un articulo puede estar indexado en el ISI Journal Cita-
tion Reports en varias categorias a la vez. Asi, un articulo publicado, por ejemplo,
en la revista Statistics in Medicine, indexada en la categoria Statistics €& Probabi-
lity, también lo estd en otras categorias, como Medical Informatics, Mathematical &
Computational Biology, Medicine Research & Experimental o Public Environmental
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Campo Areas de investigacion Numero de articulos

Biomedicina
Oncologia 9305
Cirugia 2576
Hematologia 2234
Medicina General 2188
Salud Piblica 2162
Cardiologia 2140
Biologia Computacional 1417
Radiologia 1192
Inmunologia 1017
Neurologia 909

Matematicas
Estadistica 3129
Investigacién Operativa 263
Otras areas 160

Cuadro 2: Numero de articulos (sobre un total de 31111) en las principales areas
de investigacion de la biomedicina y matematicas con mayor nimero de referencias
al articulo de Cox (1972). Periodo: desde 1972 hasta el 15 de septiembre de 2017.

& Occupational Health.

4.2. RESULTADOS EL AREA DE BIOMEDICINA

Esta seccion se centrard en el impacto de la metodologia de Cox en la investiga-
cién biomédica. Recopilando todas las areas de especializaciéon médica, cabe destacar
que un total de 85718 investigadores en dichas areas han citado al menos una vez,
a lo largo de su carrera profesional, el articulo de Cox [16], publicando un total de
25655 articulos, lo que demuestra el enorme uso de la metodologia de supervivencia
de Cox, desde su propuesta inicial en 1972.

A pesar del gran niimero de estudios biomédicos encontrados, los datos anteriores
no reflejan el impacto verdadero del modelo de Cox en la investigacién biomédica,
infraestimando notablemente el nimero de citas real. Ello es debido a que una gran
mayoria de publicaciones biomédicas utilizando la metodologia de Cox no la refe-
rencian directamente del articulo original de Cox, sino a través de otras fuentes
indirectas tales como monografias de supervivencia, manuales de software estadisti-
co, etc.

Para realizar una mejor aproximacién al impacto real del modelo de Cox en bio-
medicina, se ha realizado una bisqueda mas pormenorizada en la WoS, y también
en la base de datos PubMed (motor de biisqueda frecuente de articulos en el drea
biomédica). Esta btisqueda se ha llevado a cabo, ahora, con los términos que ha-
bitualmente utilizan los investigadores biomédicos para referirse al modelo de Cox
en sus publicaciones: «Cox regression» OR «Cox model» OR «Proportional hazard
model» OR «Proportional hazards model» OR «Proportional hazard regression»
OR «Proportional hazards regression», a los que nos referiremos en el texto como
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KW_ Cox. Utilizando cualquiera de estos términos, las citas al modelo de Cox se
incrementan notablemente, figurando en PubMed un total de 63116 articulos, y en
la WoS un total de 55 230 publicaciones. Cabe aclarar que estos datos siguen subesti-
mando el impacto del modelo de Cox, puesto que los motores de biisqueda utilizados
(WoS o PubMed) detectan las palabras clave seleccionadas, siempre y cuando figu-
ren en el titulo o abstract del articulo, pero no en el cuerpo del articulo (algo usual
en la literatura biomédica).

Basandose en los resultados de la WoS, en la figura 7 se representa el porcentaje
de citas del articulo original de Cox [16], comparéndola con la obtenida a través del
conjunto de palabras clave habituales, KW__Cox, definido anteriormente. En dicha
figura, se puede observar que a partir de 1999-2000, existe una tendencia creciente
muy acusada de citaciones utilizando el conjunto de términos KW_ Cox. A partir
de esas mismas fechas, se detecta, en cambio, un descenso en el porcentaje de citas
del articulo original. Esto es debido a que, paulatinamente, el articulo fue sustituido
por referencias bibliogréficas sobre la metodologia original de Cox y sus extensiones,
mas facilmente comprensibles por investigadores biomédicos.

——  Articulo Original
---- KW_Cox

Porcentaje de citas %, KW_Cox

Porcentaje de citas %, Articulo Original

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr T T T T T T T
1973 1977 1981 1985 1989 1993 1997 2001 2005 2009 2013
Afios

Figura 7: Porcentaje de citas por afio utilizando el articulo original de Cox (total
25304 citas) en comparacién al porcentaje utilizando las palabras clave KW__Cox
(total 50387 citas) en el area de la biomedicina. Periodo: 1972-2016. Motor de
buasqueda: Web of Science.

5. Uso DEL MoODELO DE COX: SOFTWARE ESTADISTICO

El uso del modelo de Cox se ha extendido enormemente a diferentes disciplinas
gracias a la disponibilidad de software estadistico. Entre los programas comerciales
que tienen implementado el modelo, se encuentran algunos tan conocidos como SAS
(SAS Institute, Cary, NC), STATA (StataCorp, 2017), SPSS (IBM Corp., 2016),
S-PLUS (TIBCO Software Inc., Palo Alto, CA) o Statistix (Analytical Software,
Tallahassee, FL). También existen rutinas en MATLAB (Mathworks, Natick, MA)
que permiten la estimacién del modelo de Cox.
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Actualmente existen programas libres, como Epi-Info (CDC, Atlanta, GA) o
BayesX [8], que posibilitan la estimacién de este tipo de modelos de regresion. Pero,
sin duda, el entorno R (R Core Team, 2017 [61]) es el lider entre los programas
informéaticos que permiten el ajuste de modelos de Cox y todas sus extensiones,
incluyendo las més actuales (como los MSM, el modelo de riesgos competitivos o
los JLMS). En la actualidad se pueden encontrar més de 100 paquetes en CRAN
[61] con los que se puede realizar este tipo de andlisis de supervivencia. Entre los
altimos desarrollos, se encuentran paquetes informéticos que permiten incorporar
en modelos de Cox, informacién espacial o incluso datos funcionales entre otras
covariantes predictoras.
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