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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logronio. Para los problemas de este nimero
se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 30 de junio de 2018.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion serdn tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 329. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Leén, Leon.
Hallar mcd(A, B), si Ay B son niimeros enteros tales que (1++/5)2°17 = A+ B/5.

PRrROBLEMA 330. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Azerbaijan Diplomatic Academy,
Baku, Azerbaiydn.
Determinar todos los polinomios p(x) tales que p(0) =0y

p(x+y) > p(x) + (= + 1)p(y),

para x,y € R.

PRrROBLEMA 331. Propuesto por Abdilkadir Altintas, Afyon, Turquia, y Leonard Giu-
giuc, Drobeta Turnu Severin, Rumania.

Si en un tridangulo ABC' se verifica que sen Asen Bsen C' = %, determinar el
minimo valor de cos A cos B cosC.
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PROBLEMA 332. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

En un tridngulo ABC sean @) y P, respectivamente, los puntos donde las bisec-
trices interior y exterior del dngulo en el vértice C' cortan al lado AB. Denotamos
CQ =v, CP =wysea PA/QA = k. Hallar el drea y el perimetro del tridngulo
ABC en términos de v, w y k.

PROBLEMA 333. Propuesto por Pablo Refolio, Madrid.
Evaluar la suma

53 1)"+1(36n — 33n + 8)(6n — 5)!
26n(3n — 1)!2 '

n=1

PROBLEMA 334. Propuesto por Angel Plaza, Universidad de las Palmas de Gran
Canaria, Las Palmas.

, e n
Sean 1, ..., T, nimeros reales positivos tales que [ 12> 1 Probar que
[e%) n k+1
ZJ 1 x] 1
> e < ~
k=1 EJ 175 Y HJ 125 —1

PROBLEMA 335. Propuesto por Quvidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania.

Sea A € M3(Q), donde M2(Q) es el conjunto de las matrices cuadradas de orden
dos cuyos elementos son nimeros racionales; asi mismo, sea Iy la matriz identidad,
y Os la matriz nula. Si definimos

=

— (-1 k
log A = A — I)Ft!
og kE:O F ( 2)" ",

probar que log A € M3 (Q) si y solo si (4 — I)? = Os.

PROBLEMA 336. Propuesto por Daniel Sitaru, National Economic College “Theodor
Costescu”, Drobeta Turnu Severin, Rumania.

Sean f,g : [0,1] — R dos funciones tales que g(x) # 0, para z € [0,1], y
lim,_so @ = 1. Calcular

i 32 (ol5) o) ey - s+ o)
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Soluciones

PROBLEMA 305. Propuesto por Larry Glasser, Clarkson University, Potsdam, Nue-
va York, EE.UU.
Probar la identidad

i e—27 " et ogn | ¢~ 3
senh(2-(+1))  senh(2-7) Ce—17

n=1

Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.
Teniendo en cuenta que senhx = (e* — e~ %)/2, un argumento de induccién
permite probar de manera elemental que, para cualquier entero positivo M,

i/[: g2 Y B e 27" _on) g 1 B 1 n e—2
<= \senh(2=("*1)  senh(27") S\ -1 27 M 1)

Entonces el resultado se sigue inmediatamente usando que

También resuelto por T. Aguilar, A. Castario, M. A. Diaz, J. Nadal, M. Omarijee, P. Perfetti,
A. Plaza, B. Salgueiro, J. Vinuesa y el proponente

NotA. Todas las soluciones recibidas suman la serie propuesta utilizando, de un
modo u otro, un procedimiento telescépico que implicitamente también aparece en
la solucién seleccionada. En la solucién de A. Plaza, usando la igualdad

_o—(n+1) _o9—mn
e 2 e? 1

senh(2-("+1))  senh(2-") ~ senh(2-")’

el resultado se obtiene a partir de la férmula

> (o - ?) =1
= senh(27Jx) tanh x

que se prueba en [1] mediante una variante de un argumento de «telescopizaciény.

REFERENCIAS
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PROBLEMA 306. Propuesto por Cornel Ioan Vilean, Teremia Mare, Timis, Ruma-
nia.
Probar que

/1 /1 dx dy - % (G i %bg(z - \/3)) ;

Viva Jvi—va (@ + )2+ (14 xy)
donde -
G =
nz;) 2n+1

es la constante de Catalan.

Solucion enviada por Larry Glasser, Clarkson University, Potsdam, Nueva York,
EE.UU.
Para 0 < a,b < 1, consideramos

// dacdy

V(a,b) .
(x+9)?+ (14 zy)?
a(arctan(x+y>>— L

Ay Ltay))  (z+y)?+ (1 +ay)?

1
0 r+a dx
V(a,b) = — —arct
(a,b) /b (4 arc an(l—i—xa))l—xz
—/1arctan l—al—x dx
— l+al+z)1—a%

donde en el dltimo paso hemos usado la relaciéon

Como

tenemos

s 1—w
— —arctanw = arctan | ——
4 1+w
con w = 1””_:;“(1 Ahora, con el cambio de variable ; +Z 1 T =1 deducimos que
1 1—al-0
b - -
Via,b) = 5 Tiz (1+a1+b>’
donde

4
Tig(z) _ arctant dt
t
0

es la funcién arcotangente integral.
Finalmente, el resultado propuesto se obtiene tomando a = b = /3 — V2 y
teniendo en cuenta la identidad

Tiz(2 — V3) = §G + 1”—2 log(2 — V3) (1)

probada por Ramanujan [2] (articulo que puede verse en la recopilacién [1, pag. 40]).
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También resuelto por el proponente.

NoTA. La prueba de Ramanujan de (1) recogida en [2] es realmente simple y ele-

gante. Comienza considerando la identidad

sen(2x) n sen(6z) n sen(10x) sen(2(2n + 1)z)
12 32 52 (2n+ 1)

+- -+ = Tiy(log ¥) —x log(tan x),

cuya prueba se obtiene por derivacién con respecto a x de ambos miembros de la
igualdad. Después, tomando = = 7/12, como

L
@2n+ )7 2 ]
sen ——— =< (=1), n=3j+1,

6
CLY n=3j+2,

obtiene que 2 Tiz(1) = 3 Tiz(2 — v/3) + T log(2+ v/3) v, asi, (1) es inmediata ya que
Tiy(1) = G.

PROBLEMA 307. Propuesto por Cristébal Sinchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Sean X, Y y Z las proyecciones del baricentro G de un tridngulo ABC sobre los
lados BC, CA y AB, respectivamente. Sean S y T las areas de los tridngulos ABC
y XY Z, respectivamente. Probar que

B é a’® + b2 + 2
T 9 a2

donde a, b y ¢ son las longitudes de los lados BC, CA y AB, respectivamente.

T S3,

Solucién enviada (independientemente) por Miguel Amengual Covas, Cala Figuera,
Mallorca, y Raul A. Simén Eléxpuru, Chile.

Designemos por hg, hy v he las longitudes de las respectivas alturas relativas a
los lados BC, CA'y AB del tridngulo ABC. Si D es el pie de la perpendicular desde
el vértice A al lado BC, véase la figura 1, se tiene que h, = AD.

Si M es el punto medio del lado BC, los tridngulos ADM y GX M son semejantes
y, por tanto,

GX GM 1

AD ~ AM 3’
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Figura 1: Esquema para la soluciéon del Problema 307.

lo que implica
1
GX = -h,.
3

De manera analoga se deducen las relaciones GY = %hb yGZ = %hc.
Puesto que los dngulos ZGXC'y ZCY G del cuadrilitero GXCY son rectos, los
angulos ZYGX y ZXCY (= ZC) son suplementarios y se verifica que

A 1 11, 1
Area(AGXY) = §GX -GY -sen (LYGX) = 3 §h“ . ghb sen C.
A su vez, las igualdades 25 = a - h, = b- hy = absen C implican hghysen C' = 5%32
y, por consiguiente,

‘ 45°
Area(AGXY) = ——.
rea( ) VETE
Andlogamente, Area(AGY Z) = % y Area(AGZX) = %. Finalmente, al ser

G un punto interior al tridngulo ABC, T es igual a la suma de las dreas de los
tridngulos GXY, GYZ y GZ X, y se tiene la igualdad

T_453 1 1 1
9 a?b?  b2c? 22 )’

que es equivalente a la propuesta.

También resuelto por F. D. Aranda, A. Fanchini, J. Nadal, R. Peird, B. Salgueiro, J. P. Sempere,
N. Stanciu y T. Zvonaru (conjuntamente) y el proponente.
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NoTA. En las soluciones enviadas por B. Salgueiro y N. Stanciu y T. Zvonaru se
indica que este problema relaciona las dreas del tridngulo ABC'y el tridngulo pedal
de G respecto de ABC'y que, entre las férmulas que pueden encontrarse en la pagina
web http://mathworld.wolfram.com/PedalTriangle.html, estd la relacién
R? - 0G?
T=——5,
4R?

siendo O y R, respectivamente, el centro y el radio de la circunferencia circunscrita
al tridangulo ABC, de donde resulta facilmente la identidad propuesta.

PROBLEMA 308. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sitamarian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.
Si

/2
I, = / {/(senx)" + (cos z)" dz, n €N,
0
evaluar los limites

L= lim I, y lim n?(I, — L).

n—0o0 n—0o0

Solucion enviada por Moubinool Omarjee, Lycée Henri IV, Paris, Francia.
Con el cambio de variable tan? z = t se tiene

I _/°° V1 + /2 14—1571/2
") 2\f(1+t3/2 \fl+t3/2
y aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (notar que el inte-

grando estd acotado superiormente por la funcién 2¢t—/ 2(1 —|—t)’3/ 2 que es integrable
n (0,1)) llegamos a

e dz
L= lim [, = = —— = V2
noo / Vi1 +1)3/2 /1 (1+ z)3/2 vz

Puesto que
9 ! \"/1+t”/2—1 B Lp(/T+s—1)s/n
n (I, dt =2 s,
VH1 4132 o s(1+s2/m)3/2
donde en el tdltimo paso hemos usado el cambio de variable t*/2 = s, usando

nuevamente el teorema de la convergencia dominada (en este caso, la desigualdad
(1+2)" —1<rz vilida para z > —1 y 0 < r < 1, permite estimar superiormente
en el intervalo (0,1) el integrando por una constante), deducimos que

1 ["log(1 2
n— 00 \/§ 0 S 12\/?
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ya que, como es conocido,

2

/ log(1+s i
o - k+1 12

También resuelto por L. Glasser, S. de Luzdn y A. Plaza (conjuntamente), P. Perfetti, B. Salgueiro
y los proponentes.

PROBLEMA 309. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary
School, Buzau, Rumania.

Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo no isésceles ABC'. Si
m > 0, probar que

a3(m+1) N b3(m+1) N C3(rn+1) - (a Lb+ C)erl
((a=b)(a—c))m+t  ((b—a)(b—c))™*" * ((c—a)(c— b))+ 3m

Nota. Como observan J. Nadal y A. Stadler, la desigualdad propuesta es falsa.
J. Nadal prueba esta afirmaciéon tomando a = 5, b = 6, ¢ = 10 y m = 2. En ese
caso, el lado izquierdo de la desigualdad propuesta es —16839 y el lado derecho es
un valor positivo. A continuacién presentamos la demostracién de A. Stadler de la
desigualdad

g3(m+1) p3(m+1) 3(m+1) (a+ Db+ c)m+!
@D  b-alb-o T c-ae-br o sm

(1)

Solucion enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.
En el caso m = 0, como entre las cantidades (a — b)(a —¢), (b —a)(b—1¢) y
(¢ — a)(c —b) una es negativa, se tiene

a3 b3 I
@—Da—0o]  [6-ab-0]  [c-al=-b)
ad b3 3
@ a—9 T t-at-9 e-ae_p TP

Asi, para m > 0, usando que la media aritmética estd acotada superiormente por la
media de orden m + 1, obtenemos que

<a+b+c>m+1

(;( a—) a—c>|+|<b—a§ib—c>|+|<c—aic—b>))m“
1
<3

3(m+1) b3(m+1) 3(m+1)
<|(a “Ha— o - a)b— P (e —a)e- b)l’”“) ’
y esto implica (1).
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PrROBLEMA 310. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Qafqaz University, Khyrdalan,
Azerbaiydn.
Probar que para cualquier nimero racional m/n se verifica la desigualdad

m 1
-=|>=.
‘\[ n 6n2

Solucion enviada por Martin Ortiz Ramirez (estudiante), Merton College, Universi-
dad de Ozxford, Reino Unido.

Basta probar la desigualdad propuesta cuando |v/7 — o< %, puesto que, en caso
contrario, el resultado es inmediato. En esa suposicién, se verifica que 0 < m/n < 3
y, por tanto,

m
‘\ﬁ - —‘ <6.
n
Ahora, como /7 es irracional, para cualesquiera enteros m y n se tiene que
|7n? —m?| > 1.

De este modo resulta

2
m
m ‘77

1 mP-m?| 1
Ml e e e e

y la prueba esta concluida.

También resuelto por M. A. Diaz, Kee-Wai Lau, A. Messegué, J. Nadal, P. Perfetti, J. Vinuesa y
el proponente.

PROBLEMA 311. Propuesto por Florin Stanescu, Serban Cioculescu School, Gdesti,
Rumania.

Sea f :[0,1] — [0,1] una funcién derivable verificando las siguientes propieda-
des:

a) f es inyectiva, b) f(0)=0y f(1) =1, c) [ es creciente.

Probar que se verifica la desigualdad

[ r@as [apwie< (2= [ @ - as)

2
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Solucion enviada por el proponente.

Como f es inyectiva y continua, es estrictamente mondtona y, puesto que f(0) =
0, debe ser estrictamente creciente. Ademads, como f(1) = 1, la funcién f es biyectiva
y, por tanto, tiene inversa. La funcién f~! serd derivable y se cumplird la relacién

/f dx+/f x)dr =1. (1)

Puesto que [’ es creciente, f es convexa y, asi, si 0 < 21 < s < x3 < 1, se
verifica la desigualdad

f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(xz)_

T2 — T1 T3 — T2

En particular, si z € (0,1), como 0 < f~1(z) < 1, se cumple que

FUH) = £0) _ f) = £ ()

(=) I e A € B
y, por tanto, x < f~!(z). Este hecho implica de manera obvia que
fl@)<z < f ), xel0,1]. (2)

Aplicando nuevamente la convexidad de la funcién f, para z € (0,1] tal que 0 < z <
f~1(x) se verifica que
f) _ = f(=z)

x s fYx) -2’

lo cual implica
fl@)f @) <2, xzelo1]. 3)
Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y usando (1), (2) y (3), tenemos

(/ @ ) — ) dx)2

S/1f2(:c)(f‘1(x)—x)dx-/ol(f‘l(w)—w)dfc

([ o o) G- 1)
(o) i 00

-1 (/ f(x)dm—kf/ xf2(x)dx) +/1mf2(x)dx~/1f(x)dw
\//f dx/fo()da:+/arf dx/f

:(M \//xf wa- [ )

IN
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/xf2 Yda - / f(z
se cumple
/01f<x>(f—1<>—:c>dx<—\// fa)da- / 2f2(2) da

y la desigualdad propuesta se sigue de manera evidente.

Como

OO\H

No se han recibido otras soluciones.

PROBLEMA 312. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, 1. E. S. Cassda de la Selva,
Cassa de la Selva, Girona.

Una pirdamide recta de altura h tiene de base un n-gono regular de perimetro 2p.
Un gusano quiere escalar la pirdmide e inicia su ascensién en un vértice de la base.
Arrastrandose por una cara, se dirige perpendicularmente hacia la arista opuesta.
Al llegar a esta arista prosigue su camino, siempre en el mismo sentido, por la
cara adyacente, siguiendo una trayectoria perpendicular a la arista opuesta, y asi
sucesivamente.

Calcular la distancia que recorre el gusano hasta que completa m vueltas alrede-
dor del eje de simetria de la piramide, asi como la altura sobre el suelo a la que se
encuentra en ese momento.

Solucion enviada por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Castellon.

El problema se visualiza y se expresa muy claramente en funcién de los datos
del tridngulo de una de las caras, a partir de lo que seria un desarrollo plano del
recorrido del gusano, véase la figura 2.

Para facilitar la escritura denotaremos por b el lado del poligono, por £ la arista de
la pirdmide y por « el &ngulo ZAV B. Todos estos valores son facilmente expresables
en funcién de los datos de la pirdmide; en concreto, b = % y

_ p
= 5
nsen §
Como también se tiene la expresién
B2
C=[h?+ —=
2sen2 2’
n
se deduce que
sen -
sen

2 /PPt inZsen’E
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Figura 2: Visualizacién de los cinco primeros pasos de la trayectoria del gusano del
Problema 312.

La trayectoria del gusano se visualiza claramente plegando las sucesivas caras
sobre la primera alternando el sentido; dicha trayectoria queda como una sucesiéon
de segmentos cada uno perpendicular a la arista de llegada. En la figura 2 se muestran
los cinco primeros pasos. El resto es un simple calculo dado que las longitudes forman
una progresiéon geométrica de razén menor que uno.

En efecto, el tridngulo AFE; Ms es rectangulo en Ms y e; = ejcosa, y por la
semejanza de los tridngulos sucesivos F1MsN3, MsN3My, etc., tenemos que es
ery1 = egcosa, con k = 1,2,.... Como e; = bcos 5, la distancia AFE), recorrida
tras m vueltas completas serd, si ponemos t = mn,

t t

1— (cosa) @
AEt = Zek = meOSa.
k=1

Por el teorema de Tales, los segmentos AM;, My Ms, etc., forman también otra
progresién geométrica de razon cos a.

La longitud AM; alcanzada sobre la arista de partida tras m vueltas completas
se puede obtener aplicando el teorema de los senos al tridngulo AE,M,,. En efecto,
como

AM; AFE;
sen% " sen (% + %)

se tiene que
AMt = AEt tan %,

de donde resulta ) .
A, —p Lo (eosa)t e
1 —cos« 2
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Figura 3: Esquema para el calculo de la altura del punto M; en el Problema 312.

Finalmente, vamos a calcular la altura sobre la base de este punto final M;. Sea
P la proyecciéon de M; en el plano de la base, véase la figura 3. Por la semejanza de
los tridngulos VOA y M;PA tenemos

M,P  AM,
ot

y entonces
h hbl-— ¢
MP = ap, b= bL=(cosa) o
Y4 !/ 1—cosu 2

También resuelto por R. S. Eléxpuru, J. P. Sempere y el proponente.



