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El modelo evolutivo de Kimura:
un enlace entre el algebra, la estadistica y la biologia

por

Marta Casanellas*

RESUMEN. El élgebra y la estadistica han estado presentes en biologia evo-
lutiva desde sus inicios. En este articulo mostramos una pequena parte de la
interrelacion entre el dlgebra, la estadistica y la biologia evolutiva centrandonos
en el estudio de un modelo de mutacién de nucledtidos propuesto por Kimura.
Se puede explorar la estructura algebraica de este modelo mediante el uso de
la transformada de Hadamard (o de Fourier sobre un grupo finito). Explicare-
mos como estas técnicas se pueden usar en métodos de seleccion de modelos
evolutivos y de reconstruccién filogenética.

1. INTRODUCCION

Seguramente nadie se cuestiona que la estadistica esta detras de los estudios en
biologia evolutiva, pero seguro que hay dudas sobre el papel del algebra y la geome-
tria en este campo. Sin embargo, el dlgebra ha estado presente en biologia evolutiva
desde que las matematicas se usan para modelizar la evolucién de especies y de po-
blaciones y, en consecuencia, la biologia, la estadistica y el algebra han interactuado
desde hace mucho tiempo. Un ejemplo de esta interaccién lo encontramos ya en el
trabajo de K. Pearson [21] de 1894 y se recoge bien en la cita del bilogo J. M. Smith:
«If you can’t stand algebra, keep out of evolutionary biology» [25].

En este articulo nos proponemos mostrar el uso de técnicas algebraicas para en-
tender el modelo evolutivo de Kimura 3-pardmetros [19] (y en consecuencia también
sus submodelos), y para ver como se pueden dar métodos de seleccién de modelos
evolutivos y de reconstruccién filogenética basados en estas técnicas. La filogenética
tiene como objetivo recomponer las relaciones ancestrales entre especies actuales a
partir de sus genomas. Establecer la historia evolutiva de las especies biologicas es
relevante para distintas areas de la biologia. Por ejemplo, es necesario para la de-
teccion de genes, para identificar la funcionalidad de éstos, o para el estudio de la
estructura de proteinas.

Se suele modelizar la evolucién de las especies en un drbol filogenético (véase la
figura 1), donde las hojas representan las especies que viven actualmente en el planeta
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y los nodos interiores representan sus especies ancestrales. Uno de los objetivos
primordiales de la filogenética es encontrar el arbol filogenético méas plausible que
relaciona un grupo de especies actuales dadas. Para conseguir este objetivo se usa el
genoma de las especies actuales y se proponen modelos estadisticos de evolucién de
las secuencias de ADN.

b

A Gallinas Patos Demas aves Pajaros cantores
Craciformes  Galliformes  Anseriformes Passeriformes
Neoaves
Galloanseri i
Avestruces
Neognatha Palaeognatha

Figura 1: Un arbol filogenético con especies de aves. Autor: Ecelan, distribuida bajo
la GNU Free Documentation License.

El modelo de Kimura 3-parametros es uno de los modelos basicos de mutacién de
nucleétidos. Kimura plante6 que, en ciertas partes del genoma, los nucleétidos mutan
aleatoriamente; esta hipotesis es la base de la mayoria de métodos de reconstruc-
cién filogenética que se usan actualmente. Propuso ademés un modelo de sustitucién
de nucleétidos basado en las distintas composiciones quimicas de los cuatro nucle6-
tidos. Desde el punto de vista matematico, el modelo de Kimura 3-parametros es
interesante gracias a las simetrias de sus matrices de transicion. Como veremos, la
transformada de Hadamard diagonaliza simultdneamente todas las matrices de tran-
siciéon de este modelo, independientemente de los parametros. Este hecho permite
estudiarlo a fondo y tiene consecuencias relevantes en el estudio filogenético: permite
caracterizar exactamente las distribuciones de secuencias de nucleétidos que evolu-
cionan en un arbol filogenético bajo este modelo, determinar la identificabilidad de
los pardmetros del modelo, y proponer métodos de reconstruccion filogenética y de
seleccién de modelos. La transformada de Hadamard es una técnica que ha sido usa-
da en multiples aplicaciones, desde la computacién cuantica hasta la cristalografia.
En el contexto de filogenética que tratamos aqui, se corresponde con una transfor-
mada de Fourier sobre un grupo finito (véase la seccién 3); sin embargo, en este
articulo hemos optado por usar sélo técnicas de algebra lineal y multilineal para
presentar los resultados.

Un estudio profundo de la estructura de este modelo permite usar técnicas de al-
gebra lineal y multilineal para entender la geometria del espacio de distribuciones de
secuencias de nucleétidos que evolucionan bajo el modelo de Kimura 3-pardmetros.
Este tipo de herramientas tienen cabida dentro de la geometria algebraica: el es-
pacio de distribuciones del que hablamos se puede pensar como (un subconjunto
de) una variedad algebraica y en este caso el estudio en profundidad del modelo
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permite descubrir que hablamos de una variedad térica (véase la seccién 4). Ligada
a la geometria algebraica encontramos el algebra conmutativa y en este marco los
resultados de la seccién 4 nos permiten descubrir generadores del ideal de la variedad
algebraica correspondiente. En filogenética, los polinomios del ideal de la variedad
fueron llamados «invariantes filogenéticos» por los bidlogos Cavender y Felsenstein
en el ano 1987 [7]: los definieron como polinomios que se anulan sobre cualquier
distribucién de secuencias de nucleétidos que evolucionan en un arbol filogenético
dado (bajo un modelo evolutivo prefijado).

Todas estas técnicas se enmarcan dentro de una nueva disciplina llamada es-
tadistica algebraica, nombre acufiado por Pistone, Riccomagno y Wynn [22] (véase
también el libro de referencia [20]). En sus aplicaciones a la filogenética, esta disci-
plina ha dado lugar a herramientas potentes como SVDquartets [8], Erik+2 [12] y
Split Scores [1], que han sido implementadas en uno de los programas de reconstruc-
ci6n filogenética mds usados por los bidlogos, PAUP* [29]. Aunque en este articulo
nos restringimos a un modelo de evolucién sencillo y consideraremos sélo arboles de
cuatro especies, técnicas similares son las que han dado lugar a estos métodos mas
generalizados, que contemplan modelos y situaciones mucho més complejas.

2. EL MODELO DE KIMURA 3-PARAMETROS

Las relaciones ancestrales entre un conjunto de especies se representan en un
arbol filogenético. En él, los nodos hojas representan las especies actuales, la raiz
(si existe) representa su ancestro comin, los nodos interiores representan especies
ancestrales y cada divisién en ramas representa un proceso de especiacién (véase
la figura 1). En términos matemdticos, un &rbol filogenético es un arbol (es decir,
un grafo conexo y sin ciclos) junto con una biyeccién entre las hojas y las especies
actuales que representamos en el arbol. El arbol tiene raiz si hay un nodo interior
distinguido desde el que se orientan las aristas de forma natural. Aunque la raiz
tiene el papel destacado de representar el ancestro comtn a todas las especies del
arbol, a menudo tratamos con arboles sin raiz puesto que la mayoria de los métodos
de reconstruccién filogenética no pueden inferir la posiciéon de la raiz. Cuando se
habla de topologia del arbol filogenético, se hace referencia a la clase de isomorfismo
del grafo teniendo en cuenta que los isomorfismos tienen que preservar la biyeccion
dada en las hojas. La topologia especifica qué grupos de especies se crean en cada
momento del proceso evolutivo (por ejemplo, los tres drboles filogenéticos sin raiz
de la figura 2 tienen distinta topologia). La longitud de una arista de un &rbol
filogenético normalmente representa la distancia evolutiva entre los dos nodos de la
arista (en términos de cantidad de mutaciones), pero en este articulo no tendremos
en cuenta esta magnitud.

El estudio evolutivo de las especies se lleva a cabo a partir del ADN de genes
asociados a ellas. Debido a la simetria de la doble hélice del ADN, las moléculas
de ADN las pensamos como una secuencia ordenada de caracteres en el alfabeto
A,C,G,T (letras que representan los nucledtidos: adenina A, citosina C, guanina G, y
timina T).
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Figura 2: Las tres topologias posibles de arboles de 4 hojas sin raiz sobre el conjunto
de especies {1,2, 3,4} se denotan por T12134, T13]24, ¥ T14)23 Tespectivamente.

Con la finalidad de reconstruir el arbol filogenético que ha dado lugar a las es-
pecies actuales, se recurre habitualmente a modelizar la evolucién con procesos de
Markov de sustituciéon de nucledtidos. El proceso de Markov en un arbol asume que
los procesos evolutivos en distintas ramas sélo dependen del nodo que tengan en
comun. Supondremos ademas que las distintas posiciones de la cadena de ADN evo-
lucionan aleatoriamente, de forma independiente y bajo las mismas probabilidades
de mutacién, por lo que es suficiente modelizar la mutacién de un solo nucleétido
como sigue.

Suponemos dado un arbol filogenético, por ejemplo el de la figura 3 donde el nodo
r hace el papel de raiz (puesto que las aristas son dirigidas desde este nodo hacia
las hojas). Seguidamente a cada nodo le asignamos una variable aleatoria discreta
que toma valores en el conjunto {A,C,G, T} de los cuatro nucledtidos. Las secuencias
de ADN de las especies actuales dan observaciones de las variables aleatorias en las
hojas del arbol, por lo que a las variables aleatorias en las hojas del arbol se las llama
variables «observadas». Por su parte, las variables aleatorias en los nodos interiores
son «ocultasy», puesto que no disponemos del ADN de los ancestros comunes. Las
probabilidades de mutacién entre un nucleétido en un nodo y el siguiente se recogen
en una matriz de Markov M® (matriz de transicién) sobre la arista e; que une los
dos nodos.

Figura 3: Proceso de Markov sobre el arbol T'|34.

La entradas M;y de M? representan la probabilidad P(y | x,e;) de que un
nucleétido x en el nodo padre a sea sustituido por un nucleétido y en el nodo hijo b
a lo largo del proceso evolutivo representado por la rama e; : a — b,

A C G T
A (P Ae) PC|Ae) PG|Ae) P(T|Ae)
i © P(a|C,e;) P(C|C,e;)) P(G|C,e;) P(T]C,e;)
G| P(A]G,e;) P(C|G,e;)) P(G|G,e;) P(T|G,e;)
T \P(A|T,e;) P(C|T,e;)) P(G|T,e;) P(T|T,e;)
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Las entradas de M? son desconocidas para nosotros y, junto con la distribuciéon « de
nucleétidos en la raiz, son los pardmetros del modelo. Dependiendo de los valores de
los parametros se produciran méas o menos sustituciones en la arista e;. Nétese que,
puesto que las entradas de la matriz son probabilidades condicionadas, las filas de
las matrices de transicién M? tienen que sumar 1.

Considerando el proceso de Markov mencionado arriba, podemos escribir la pro-
babilidad de observar nucle6tidos en las hojas del arbol en términos de los parametros
del modelo. Por ejemplo, si llamamos pfﬂmz , @ la probabilidad de observar el nu-
cle6tido x; en la especie i del &rbol T' = T334 de la figura 3, esta probabilidad se
expresa en funcion de las entradas de las matrices de transicion M* y de 7 de la
siguiente forma:

pglewgfm = Z ﬂ-wer M2 M5 M3 M4 <1)

Tpr,T1 Tr,T2 Tr,Ts Ts,T3 Ts,Tq?
@,z €{A,C,GT}

donde 7, es la probabilidad del estado x en el nodo r, P(X, = x), y la suma se hace
sobre todos los estados ocultos en los nodos 7 y s.

Segun la estructura que se permita en las matrices de transicién obtenemos mo-
delos de evolucién mas o menos complejos. Por ejemplo, si no imponemos ninguna
restriccién, resulta el modelo més general posible, llamado el modelo general de Mar-
kov o GMM [26, 3].

Pero, teniendo en cuenta las propiedades quimicas de los nucledtidos, se han
propuesto otros modelos. Por ejemplo, la adenina y la guanina forman parte de las
pirimidinas, que tienen dos anillos en su estructura molecular, mientras que la citosi-
na y la timina son purinas (un solo anillo). Las mutaciones de purinas a pirimidinas
(o viceversa) se llaman transversiones, y las mutaciones dentro del mismo grupo se
llaman transiciones (véase la figura 4). Las transiciones son mads frecuentes que las

purinas pirimidinas

transversiones
Figura 4: Las mutaciones de los nucleétidos.

transicion

transversiones porque preservan el nimero de anillos del nucleétido. Basandose en
esta observacién, Kimura propuso en 1981 (véase [19]) el siguiente modelo de sus-
titucion de nucledtidos: un pardametro para cualquiera de las dos transiciones y un
pardmetro para cada tipo de transversién. Asi, en este modelo, llamado Kimura 3-
pardmetros o, mas brevemente, K81, las matrices de transicién tienen 3 pardmetros
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libres por arista y son de la forma
M =

cona; +b; +c¢; +d; = 1.

Observamos que m = (1/4,1/4,1/4,1/4) es la distribucién estacionaria para cual-
quier matriz M del modelo K81: wM = w. Ademads este modelo es reversible en el
tiempo: m, My, = myM, , para cualquier par de nucleétidos x,y, por lo que se
asume que la distribucién en la raiz es también la estacionaria (la uniforme en este
caso). Los modelos que satisfacen esta propiedad de reversibilidad son los més usados
actualmente, aunque esta propiedad es a menudo motivo de controversia [28].

Si ademds imponemos b; = d;, tenemos el modelo de Kimura 2-pardmetros [18],
y si nos restringimos a b; = ¢; = d; obtenemos el modelo mas sencillo de Jukes-
Cantor [15]. Todos estos modelos son ejemplos de los llamados modelos equivariantes
[9, 5], puesto que la accién de un subgrupo G C &, deja invariantes las matrices de
transicion.

Si T es el arbol de la figura 3, entonces el modelo de K81 sobre T' tiene 3 x 5
pardmetros libres by,...,bs,c1,...,¢5,d1,...,ds (a; se expresa en funcién de éstos).
Las distribuciones conjuntas de nucleétidos en las hojas de T' que corresponden a
alguna distribucién bajo el modelo K81 son los puntos de la imagen de la siguiente
aplicacién polinomial (si restringimos los pardmetros al simplice correspondiente):

pr: RS — RY
(Mla"'7M5):(b1""’d5) — pT:(pZ\IAAAva;\AC’pZ;&Am""p'Ij‘erT)7

(2)

donde pZ , . .. se calcula como en (1).

Como veremos, el modelo K81 tiene unas propiedades matematicas relevantes
que, explorandolas y sacandoles el maximo partido, contribuyen a mejorar los mé-
todos de reconstruccién filogenética que se basan en este modelo.

3. LA TRANSFORMADA DE HADAMARD

En el caso del modelo K81, se pueden usar las simetrias de las matrices de
transicién para descubrir una estructura extra en la parametrizacién (2). La clave
estd en un cambio de base que diagonaliza todas las matrices del modelo K81.

Sea M una matriz del modelo K81,

b
, a+b+c+d=1. (3)

_LO o
SR U0
Q@ o0

a
d
c

Observamos que el vector (1,1,1,1)* (donde el superindice ¢ indica transposicién) es
un vector propio de M de valor propio 1 = a+b+c+d. Asimismo es facil comprobar
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que los vectores (1,1, —1,—1), (1,—1,1,-1)%, y (1, —1,—1,1)¢ son también vectores
propios de valores propios a+b—c—d,a—b+c—dy a—b—c+d, respectivamente.
La matriz de cambio de base es la matriz de Hadamard
1 1 1 1
11 -1 -1
H = 1 -1 1 =1/
1 -1 -1 1

y a la base de vectores propios la llamaremos ¥ = {A,C,G, T}, donde
A=(1,1,1,1), G=(1,-1,1,-1)"
C=(1,1,-1,-1), T=(1,-1,-1,1)"
Una de las propiedades relevantes de la matriz simétrica H es que su inversa es

H'=1ip.
1
Se llama transformada de Hadamard de una matriz M a

M=H"' M-H.

Hemos visto pues que la transformada de Hadamard de una matriz M del modelo
K81 es la matriz diagonal

M= diag(ma, mc, mg, M),

donde usamos la notacion my = a+b+c+d=1, mg¢=a+b—c—d, mg=a—b+c—d
ymr=a—b—c+d.

El uso de la transformada de Hadamard en filogenética fue introducido por Hendy
y Penny en 1989 [14]. La base de vectores propios ¥ también se conoce como base
de Fourier. Esta nomenclatura es debida a la equivalencia que explicamos a conti-
nuacion.

3.1. EL MODELO K81 COMO MODELO DE GRUPO

Consideramos la biyeccién entre el conjunto {A,C,G, T} y el grupo G = Z/2Z x
7./27 dada por

A+ (0,0), C«+(0,1), G+ (1,0), T+ (1,1).

Con esta biyeccién podemos pensar en Y como el grupo aditivo G con elemento
neutro A y con la operaciéon + que cumple C+C=G+G=T+T=A,C+G =T,
G+ T=2C, C+ T = G. Este grupo tiene cuatro caracteres, es decir morfismos x; :
G — (C*,+), que se definen como en la tabla siguiente (la entrada (i, ) de la tabla
es el valor x;(j) de x; sobre el elemento j):

EE
xa|l 1 1 1
Xe|1 1 -1 -1
Xe|1 -1 1 -1
xr|1 -1 -1 1
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El conjunto de caracteres de un grupo forma su grupo dual G, que en este caso es
isomorfo a G.

Las matrices de transiciéon del modelo K81 se pueden pensar como funciones de
G en C: la entrada (i, 7) de la matriz M no depende de i, j sino sélo de su diferencia
i — j como elementos del grupo G. Los modelos que cumplen esta propiedad se
llaman modelos basados en grupos. Con esta interpretacion, la matriz M de (3) se
corresponde con la funcién f : G — C que toma valores f(A) = a, f(C) =b, f(G) =
¢, f(T) =d via M; ; = f(i — j). Una vez tenemos la matriz de transicién descrita
como una funcién f, podemos considerar su transformada de Fourier discreta sobre
el grupo G, f : G — C definida como

F0) = x(9)f(9),

geG

donde la barra indica el conjugado (si el grupo tuviera caracteres no reales).

Si pensamos en f como el vector (a,b,c,d) € R*, vemos que la transformada de
Fourier no es mas que una aplicacién lineal cuya matriz es la tabla de caracteres
del grupo. En nuestro caso, pues, la transformada de Fourier discreta coincide con
la transformada de Hadamard y f = (my, me, mg, mr). Evans y Speed [11] introdu-
jeron la transformada de Fourier discreta en el estudio del modelo K81, y se puede
encontrar una generalizacion a otros modelos evolutivos en el trabajo de Sturmfels
y Sullivant [27].

3.2. CAMBIO DE COORDENADAS

Denotamos por ¥ la base natural de R*. Puesto que las matrices de transicién
las hemos indexado usando los cuatro nucledtidos, podemos incluso identificar el
conjunto {A,C,G, T} con X.

DEFINICION 3.1. Dado un vector p € R*, llamamos ps = (pa,Pc,Pe;Pr) a sus
coordenadas en la base X, y ps = (P, Dc, Pe, Pr) @ sus coordenadas en la base X,
P =D pex Pa® = ) cx Da. Las coordenadas ps, se llaman coordenadas de Fourier.

Si disponemos de las coordenadas en la base ¥, sélo necesitamos aplicar H !
para obtener las coordenadas en la base 3,

B 1
Py = H 'py = JHpS.

1)y Ty =

=

Por ejemplo, para la distribucién uniforme 7 tenemos ms, = (1, 1,
(1,0,0,0).

Se puede identificar el espacio de llegada de la aplicacién polinémica (2), R44,
con R* ® R* ® R* ® R*. Puesto que si consideramos una base de R* (por ejemplo ¥
o X), se obtiene de forma natural una base de R* ® R* ® R* ® R*, podemos definir
de forma andloga las coordenadas de Fourier de un tensor p € R* @ R* @ R* @ R*:

DEFINICION 3.2. Si p es un tensor de R* ® R* ® R* ® R*, llamamos

pe = (pAAAA7 Panac, - - - >pTTTT)
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a sus coordenades en la base AQARARA,...,. TRTRTRT,y

D5 = (Danans Danacs - - - » DT1T)

a sus coordenades en la base AQ AQ A®A,..., T®TX®TX®T, de forma que

p= Z Pxiasxzxs Tl Rro@r3®rys = Z ﬁz1m213z4i1 ®£2®i‘3 ®3_54-

Z1,T2,T3,T4€EX T1,T2,T3,T4€X

Para cambiar de base las coordenadas de un tensor de R* @ R* @ R* ® R?* sélo
hay que aplicar el producto de Kronecker de H:

pb=H'oH 'oH '9H ")p = %(H@H@H@H)ptz.
Recordamos que si M y N son matrices 4 x 4, el producto de Kronecker M & N
es la matriz 16 x 16 que tiene en la fila (¢,7) y columna (k,1) la entrada M, ,N;,,
i,j, k1€ {A,C,G,T}
Como veremos en la seccién 4, este cambio de coordenadas nos permitira escribir
de forma mucho més sencilla la expresién (1).

4. INVARIANTES PARA EL MODELO KIMURA 3-PARAMETROS

Los bidlogos Cavender y Felsenstein [7] llamaron invariantes filogenéticos del
drbol T' a aquellos polinomios en las variables pg, 4,442, que se anulan sobre cualquier
punto p en la imagen de ¢r. En lenguaje de geometria algebraica, se llama invariantes
filogenéticos de T a los elementos del ideal de la clausura algebraica de Im(¢or).
Describiremos primero invariantes filogenéticos para un modelo general de Markov
y luego encontraremos invariantes especificos para el modelo K81.

4.1. FLATTENING

Definimos el flattening de p € R** respecto a la biparticién 12|34 como la reor-
ganizacion del vector en la matriz siguiente:

estados en las hojas 3 y 4

DPaaan Pasac PAAAG - -+ DAATT
estados en | Pacan  Pacac  PacAG  ---  PACTT ( 4)
flattig34(p) = lashojas | Pacan Pacac Pacac  ---  DAGTT
ly2
Prtan Prrac PrTac - .- PrTIT

Es conveniente indexar las filas y las columnas de la matriz con pares de nucledtidos
(z,y). Andlogamente podemos definir el flattening de p respecto a las biparticiones
13|24 y 14]23, flatty3)24(p), flattya)zs(p)-

El nombre «flattening» de esta matriz se debe a que se puede considerar como
un «allanamiento» de un tensor p € R* @ R* @ R* ® R*: la matriz flattis34(p) es el
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resultado de «allanar» este tensor mediante un isomorfismo R* ® R* @ R* @ R* =
HOI’H(R4 X R4, R4 ® R4) = M16><16(R).

Sipe R4 proviene de un proceso de Markov en el drbol T' = Tjgj34 con matri-
ces de transicién M!, ..., M® y distribucién 7 en la raiz (notacién de la figura 3),
reescribiendo la expresién (1) obtenemos

T _ 1 2 5 3 4
Prizowsay = § : er,memm § : erMﬂcmwsMIS7w3Mz57w4' (5)
r.EX TEX

Podemos ahora usar el producto de Kronecker de matrices para reescribir (5) como
p£1m21:3x4 = Z (Ml ®M2)le,r2)(xr,zT) Z WerzST,ms (M3 ®M4)(.”I:s,xs)(z3,m4)' (6)
€Y TsED

Obtenemos, pues,
flattyozq(p”) = (M' @ M?)" - flattigza(q) - (M® @ M?),

donde
5 o — —
_ 7TwM$7Z, siz=y,2=1,
Qryzt = .
0, en caso contrario.

Notese que ¢ puede entenderse como la distribucién que viene del arbol T con
matrices de transicién en las aristas exteriores igual a la identidad (dejando la dis-
tribucién 7 en 7 y la matriz M® en la arista interior). De forma similar obtenemos

ﬂatt13\24(PT) = (M' ® M?)" - flattys0a(q) - (M° @ M*),
flattaos(p’) = (M ® M?)" - flattygpps(q) - (M* @ M*?).

La matriz del medio en estas expresiones es ficil de entender: en flatt;s34(q) la
entrada en la fila (z1,22) y columna (z3,z4) es 0 si 1 # x2 o bien z3 # x4, y

es wleghm si x1 = xa y x3 = x4; por otra parte, la entrada en la fila (z1,x3)
y columna (x9,74) de flattigpq(q) es 0 si (w1,23) # (22,74), ¥ es wIlel’wS si

(w1,23) = (2, 74); y la entrada en la fila (21, 24) y columna (z2,23) de flatt;4)23(q)
es 0 si (z1,24) # (@2,23), y €8 To, My, . si (21,24) = (22, 23). Asi, flattiz24(q) ¥
flatti4)23(¢) son matrices diagonales mientras que flatt;z34(q) tiene sélo 4 de sus 16
filas distintas de 0.

Para parametros suficientemente genéricos, flatt,934(q) tiene rango 4, mientras
que flattys)24(q) ¥ ﬂatt14‘23(q) tienen rango 16. Por otra parte, es bien conocido que
el rango de un producto de Kronecker de matrices es el producto de rangos. Asi
pues, hemos demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 4.1 ([2]). Sip € R4 proviene de un proceso de Markov en Thg34 en el que
la distribucion en la raiz y las matrices de transicion son suficientemente genéricas,
entonces flattig)34(p) tiene rango 4, mientras que flattisjo4(p) y flattiyos(p) tienen
rango 16.
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Este resultado, debido a Allman y Rhodes, ha sido usado recientemente para
proponer métodos de reconstruccién filogenética. La idea béasica es usar el resultado
de Eckart-Young [10] que da la distancia (en norma de Frobenius o espectral) de
una matriz al conjunto de matrices de cierto rango dado. Para calcular esta distancia
s6lo hace falta encontrar la descomposicion en valores singulares (SVD) de la matriz.
Por ejemplo, los métodos Split Scores [1] y Erik+2 [12] presentan adaptaciones de
esta idea y SVDQuartets de [8] amplia el modelo base al modelo de coalescencia.

También podemos considerar el flattening del tensor en coordenadas de Fourier.
Llamamos mm k1 (p) al flattening del vector p expresado en dichas coordenadas,
es decir flatt;;ju ((H_1 OH'9H'® H‘l)p). Asi, por ejemplo, mlgm(p) es
la matriz (4), pero en coordenadas py, en vez de py;. Como veremos en el siguiente
apartado, cuando analicemos el modelo K81 es conveniente considerar mmm (p)-

4.2. PARAMETRIZACION MONOMIAL

La observacion de que el cambio de coordenadas mencionado arriba, tanto en el
espacio de pardmetros como en el espacio de distribuciones, transforma la parame-
trizacién polinomial (2) en una aplicacién monomial fue demostrada por primera vez
por Evans y Speed, pero de hecho esta subyacente en el trabajo de Hendy y Penny
citado anteriormente. La demostracién original de Evans y Speed se basaba en usar
las propiedades de la transformada de Fourier de una convolucién, pero aqui vamos
a dar una demostracién usando técnicas de algebra lineal y multilineal.

TEOREMA 4.2. Sea p en la imagen de la aplicacién polinomial (2), p = o (MY, M?,
M3, M*, M®), donde M? es una matriz de Kimura 3-pardmetros asociada a la arista
e;i del drbol T = Typ34 de la figura 3. Si los valores propios de M? son (mi,mi,
m&, mi), entonces se tiene

1o 9 s 3,4 | 21 + Lo = Ta +
Mg, My, My 40 M My, §ET] + T = T3 + T4,

15301:1:2:1:3:1:4 = 44
0, en caso contrario

(donde la suma de nucledtidos se calcula como en la seccion 3.1).

Como consecuencia de este teorema tenemos que la aplicaciéon (2) escrita en
coordenadas de Fourier es una aplicacién monomial.

DEMOSTRACION. Consideramos primero el caso en que M1, M? M3 M* sean la
matriz identidad y llamamos q al vector correspondiente. En estas circunstancias,

1
5 A _ _ _
_ EM”” Six =21 =x2 €y =23 = Ty,
qw1121314 - .
0, en caso contrario.

Tenemos

1
qg=4—4(H®H®H®H)q§,
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luego
_ 1
Az zozzzy = 47 E Hfbl»ylHI%Z/ZH13»y3Hx4ay4qyly2y3y4
Y1,Y2,Y3,Ya
1 5
= 4*5 E H$179H33279H$312H37472My72
Y,z
1 } : 2 : 5
= 475 le’yHﬂimy HIB;ZHém,ZMy,z'
Yy z
Es facil ver que la matriz H cumple H,., ,H;, . = Hg.+., . (de hecho, esto es
3, 4, 3+T4, ’

inmediato si se piensa H como la tabla de caracteres del grupo Z/27 x Z/27). Asi,

_ 1 1
Qoizomzry = 475 Z HI1+902,?J Z HZE3+I4,2My5,z = 475 Z H11+£I?2’y(H(M5)t)I3+I4’y
Y z Y

!
T4
1
44

(H(H(MP)") = 4% (HMPH")

(HM5H_1) — 1 \ 15

xr1+T2,x3+Ta 44 T1+x2,T3+x4”

T1+x2,T3+T4 T1+T2,T3+T4

y obtenemos
1

7 — 4
qwl$2,$3w4 - 4 .
0, en caso contrario.

5 : _
“My bgyy S1T1+ T2 = T3+ 24,

Ahora, puesto que
flattizsa(p) = (M' @ M?)" - flattigzq(q) - (M* @ M?),
tenemos que flattyo34(p) es igual a

flattioz (H '@ H '@ H™' @ H™')p)
=(H '@ H™") flattyop(p) - (H '@ H™ ')
=HT'eH ) (M'®M?)" flattiopz(q) - (M2 @ MY - (H ' @ HY)!
=H 1 'eH ) (M'eM*) - (HeH)-(H ' ®H ") - flattigs(q)
. (H—l ®H—1)t A (H@H)t . (MS ®M4) . (H_l ®H—1)t
= (My ® My)" - flattyasa(q) - (M3 @ My).
La primera igualdad es facil de demostrar usando algebra lineal, y en la Gltima hemos
usado que el producto de Kronecker cumple las propiedades (A ® B)(M ® N) =
AM ® BN y (A® B)' = A' ® B". -
Junto con lo que hemos probado anteriormente, y usando que My, My, M3y M,
son matrices diagonales, obtenemos

i~m1 m2.m? m3_m? sizi+axo=x3+2x
D ={ g4 w1 tre ey twe s N e 1 2="43 4
T1T2X3T4 —

0, en caso contrario. O
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4.3. INVARIANTES DEL MODELO Y DE LA TOPOLOGIA

El teorema 4.2 tiene distintas consecuencias, pero la mas directa es que permite
el célculo de los invariantes filogenéticos. En efecto, si una variedad tiene una para-
metrizacién monomial, su ideal se puede generar por binomios. Usando este teorema,
Sturmfels y Sullivant dieron una coleccién de invariantes para este modelo (y sus
submodelos) en [27]. En esta seccién explicaremos c6mo calcular los invariantes més
relevantes para el modelo K81 en arboles de cuatro hojas. Los lectores interesados en
geometria algebraica habran notado que otra de las consecuencias de este teorema
es que permite demostrar que la variedad Im(pr) es una variedad térica.

Noétese que, como estamos en el grupo Z/Zo X Z/ 7,

T1+To =23+ Ty T1+2T3 =2T2+ T4 T+ Ty =2T3+ 24.

Por otra parte, el teorema 4.2 se puede aplicar tanto al &rbol T334 como, permutan-
do las hojas {1,2,3,4}, a los otros dos arboles T'3j24 ¥ T14)23. Entonces obtenemos
que

Pryzszse, =0 81 T1+ X2 # 23+ 14 (7)

se cumple si p es un tensor que esta en la imagen de ¢, siendo T cualquiera de los
tres arboles T12‘34, 1-'13‘247 T14|23.

Hemos visto pues que las ecuaciones (7) dan invariantes filogenéticos para los tres
arboles (por ejemplo paaac). A los polinomios que son invariantes filogenéticos para
todos los arboles los llamamos invariantes del modelo. Los invariantes del modelo no
aportan ninguna informacién sobre la forma del arbol, sino que son pura consecuencia
del modelo evolutivo que se ha escogido, en este caso el Kimura 3-pardmetros.

Sin embargo, vamos a ver que hay polinomios que son invariantes filogenéticos
para algunos arboles pero no para todos; este tipo de invariantes se llaman invarian-
tes de la topologia. Consideramos un tensor p como en el teorema 4.2 y nucledtidos
T1, T2, T3, Te, Ty, Th, Th, Ty que cumplan x1 + 9 = ) + 25 = xz3 + x4 = 245 + 2.
Entonces, por el teorema 4.2,

Prizoaszs Pl ahxlal, = PalzbrszsPoyzoxla) - (8)

En efecto, los dos lados de la igualdad coinciden con

1
1 2 3 4 1 2 3 4
78 mzlmwgmwgma:4mm’l m;v’z mwémwg (m

5 2
48 )

z1+T2

segin el teorema 4.2. La ecuacion (8) se puede escribir también como

) B ©)

’ ’ ’ ’ ’ ’
pw1w2w3w4 pwlw2w3w4

Dicho de otra forma, si reordenamos las filas y columnas de la matriz flatt;sz4(p)
como AA,CC,GG, TT, AC, CA, GT, TG, AG, CT, GA, TG, AT, CG, GC, TA (de forma que los nu-
cledtidos que indexan las cuatro primeras filas/columnas suman A, y las siguientes
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C, G y T, respectivamente) obtenemos una matriz diagonal por bloques:

B,
Be
Bg
Br
donde
Danan Paacc  Paace  DaATT Dacac  Pacca  Pacer  PAcTG
B, = DPccan Pccce Pecee PectT B — Pcaac Pcaca  PcacT  Pcate
A — — = = = ) c— = ~ ~ = )
Peean Peeec Peeee PGGTT Pcetac  Perca PeteT  PetTé
PrTan Prrec Priac PTTTT Preac  Preca PreeT  P1GTG
Dacac  Pacer  Pacca  Pactc DaTaT  Patca  Patec  PATTA
B. — Pctac Pcrer Pctea PCTTC B — Pceat  Pccee Pegec PceTA
G — —~ = = = 3 T — = — — =
Deanc  Pceact  Pceaca  Pcatc Pceat  Pceecc Peeee PecTa
DPrcac Prect Preca PreTC PtaaTr  Prtace  Pracc  PTATA

Los pares de nucleétidos que indexan las filas y las columnas de cada bloque By
suman x, y cada bloque By tiene rango 1 debido a (9). En el caso del modelo K81, el
teorema 4.1 se traduce en esta condicién de rango 1 para cada bloque (en particular,
la matriz del flattening sigue teniendo rango 4).

Para poder estimar el arbol filogenético en base a modelos evolutivos, se asume
que las matrices de transicién son «préximasy» a la identidad (puesto que, si estdn
muy lejos de la identidad, las secuencias pueden mutar casi independientemente unas
de otras y dificilmente se podria representar su evolucién en un drbol filogenético).
Como consecuencia, podemos suponer que los valores propios de las matrices de
transicién son distintos de cero (o incluso que no estdn muy lejos de 1). En particular,
podemos suponer que la entrada pyys del bloque By es distinta de 0 y podemos
traducir la condicién de que los bloques tengan rango uno a 9 ecuaciones por bloque
(los 9 menores 2 X 2 que contienen esta entrada, igualados a cero). Es decir, las
ecuaciones del tipo (8) se pueden reducir a 36 ecuaciones.

Se puede demostrar (véase [4]) que estas 36 ecuaciones de grado 2, junto con otras
12 ecuaciones de grado 3, forman un conjunto de 48 ecuaciones que caracterizan los
puntos de la imagen de la aplicacién polinomial (2) que caen dentro del simplice
de probabilidades. Las doce ecuaciones necesarias para completar las 36 de arriba
son invariantes del modelo y, por lo tanto, no aportan informacién sobre el arbol
escogido. En consecuencia, los 36 menores 2 x 2 que hemos seleccionado dan lugar
a los tnicos invariantes filogenéticos relevantes para determinar la topologia de un
arbol de cuatro hojas bajo el modelo K81. Este estudio se puede ampliar a arboles
de cualquier nimero de hojas e incluso a otros modelos equivariantes (véase [5, 6]).
Notese que, aunque la parametrizacién monomial aligera el calculo de invariantes,
no es posible obtenerlos mediante software de algebra computacional mas que para
arboles de cinco hojas (incluso usando la aplicacién monomial); véase la Small Trees
Webpage [13] donde hay un listado de los drboles y modelos que se han podido
calcular usando algin paquete de dlgebra computacional.
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5. CONCLUSIONES

Como hemos podido ver, un estudio &lgebro-geométrico de las propiedades del
modelo evolutivo permite encontrar las ecuaciones que caracterizan las distribucio-
nes de secuencias de ADN que han evolucionado siguiendo un arbol y un modelo
determinados. Estudios de este tipo permiten determinar también la dimensién de
la variedad filogenética correspondiente y decidir si los pardametros del modelo son
identificables (es decir, si hay, salvo permutaciones, un tnico conjunto de pardme-
tros con significado estadistico para cada distribucién en las hojas). Esto pasa por
estudiar las antiimdgenes de un punto genérico de la imagen de (2).

Las ecuaciones que describen la imagen de (2) las hemos clasificado entre inva-
riantes del modelo e invariantes de la topologia. Los invariantes del modelo se han
usado para disenar métodos de seleccion del modelo mas apropiado para los datos
(véase [16]). Sin embargo, es dificil que se puedan usar los invariantes de la topologia
directamente para seleccionar el arbol méas apropiado para unas secuencias dadas.
Se tendria que decidir primero qué ecuaciones se usan, evaluarlas sobre el punto de
datos, decidir estadisticamente si esta evaluacién es suficientemente cercana a ce-
ro... vy, lo que es peor, el nimero minimo de ecuaciones necesarias es exponencial en
el nimero de hojas. Por eso es también una buena idea desarrollar primero buenos
métodos para reconstruir arboles de cuatro hojas y luego usar alguno de los métodos
basados en cuartetos para reconstruir el arbol total (véase, por ejemplo, [23]).

No obstante, las ecuaciones que describen la variedad son también necesarias
para otro aspecto de la reconstruccion filogenética, la inferencia de parametros: es
habitual usar la funcién de verosimilitud para encontrar los parametros que maximi-
zan la probabilidad de observar los datos dados. Sin embargo, los métodos numéricos
habituales no garantizan encontrar un maximo global de esta funcién. Recientemen-
te (véase [17], por ejemplo), se han usado los invariantes filogenéticos y técnicas
de geometria algebraica numérica para encontrar el méximo global (si existe) de la
funcién de verosimilitud.

En vez de usar directamente las ecuaciones para la estimacién de la topologia, es
mejor usar las condiciones de rango que se han mencionado en el teorema 4.1. Como
hemos dicho, usando la descomposicién en valores singulares es muy facil calcular la
distancia de una matriz al conjunto de matrices de un rango dado. Esta aproxima-
cién, que requiere de un estudio algebraico previo de las variedades, estd tomando
relevancia entre la comunidad de bidlogos que se dedican a métodos de reconstruc-
cién de la topologia del arbol. Se estda convenciendo a los bidlogos de que no tener
que estimar los pardmetros es una gran mejora, sobre todo para poder considerar
modelos méas complejos. Y los modelos que hemos descrito aqui son, de hecho, mas
generales que los que consideran habitualmente los bidlogos (donde asumen homo-
geneidad de las velocidades de mutacién a lo largo del tiempo). Remitimos el lector
interesado en la diferencia entre ambos modelos al articulo [24].

La generalizacién de estas técnicas a nuevos modelos, la verificacion de los resul-
tados tedricos sobre datos simulados, y el trabajo codo a codo con bidlogos es lo que
permitira que estas técnicas se asimilen como propias entre los filogeneticistas.
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