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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logronio. Para los problemas de este nimero
se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 30 de junio de 2019.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion serdn tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 348 (CORRECCION). Propuesto por Cornel Ioan Vilean, Teremia Ma-
re, Timis, Rumania.

Sean 1 1
(2) _
los niimeros armoénicos de orden dos. Probar que
> 7Y = HY C(4)  ¢(2)log?2  log*?2
log 2 = — .
0g Z k_|_1 2k+1+z k_|_1 22k+1 16 + 4 8

1

PROBLEMA 353. Propuesto por Yagub N. Aliyev, ADA University, Baku, Azerbai-
ydn.

Sea v la circunferencia circunscrita al tridangulo ABC y R su radio. Sea D un
punto cualquiera del arco BC' de v que no contiene al vértice A, y sea E el punto
de ese mismo arco tal que ZCAE =2 - /BAE. Si la recta perpendicular por D al
lado BC corta a este lado en el punto F, probar que 8R - drea(CDF) < CE3.



544 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

PROBLEMA 354. Propuesto por Francisco Perdomo Pefia y Angel Plaza de la Hoz,
Universidad de las Palmas de Gran Canaria, Las Palmas.
Sea f :[3,8] — R una funcién convexa e integrable. Probar que

/34f(m)dx+2/:f(x)dm—&—/:;f(x)d:c22(/45f(m)dx+/67f(g;)dm>.

PROBLEMA 355. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sintamdrian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.

Evaluar )
i@n -1) i + # +
— nd  (n+1)3 ’

PROBLEMA 356. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Sean AB y C'D dos segmentos, de longitudes a y b, de una misma recta s. Sean
M y N, respectivamente, los puntos medios de ABy CD,y sea MN = { > (a+b)/2.
Para a < 7/2 se construyen los arcos capaces de angulo « respecto de los segmentos
AB y CD, contenidos en uno mismo de los semiplanos que determina la recta s, que
denotaremos w y §2 respectivamente. En un cierto rango de valores de «, los arcos w
y §2 se cortan en dos puntos E y F' (o son tangentes), ver la figura. Sea G el punto
medio del segmento EF. Encontrar el lugar geométrico de los puntos E y F y el
lugar geométrico de G, al variar a.

Figura correspondiente al Problema 356.



LA GACETA * SECCIONES 545

PROBLEMA 357. Propuesto por D. M. Bdtinetu-Giurgiu y Daniel Sitaru, National
Economic College “Theodor Costescu”, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Si a, by ¢ son niimeros reales positivos y x € (0,7/2), probar que

2 a6 2 cond 2 a2 2
a” sen x+b sen x+c ses x+3Wtan2x>63 (abe)2.
z x

26 r

PROBLEMA 358. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

En un tridngulo ABC en el que ZBCA > 7/2, sea D el punto del lado BC para
el que se cumple drea(CD'D) = drea(AD’'B’), donde D’ y B’ denotan, respectiva-
mente, los puntos en que la recta perpendicular por C a AD corta a la propia AD

. BD __ . B'D
y al lado AB. Si De = k, encontrar la razén e

PROBLEMA 359. Propuesto por Cornel Ioan Vilean, Teremia Mare, Timis, Ruma-
nia.
Si s es un niimero real positivo, probar que

* T € —x ___—s
2/0 (S(\/%)senx—i—C(\/ﬁ)cosx)e dr =e ?,

s [n(D e v o [os() e

son las integrales de Fresnel.

donde

PROBLEMA 360. Propuesto por Florin Stanescu, Serban Cioclescu School, Gaesti,
Rumania.
Probar que

lim n? + kz k arctan (n(2k‘—l)) __mT
’H"Ok 1 \/n2+k2 +(k—1)2) n2—k2+k 162
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Soluciones

PROBLEMA 329. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Ledn.
Hallar med(A, B), si Ay B son niimeros enteros tales que (1++/5)?17 = A+ B/5.

Solucion enviada por Jorge Mozo Ferndndez, Universidad de Valladolid, Valladolid.

Sea n € N. Si a,, y b, son las sucesiones de niimeros naturales tales que (1 +
V5)" = a, + b,\/5 y denotamos m,, = mcd(an, by,), como (1 +/5)% =8- (2 ++/5)
se tiene que

i3 + bnysVb = 8(an + b V/5)(2 4+ V5) = 8((2an + 5by,) + (an + 20,)V5)
Yy
med(2ay, + 5by,, apn, + 2b,) = med(an, by) = may,.

En consecuencia, m,+3 = 8m,,. Puesto que m; = 1y 2017 =1+ 3 - 672, tenemos
que magi7 = 8672 . 1 = 22016 o5 13 cantidad buscada.

Solucion elaborada a partir de las enviadas, independientemente, por Juan Mir Pie-
ras, Lloseta, Mallorca, y Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.

Calcularemos mcd(ay, by,), siendo a, y b, las sucesiones de nimeros naturales
definidos por la identidad (1 + v/5)" = a,, + b, V/5.

Si F,, y L, denotan, respectivamente, los nimeros de Fibonacci y los de Lucas,
es conocido que

1
V5
siendo ¢ = (1 + 1/5)/2 el ntimero &ureo. Por tanto, ¢" = (L,, + F,/5)/2 vy

(1+V5)" = (2¢)" = 2" (L, + FuV/5).
Usando induccién, resulta sencillo comprobar que L, = F, +2F,,_; y, de esta forma,
med(ay, b,) = 2" med(L,, Fy,)
= 2" mcd(F, +2F,_1,F,) = 2" ' mcd(F,,, 2F,_1).

Fp=—(¢"—(=¢)™") y Ly=0¢"+(=¢)7",

Como
mcd(Fn, anl) = mCd(Fn,1 + Fn,Q, anl)
= HlCd(Fn_th_Q) == HlCd(FQ,Fl) = 17
es decir, dos niimeros de Fibonacci consecutivos son siempre primos entre si, con-

cluimos que

2" si n es multiplo de tres,

27~1 en otro caso,

med(ay,,b,) = 2"t med(F,,2) = {

puesto que F,, es par si y solo si n es multiplo de tres. Como consecuencia de este
hecho general, mcd(A, B) = mcd(ago17, bao17) = 22°16.
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También resuelto por Y. N. Aliyev, A. Castanio, M. A. Diaz, J. Gémez, G. C. Greubel, J. Nadal,
A. Stadler, A. Velasco y el proponente.

PRrROBLEMA 330. Propuesto por Yagub N. Aliyev, Azerbaijan Diplomatic Academy,
Baku, Azerbaiydn.
Determinar todos los polinomios p(x) tales que p(0) =0y

p(z+y) > p(x) + (. + 1)p(y),

para z,y € R.

Solucion enviada por Daniel Cao Labora (estudiante de doctorado), Universidad de
Santiago de Compostela, Santiago de Compostela.

El polinomio idénticamente nulo p(z) = 0 es claramente una solucién vélida.
Veamos a continuacién que no hay ninguna mas.

Si p no es el polinomio nulo, existe n > 0 tal que p(z) = a,z™ + -+ - + a1z + ag,
con a, # 0.

Tomando y = z, la desigualdad del enunciado puede reescribirse como

0> (z+2)p(x) — p(2x)

y, como el lado derecho de esta desigualdad es un polinomio de grado n + 1 que es
siempre negativo, n debe ser impar y a, < 0.
Si en la desigualdad del enunciado tomamos y = —z, tenemos

0> —p(0) + p(z) + (z + p(—=).

Puesto que en el lado derecho tenemos nuevamente un polinomio negativo cuyo
monomio de mayor grado es —a,z" "1 (recordar que n debe ser impar), llegamos a
que a,, > 0, en contradicciéon con el hecho de ser a,, < 0, deducido anteriormente.

NoTA. Como hemos visto, la condicién p(0) = 0 no es necesaria y, en cualquier
caso, es redundante, pues se sigue de la desigualdad del enunciado. En efecto, la
desigualdad del enunciado para © = y = 0 se convierte en 0 > p(0), y para z = —2
ey=0en 0> —p(0);y, por tanto, p(0) = 0.

También resuelto por J. A. Bdarcena, M. A. Diaz, J. Duoandikoetzea, E. Macias, J. Mir, J. Mozo,
J. Nadal y el proponente.

PROBLEMA 331. Propuesto por Abdilkadir Altintas, Afyon, Turquia, y Leonard Giu-

giuc, Drobeta Turnu Severin, Rumania.

V3

Si en un tridngulo ABC se verifica que sen Asen Bsen C' = ¢, determinar el

minimo valor de cos A cos B cos C.
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Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.

Probaremos que el minimo valor de cos A cos B cos C' es —3/8.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A < B < C, lo que implica
0 < A < 7/3. Puesto que

g = sen Asen Bsen(A + B) = % sen A(cos A — cos(A + 2B)),

se tiene
V3
4sen A’

cos(A+2B) =cos A —
De esta forma,

cos A cos B cosC' = — cos A cos B cos(A + B)

V3
Stan A’

-1
- cos A(cos A+ cos(A +2B)) = —cos® A+

Ahora, poniendo ¢t = tan A, se verifica

3 2 _ t -1 2
o A+ V3 L33 + V32 -5t + V3 (t+V3)(VBE - 1) > 0.
8tanA 8 8t(1 4 t2) 8t(1+t2)

Luego cos Acos BcosC > —3/8 y la igualdad se alcanza para A = B = 7/6 y
C =2n/3.

También resuelto por C. Beade, J. Mir, J. Nadal, B. Salgueiro y el proponente. Se ha recibido una
solucion incorrecta.

PROBLEMA 332. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

En un tridngulo ABC sean @ y P, respectivamente, los puntos donde las bisec-
trices interior y exterior del angulo en el vértice C' cortan al lado AB. Denotamos
CQ =v, CP =wysea PA/QA = k. Hallar el drea y el perimetro del tridngulo
ABC en términos de v, w y k.

Solucidén enviada por Cristébal Sdnchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Castellén (mo-
dificada por los editores).

Si BC =ay AC = b, podemos suponer sin pérdida de generalidad a > b. Asi el
punto P estara situado (ver figura 1) en la prolongacion del lado BA a continuacién
del punto A. Entonces el punto ) es interior al segmento PB y se tiene PB =
PQ+ QB.

Llevamos ahora sobre la prolongacién del lado BC' y a continuaciéon de C, el
segmento C A’ = b. El tridngulo AC A’ es is6sceles. La bisectriz exterior CP corta al
segmento AA’ en su punto medio M. La bisectriz interior CQ es paralela a AA’ (y
a AM). Si ponemos QA = x, tenemos entonces PA = kx y PQ = (k + 1)z. Ahora,
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Figura 1: Esquema para la soluciéon del Problema 332.

PQ = vv? 4+ w? ya que el tridngulo QCP es rectdngulo en C. Resulta entonces
2+ 2
pesn
De acuerdo con los teoremas de la bisectriz, interior y exterior respectivamente,

se cumple

xr =

e _@B_PB
b QA PA’
Sustituyendo QA = x y PA = kx se obtiene

_PB_PQ+QB _ (k+1)z+QB

B
@ k k k ’

de donde resulta QB = %x y
a k+1

. 1
b k-1 (1)
Si [XY Z] denota el drea del tridngulo XY Z, usando la proporcionalidad entre las
areas de tridngulos de la misma altura y las bases respectivas se tiene

k+1

[QPC]: [AQC]: [BQC]| = (k+1): 1: 1
Como [QPC] = %, llegamos a que

vw vw

[AQC] = m y [BQC] = my
y encontramos la férmula requerida
k
[ABC] = [AQC] + [BQC) = 15—

para el area del tridngulo ABC.
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Para la expresion del perimetro calcularemos la longitud de cada uno de los lados.
En primer lugar,

k+1 2k 2k 0?2 + w?
c=BR+QA= e tr=Tw 21

Ahora calcularemos b como hipotenusa del tridngulo rectangulo AMC. Usando el

teorema de Tales, de
v PQ  k+1

AM ~ PA~  k

se sigue AM =
w  PQ  k+1
CM QA 1

se deduce CM = ;%5 Por consiguiente, b = VAM? + CM? = 5750 kz 2+“’ . Finalmen-

te, de (1) resulta
VE2v2 +w? k+1 VE202 +w?

Tk 1 k-1 k-1
de modo que
VE2vZ + w2 VE20Z w2 2kV02? 4+ w?
at+b+c=
k—1 k+1 k2 —1
B 2k(\/k2v2 + w2 + V02 —|—w2)
N K2 -1 '

También resuelto por F. D. Aranda, R. Barroso, A. Fancini y el proponente. Se ha recibido una
solucion incorrecta.

NoTA. La solucién aportada por Fancini utiliza calculo con coordenadas baricéntri-
cas y en ella, ademds de las férmulas solicitadas, se afiaden

vw (k*v? + w?)Vo? + w?

r = R:
VE20? + w? + Vo2 + w? Y 2(k* = ow

para los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita, respectivamente, del
tridngulo ABC'.

PROBLEMA 333. Propuesto por Pablo Refolio, Madrid.
Evaluar la suma

i 1)"+1(36n% — 33n + 8)(6n — 5)!
26n(3p — 1)12 '

n=1
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Solucion enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.

Si denotamos por S la suma a evaluar, vamos a probar que S = %.

Partiendo de la serie binomial

I

2mi/3

y usando la notaciéon w = e

1 1 1 1
o [l (N S R S R S
9() 3 (\/14—332 V14 wz? V14 w?z? )

se tiene
1< (—-1)k /2 = (=)™ (60 4,
o= 3 C () e - 3D (o
k=1 n=1
Puesto que

(36n* —33n +8)(6n —5)!  (6n (36n2 — 33n + 8)3n
26n(3n — 1)12 N (371) 2(6n —1)(6n —2)(6n — 3)(6n — 4

)
6n 71 +1 1 3 1 +1 1
3n 486n—1 46n—2 186n—3 36n—4
6n\ [* 7 3
= on—=>5 3 tQ——t dt
<3n>/0 (48 t1 18+3 ’
llegamos a
1+t ! 7 1 3
S = on—=>5 3 2 — ¢ dt
Z 26‘n ()/0 (48 1 18+
1
7 1 3 1 7 1 3 1
= |l — - — 4 — — — ) dt=—Iy— I3+ —I, — =1, 1
/09()(48152 TERETT 3t5) sl bt gh-36 O

u:AEw“.

donde

tk
Debemos observar dos hechos. En primer lugar, el intercambio de la suma y la
integral puede justificarse fiacilmente ya que, por la equivalencia de Stirling,

(36n% —33n +8)(6n —5)! 1 1+O(l) " oo
26n (3n, — 1)12 24+/37n3/2 n/)’ '
En segundo lugar, cada una de las integrales I, para k = 0,...,6 es convergente
puesto que

3 9
g(@) =—5(1+w +w?)t? + s +w? +uHtt + 0% =0(t%), t—o.
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Ahora, como, para |a|] = 1,

/ dt B a(k72)/ dt 1 V1+at? £ 9
thvl+at2 k=1 J th=2/T4a2 k-1 =1 7 -7
Y dt
————— =logt —log(l++/1+at?)+C,

/ tv1+ at? s Bl )
donde para el logaritmo y la raiz cuadrada se toma la rama principal, definidas por
Vz = +/]z|et*8% /2 y log z = log|z| + iarg 2, con —7/2 < argz < 7/2, deducimos
que

1

2

1 3 1 . 3—vV3—-v2

= _1i _ — — 42 J P S A

I 321_13(1) ; tEO\/lant 3— EO 14w ,
Jj= . Jj=

donde hemos usado que
2
Z\/1+wj:\/§+e”/6+67”/6:\/§+\/§. (2)
j=0

Asi mismo,
1

2 - .
1 3 VI+witZ Wi i :
I=lim | 2+ (—;5—“;1 t+°‘;10g(1+\/1+wat2)>

g

2
:é 3+Z<—\/1+wj —l—wjlog(l—l—\/l—i—wj))

~L(s-va- f+maﬂﬂf”1@+ﬂ0,

que se sigue de (2) y de
ij log(1 4+ V14 wi) = log(1 + v/2) + wlog(1 + €™/%) + w?log(1 + e~7/6)

~og(1+vD) = T _ Loy 4 v

1, 1 +22: VItwit? | 2wiV/1 + wit2
350 | 3 3t3 3t

€
2

e (Ve Vi) | = b (vaeva-),

1
9
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donde hemos aplicado (2) y la identidad

2
Y w1t w =vV2-2 (3)

=0

Is = 3 lim

1 1+w3t2
4+z( Vi+oE
4t

1

3wi/1 Jt2 3w 2 -
+2 8t—;w + u; logt — o; log(1+\/1+w3t2)>>

€

24

2
1 6+ (—2\/1 w4309V + wl — 3w log(1 + /1 —|—oﬂ))
=0

214(\/3—2\&—3105;(1—1—\/5)—\/fr+glog(2+\/§)>7

que es consecuencia de (2), (3) y de

ZwQJ log(1 + V14 wi) = log(1 + v2) + w?log(1 + ™) + wlog(1l + e /%)

=log(1 + V2) + % - %log(Q +V3).

De este modo, insertando los valores de Io, I3, Iy e I5 en (1) llegamos a que S = %.

También resuelto por L. Glasser y el proponente. Se ha recibido una solucién incompleta.
PROBLEMA 334. Propuesto por Angel Plaza, Universidad de las Palmas de Gran

Canaria, Las Palmas.
2/ oy n
Sean x1,...,x, numeros reales positivos tales que || j—1@; > L Probar que

[e%) n k+1
IS S A

n 2k+1 — n :
k=1 EJ 175 Y Hj:l r;—1

Solucion enviada por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Universita degli
studi di Tor Vergata, Roma, Italia.
Por la desigualdad entre las medias de orden k + 1 y 2k + 1, se tiene

(k+1)/(2k+1)

n n
foﬂ < /(K1) Zx?kﬂ
j=1 j=1
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y, por la desigualdad entre la medias aritmética y geométrica,

(2k+1)/n
n

n
2k+1 ]
E x5 >n I | x;j

Jj=1 Jj=1
Entonces,
0 no ekl 0 k/(2k+1
S Sy
n 2k+1 — k/(2k+1)
> 1T no2k+1

— =1 —

k=1 £~j J k1(zj:1xj )

—k/n (H?Zl mj)—l/n )

oo n
S Z H xj = n 71/77‘ = " n 9
k=1 \j=1 1-— (Hj:1 J;j) A/ [[ioyz—1

—1/n
donde hemos usado la suma de la serie geométrica de razén (H?:l xj) que, por

hipétesis, es menor que uno.

También resuelto por A. Stadler y el proponente. Se ha recibido una solucién incompleta.

PROBLEMA 335. Propuesto por Ovidiu Furdui, Technical University of Cluj-Napoca,
Cluj-Napoca, Rumania.

Sea A € M3(Q), donde M2(Q) es el conjunto de las matrices cuadradas de orden
dos cuyos elementos son nimeros racionales; asi mismo, sea Iy la matriz identidad,
y Oy la matriz nula. Si definimos

log A = i (=" (A — L)k,
k1

probar que log A € M5(Q) si y solo si (A — I3)? = O,.

Solucion enviada por Moubinool Omarjee, Lycée Henri IV, Paris, Francia (modifi-
cada por los editores).
Si (A — I3)% = Oq, es claro que

— (1) k1
logA:kZ:()k+1(A—Iz) = A- I, e My(Q),

puesto que A € M3(Q).
Veamos ahora la otra implicacién. Si a y b denotan los autovalores de la matriz
A — I, entonces r = a+ by s = ab son valores racionales. Ademads, los autovalores
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de log A seran log(1l + a) y log(1 + b). En efecto, si A es un autovalor de A — I y v
un autovector asociado a él, se tiene que

(D TR e e VLN T
IOgAU—Zm(Aflg) ’U—Zm)\ U*log(l‘i’)\)’l}
k=0 k=0
Como log A € M2(Q), los valores log(1 + a) + log(1 + b) y log(1 + a)log(1 + b)
son numeros racionales y

log(1+a)+log(1+0b) =log(l+a+b+ab) =log(l+r+s)=acQ.

Si « fuese no nulo, entonces e* = 1 +r+s € Q y e® seria algebraico, lo que
es imposible por el teorema de Lindemann-Weierstrass; luego « debe ser nulo y
r = —s. De esta forma, (1 +a)(1+b) =1y log?(1+4a) =: 8 € Q, de modo que

1+a:ei\/g,l+b:ei\/§y

ei\/B+e:F\/B:2+rEQ.

Luego los valores t = =V son raices del polinomio de coeficientes racionales t2 — (24
r)t + 1, es decir, son algebraicos; y aplicando de nuevo el teorema de Lindemann-
Weierstrass, deducimos que 8 = 0. Por tanto, a = b = 0 y, por el teorema de
Cayley-Hamilton, podemos concluir que (A — I5)? = O,.

También resuelto por A. Castatio, J. Nadal, A. Stadler, J. A. Torné y J. L. Varona (conjunta-
mente) y el proponente.

NoOTA. Procediendo como en la solucién presentada, el resultado puede extenderse
a matrices en M»(Q), donde Q es la clausura algebraica de Q, es decir, el conjunto
de los nuimeros algebraicos, ya que en ese caso también es aplicable el teorema de
Lindemann-Weierstrass. Este hecho es observado en varias de las soluciones recibidas.

PROBLEMA 336. Propuesto por Daniel Sitaru, National Economic College “Theodor
Costescu”, Drobeta Turnu Severin, Rumania.

Sean f,g : [0,1] — R dos funciones tales que g(z) # 0, para z € [0,1], y
lim, o L% = 1. Calcular

e (o) o)) (B i 42

NoTA. Tal y como estd planteado no es posible resolver este Problema 336. En la
solucién remitida por el proponente hay un error que no apreciamos en su momento.
Planteamos a continuacién una nueva versién del problema, basada en la propuesta
original, y cuya solucién sigue esencialmente la dada por el proponente.

+

‘ [l

+
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PROBLEMA 336 (CORRECCION). Propuesto por Daniel Sitaru, National Economic
College “Theodor Costescu”, Drobeta Turnu Severin, Rumania, y los editores.

Sean f,g : [0,1] — R dos funciones tales que g(z) # 0, para z € [0,1], y
lim, o L% = 1. Calcular

, I\ (G TGk ()
e (9<2) <g<n;> ToGh) T g(ln))

o) o)) ()

n—+1

Solucion enviada por el proponente (modificada por los editores).
Veamos en primer lugar que, para una funcion f en las hipétesis del problema,

se verifica
nl;ngoz < > log 2. (1)

Puesto que lim,_,q @ =1, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |@ — 1| < g, cuando
0 < |z| < 0. Entonces existe N tal que, para cada n > N ,se cumple |n%_z| < 4§, con

t=1,....,n,y
1—c¢ < 1 ) 1+¢
- < f - < -,
n-+1 n-+1 n-+1

lo que implica que
n

’ - 1 1 J—
i <;f(n+z> _;rH-i) =0

Como limy, 400 Y iy n+ =log2, (1) se sigue inmediatamente.
Si denotamos por L el limite a evaluar, usando la identidad de Abel de sumacién
por partes

n—1

Zaibi = an(by + - +by) + Z(ai = @iy1) (b1 +ba + -+ b;),
i i=1

)y bi= 7fg"'i*i)

n+i )

con a; = 9(n+7 llegamos, aplicando (1) en el Ultimo paso, a que

1
4 1 f(n+i) 4 1
L=l : = I —— ) =log2.
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