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Existen infinitos primos (desde Euclides hasta el siglo XXI)

por

Daniel Sadornil y Juan Luis Varona

RESUMEN. Hace bastante méas de dos milenios, Fuclides nos dejé escrito
que existian infinitos nlimeros primos, con un lenguaje que no era el actual,
pero con un rigor que practicamente en nada difiere del de las matematicas
contemporaneas. Desde entonces han sido numerosos los matematicos que han
proporcionado otras pruebas del mismo resultado, a veces con ideas muy bri-
llantes y aparentemente distantes del objetivo. En este articulo se recogen unas
cuantas de estas demostraciones, agrupandolas por el tipo de técnicas que se
han usado, que han sido de lo méas variado, o por el camino que se ha seguido
para probar la existencia de infinitos nimeros primos. Como se pondra de ma-
nifiesto a lo largo del articulo, se podria decir que «todos los caminos (salvo
quizds un ndmero finito) llevan. .. a la demostraciény.

INTRODUCCION

Si se le preguntase a una persona por algunos recuerdos de lo que aprendié de
matematicas en la escuela primaria, enseguida responderia con los nimeros y las
cuatro operaciones basicas del calculo. Entre los no muchos conceptos matematicos
que se estudian a edad tan temprana, casi todos relacionados con la geometria y la
aritmética, estdn los niimeros primos. Si se hiciera la pregunta ;qué es un nimero
primo?, una posible respuesta seria ésta:

DEFINICION. Un niimero primo es un ntimero que sélo es divisible por el ntimero
uno y por él mismo.

Con esa definiciéon, y centrandonos en los enteros positivos, el 1 serfa un nimero
primo. Esto tiene un pequeno inconveniente, y es que el teorema fundamental de la
aritmética ya no se puede enunciar diciendo que «todo ntimero mayor que 1 se puede
escribir de forma tinica como producto de primos»; si 1 es primo, siempre podriamos
anadir el factor 1€ con cualquier exponente ¢ y se pierde la unicidad. Para enunciar el
teorema de manera correcta, habria que precisarlo un poquito. Nada grave, pero, por
eso y por alguna otra cosa que comentaremos un poco mas adelante, actualmente
se excluye al 1 de la definicién de primos, simplemente anadiendo el requisito de
que el nimero sea mayor que 1. Pero, historicamente, el 1 fue considerado como
primo hasta el siglo XIX, que es cuando se empezd a pensar que era mas conveniente
adoptar el criterio contrario (una buena referencia donde se trata la historia de la
primalidad del 1 es el articulo de Caldwell y Xiong [5]).
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De hecho, existen otras formas de definir nimero primo que directamente evitan
que 1 sea un primo: «un nimero primo es un nimero que no es producto de dos
numeros naturales méas pequefios que él» o «un nimero primo es un nimero que tiene
exactamente dos divisores». Desde luego, habria que comprobar la equivalencia entre
las definiciones, pero no tiene ninguna dificultad.

Por otra parte, en matematicas, el concepto de niimero primo se puede extender a
contextos mas generales que el de los niimeros naturales. En ese sentido, se distingue
entre nimeros primos e irreducibles, que se definen asi:

DEFINICION. Sea p un entero mayor que 1. Entonces:

= Se dice que p es un ntmero irreducible si no se puede descomponer en dos
factores distintos de 1.

= Se dice que p es un ntmero primo si, siempre que divide a un producto ab,
divide a uno de los factores a o b.

De esta manera, ahora estamos llamando irreducibles a los nimeros que antes
llamabamos primos, y el concepto de niimero primo ya no es el mismo que antes. En
los enteros positivos, esto no tiene relevancia, pues se demuestra con facilidad que
ambos conceptos son equivalentes.

Pero, en contextos matematicos mas generales —en concreto, en teoria de anillos
conmutativos—, ya no es lo mismo. Asf, por ejemplo, en el anillo Z[\/=5], el 3 es
irreducible, pero no es primo puesto que divide a (2 + v/=5)(2 — v/=5) = 9 y no
divide a ninguno de los dos factores. Nos estamos saliendo de lo que aqui nos interesa
—nosotros sélo vamos a hablar de primos «clasicos», es decir, considerando sélo los
enteros positivos—, pero, realmente, todo esto es lo que ha dado la puntilla a la
consideraciéon o no del 1 como nimero primo. Al definir los conceptos de primo y
de irreducible en el contexto de la teoria de anillos conmutativos, forzosamente hay
que descartar las unidades (no vamos a aclarar qué es esto, pero, por supuesto, el
1 es una unidad, y también lo seria el —1 si no sélo hablaramos de enteros posi-
tivos), y tener en cuenta la unicidad en la descomposicién «salvo unidadesy». Este
tipo de generalizaciones ha hecho que ya no exista ninguna controversia, y que las
matematicas actuales ya no consideren al 1 entre los primos.

Volviendo ya a los enteros positivos, una frase muy manida —pero no por ello
menos cierta— es que los nimeros primos son los ladrillos a partir de los cuales se
construyen todos los nimeros enteros y, por tanto, el estudio de los ntimeros enteros
se reduce al de los primos. Uno de los resultados mas béasicos e importantes sobre
los ntimeros primos es éste:

TEOREMA. FEzisten infinitos nimeros primos.

Desde Euclides, alrededor del 300 a. C. hasta la actualidad, numerosos matemé-
ticos han ideado diferentes demostraciones de este teorema. Tener demostraciones
alternativas no sélo es bonito per se, sino que permite ver los resultados desde di-
ferentes enfoques e incluso descubrir como areas o partes de las matematicas, en
principio alejadas, se pueden cruzar en una demostracién. Tal como afirmaba Sir
Michael Atiyah (ver [40]):
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« Cualquier buen teorema debe tener varias pruebas, cuantas mds mejor.
Por dos razones: generalmente, diferentes pruebas tienen diferentes for-
talezas y debilidades, y se generalizan en diferentes direcciones, no son
solo repeticiones mutuas. »

En este sentido, no se puede obviar a Erdds. Solia decir que no necesitas creer
en Dios, pero, como matematico, deberias creer en El Libro, en cuyo interior estan
escritas las demostraciones méas elegantes de todos los teoremas matematicos, in-
cluso los que todavia no estan demostrados. Unas cuantas de estas demostraciones
especialmente bellas estan destinadas a probar la infinidad de los nimeros primos.

Actualmente hay muchisimas formas de demostrar la existencia de infinitos pri-
mos, y el objetivo de este articulo es recoger un puiiado de ellas. jCuédntas? Desde
luego, si algtn resultado matematico merece la pena de ser considerado como «per-
fecto» es éste, asi que hemos optado por mostrar, de manera completa, un nimero
perfecto de demostraciones (algunas otras, y pequenas variantes, las comentaremos
someramente). El ntimero perfecto anterior al que hemos tomado es pequeno, y el
siguiente demasiado grande; dejamos que el lector adivine cudntas demostraciones
hemos incluido. La primera demostracion que se muestra es, légicamente, la que rea-
liza Euclides en los Flementos —tal como la redacté él con un lenguaje geométrico
y reinterpretada con lenguaje aritmético actual—, y la dltima es la propuesta por
Lemmermeyer en 2020.

Por supuesto, la eleccién ha sido fruto del gusto personal de los autores. Si el
lector lo desea, puede encontrar muchas otras. En concreto, los libros de Aigner y Zie-
gler [1, capitulo 1], Dickson [9, capitulo XVIII|, Narkiewicz [32, capitulo 1], Pollack
[38, capitulo 1] y Ribenboim [41, capitulo 1] hacen su propia seleccién de demos-
traciones. Asi mismo hay un amplio abanico disponible en los articulos de Granville
[17], Méstrovi¢ [27] (contiene casi 200) y Yamada [52]. Hemos intentado citar las
fuentes originales de las demostraciones que hemos presentado; pero, ademas, casi
todas ellas estan recogidas en una o varias de las recopilaciones anteriores.

Ademas de esta introduccion, el articulo se divide en seis secciones dependiendo
del método o la herramienta matematica usada para demostrar la infinitud de los
numeros primos. En la secciéon 1, se muestra la demostracién de Euclides y sus
variantes en las que, a partir de un ntimero finito de primos, se construye otro nimero
que no es divisible por los primos anteriores. La secciéon 2 muestra las demostraciones
que parten de la idea de Goldbach de construir sucesiones de enteros cuyos términos
son primos entre si. En la seccion 3 se presentan algunas demostraciones que utilizan
sumas infinitas, tal como hizo Euler. La seccién 4 estd dedicada a las demostraciones
basadas en técnicas béasicas de combinatoria y aritmética. La seccion 5 recoge la
prueba topoldgica de Furstenberg y dos versiones de ésta desde otro punto de vista.
Finalmente, en la seccién 6 se muestran otras demostraciones donde se usan técnicas
diferentes a las anteriores, y se mencionan algunas muy recientes.

En todo el articulo, usaremos p, a veces con subindices, para denotar primos.
Ademds, cuando escribamos ) o [[, nos estaremos refiriendo a que la correspon-
diente suma o producto se extiende sobre primos, quizas con alguna condicion si es
que se indica. Para abreviar, prescindiremos de usar med para indicar el maximo co-
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mun divisor, y escribiremos simplemente (a,b) = mcd(a, b). No obstante, el minimo
comun multiplo lo denotaremos con mcm(a, b).

1. EUCLIDES (CONSTRUCCION)

Como ya se ha mencionado, la primera demostracién de la que se tiene constancia
de la infinitud de los numeros primos se debe a Euclides, y es la Proposicién 20
del Libro IX de los Elementos (estamos aqui siguiendo la numeracién de [12], la
edicién moderna en espanol mas conocida, en otras ediciones la numeracién de las
proposiciones puede variar ligeramente). No obstante, Euclides no usa el enunciado
actual, pues no manejaba el concepto de «infinito». Su enunciado es

«Hay mds numeros primos que cualquier cantidad propuesta de numeros
Primos».

Para su demostracion es necesario el concepto de medida entre niimeros; es decir,
un nimero es medido por otro nimero si el primero puede descomponerse en partes
iguales, todas ellas iguales al segundo. Ademas, se define nimero primo como aquél
que sélo es medido por la unidad. Por otra parte, la demostraciéon de Euclides usa
el hecho de que, dado un entero positivo mayor que 1, hay un primo que lo divide
(el propio ntumero si éste es primo). Este hecho se deduce de la Proposicién 31 del
Libro VII que afirma que «Se mide cualquier niumero compuesto por algin nidmero
Primo».

El texto y los graficos concretos que aparecen en los Elementos pueden variar
ligeramente entre las distintas ediciones. Pero, aproximadamente, lo que escribe Eu-
clides en la Proposicién 20 del Libro IX es lo que sigue:

DEMOSTRACION 1 (GEOMETRICA). Sean A, By C' los niimeros primos propuestos.
Digo que hay méas ntimeros primos que A, B, C.
Pues témese DE el niimero menor medido

por A, B,C, y afiddase a DFE la unidad EF. 'i' H
Entonces DF es primo o no. Sea primo en pri- ,L. _
mer lugar; entonces han sido hallados los ni- C

meros primos A, B, C, y DF, que son més que _

A,B,y C. D E F

Consideremos ahora que DF no sea primo;
entonces es medido por algiin niimero primo:
sea medido por el nimero primo H. Digo que H no es el mismo que ninguno de los
numeros A, B, C. Pues si fuera posible, séalo. Pero A, B, C' miden a DFE, entonces H
medird también a DE. Pero mide asimismo a DF'; y H, siendo un niimero, medira
también a la unidad restante E'F’; lo cual es absurdo. Luego H no es el mismo que
ninguno de los niimeros anteriores A, B,C. Y se ha supuesto que es primo. Por
consiguiente, han sido hallados mas niimeros primos que la cantidad propuesta de
los nameros A, B, C. O

En la demostracién anterior, la expresion «témese DE el nimero menor medido
por A, B, C'» equivale, tal como lo decimos ahora, a «témese DE el minimo comun
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Demostracion de la existencia de infinitos primos en la ediciéon de los FElemen-
tos de Euclides del impresor Erhard Ratdolt (Venecia, 1482); en esta edicién,
dicha demostracién es la Proposicién 21 del Libro IX. Ejemplar de la Biblio-
teca del Monasterio de San Millin de Yuso (La Rioja), cortesia de la Funda-
cién San Millan de la Cogolla, http://bibliotecavirtual.larioja.org/bvrioja/
i18n/consulta/registro.do?id=3089

multiplo de A4, B, C'» (y, como A, B, C son primos distintos, DFE seria su producto).
Reescribiendo esta demostracion en notacién y lenguaje aritmético moderno se tiene
la prueba que acostumbra a verse en numerosos textos:

DEMOSTRACION 1 (ARITMETICA). Supongamos que existe una cantidad finita de
ndmeros primos (distintos) p1,pa,...,pr. Sea N = pips---pr + 1. Si N es primo, N
es un primo que no estd en nuestra lista, ya que es mayor que todos los demaés. Si
N no es primo, existird un primo p que lo divide, pero N tiene resto 1 al dividirlo
por p; para cada 1 < ¢ < 7, por tanto p no puede ser ninguno de los primos p;. En
ambos casos, nuestra lista inicial es incompleta. O

Schaumberger (1985) [45] reinterpreta esta demostracién usando el principio del
palomar: como hay exactamente r primos, cualquier lista de r 4+ 1 enteros distintos
mayores que 1 contiene dos que comparten un divisor primo; ninguna pareja de
enteros de la lista py, po,..., pr y D1 - P2+ pr + 1 comparte un divisor, asi que
necesariamente la lista inicial de r primos no es completa.

Merece la pena comentar que la demostracion de Euclides sélo puede asegurar que
N = p1ps - - pr + 1 es divisible por algiin ntimero primo diferente de la lista inicial,
pero no que el propio N sea un nuevo primo. Por ejemplo 715 =2-3-7-17+ 1 no
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es primo porque 715 = 5-11-13. Tampoco ocurre asi si se toman todos los niimeros
primos menores que uno dado, pues 30031 =2-3-5-7-11-13+1 = 59509 no
es primo. De hecho, para n < 100000 sélo hay 19 valores de n tales que el niimero
N = Hpgn p+ 1 es primo (se denominan «primos primorialesy).

La idea basica de la demostracién de Euclides es, suponiendo que existe sélo
una cantidad finita de primos, construir un nuevo niimero que no sea divisible por
ninguno de los primos. Diferentes construcciones de este nimero dan lugar a variantes
de la demostracién. Posiblemente la variacién més simple (atribuida a Hermite, [32,
§1.1.3]) consiste en tomar N = n! + 1; inmediatamente se sigue que, si p, es el
divisor primo mas pequeno de N, necesariamente p, > n y, por tanto, se tiene asi
una sucesiéon infinita de ntimeros primos. También es sencilla la idea de Kummer
(1878) [41, §1.I], que parte del entero N = py1ps -+ - p, — 1:

DEMOSTRACION 2. Supongamos que existe una cantidad finita de nimeros primos
distintos p; < p2 < -+ < pp, ¥ > 1. Sea N = p1py---p. > 2. Entonces, N — 1
deberia tener un divisor primo p; en comin con N, pero esto es absurdo pues, si
para algin 1 < ¢ < r, el primo p; divide tanto a N como a N — 1, entonces divide a
su diferencia, es decir, p; divide a 1. En consecuencia, existe algin primo méas. [

Asi mismo, Stieltjes (1890) [32, §1.1.3] propone una demostracién a partir del
entero N = pyps - - - pr factorizandolo en dos enteros.

DEMOSTRACION 3. Supongamos que existe una cantidad finita de nimeros primos
distintos p1,p2,...,pr, y sea N = pips---p,. Este entero puede escribirse como
N =a-bcon ay benteros positivos primos entre si (pues cada factor primo p de N
s6lo lo divide una vez). Sea M = a+b > 1. Es claro que ningtin nimero primo de la
lista puede dividir a M, pues entonces a y b no serian primos entre si. Entonces, o
bien M es un primo diferente de los de la lista, o bien es divisible por otro primo que
tampoco esta en la lista. En ambos casos la lista inicial de primos es incompleta. [

La demostraciéon original de Euclides es un caso particular de la de Stieltjes
tomando uno de los factores igual a 1. Por otra parte, Boije af Gennés (1893) [4]
presenta una variante de la demostracién anterior tomando N = p{'p5? - - p& con
N=a-by M =a—b>1.Siademis M < (p, +2)?, se puede demostrar que M es
primo. La demostraciéon de Kummer es un caso particular de ésta tomando todos
los exponentes iguales a 1y b = 1.

Braun (1899) [32, §1.1.3] (y posteriormente, de manera similar, Métrod (1917)
[28]) en lugar de tomar el producto de niimeros primos considera la suma de inversos

de primos:

DEMOSTRACION 4. Supongamos que s6lo hay una cantidad finita de ntimeros pri-
mos distintos pi,p2,...,pr, con p1 = 2, po = 3y p3 = 5 los tres primeros, y
sea N = pips---p,. La suma de los inversos de los primos es mayor que 1, pues
Sy i = £ >1+1+1=31 Por tanto, el numerador a tendra un factor primo p.

>
Si existiese 1 < k < r con p = pg, entonces, como a = ZT N

i=1 p; €S claro que py
- T
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deberia dividir a pﬂk, lo que resulta absurdo. Asi pues, el primo p no puede ser uno
de los de nuestra lista inicial. O

Euler, en 1736 (publicado péstumamente en 1862, [9, § XVIII, p. 413]), modi-
fica ligeramente el argumento de Euclides usando la funcién multiplicativa ¢(n) =
card{a : 1 < a < n, (a,n) =1} que él mismo estudié.

DEMOSTRACION 5. Suponemos que existe una cantidad finita de nimeros primos
distintos p1, p2, ..., pr, ysea N = p1ps - - - p-. Entonces, el nimero de enteros menores
que N y coprimos con él es

T

p(N) =][(pi-1)>2-4--->2.
i=1

Por tanto, debe existir al menos un nimero entero a perteneciente al intervalo [2, N]
coprimo con N. Y ese a tendrd un factor primo p diferente de todos los p;, con lo
que hemos llegado a un absurdo. O

Hay ma&s construcciones que nos permiten determinar nuevos nimeros primos a
partir de una lista inicial; por ejemplo, utilizando el pequeno teorema de Fermat,
Granville [18] prueba que si p1,pa,...,p, es una lista finita de primos impares y
tomamos L = [[;_,(p; — 1), los enteros 2F + 1 y 2E+1 — 1 no son divisibles por
ninguno de los primos iniciales.

La demostraciéon de Euclides puede adaptarse para probar la existencia de infi-
nitos primos con algunas caracteristicas. Por ejemplo, para demostrar que existen
infinitos primos p = 3 mdd 4: si p1,ps2,...,p, es una cantidad finita de nimeros
primos de la forma 4n + 3, se toma N = 4pips---p,. — 1 y se procede de manera
similar. También para primos p #Z 1 méd m, m > 2, considerando nimeros de la
forma N = mpyps - pr — 1 con py,po,...,p, una lista de dos o més primos de estas
caracteristicas. Tampoco es muy complicado probar la existencia de infinitos primos
de la forma 4n+1 (o algunas otras), pero se requiere algo més de trabajo que sélo las
ideas de Euclides. Finalmente, hemos de destacar que, para progresiones aritméticas
arbitrarias, Dirichlet, en 1837, demostré que si a,b son enteros positivos coprimos,
entonces la sucesion {an+0b}52 ; contiene infinitos primos (por lo que siempre existen
infinitos nimeros de la forma 2020n 4 2021, por ejemplo).

2. GOLDBACH (SUCESIONES)

La idea de Goldbach (en una carta a Euler fechada en 1730, [41, § 1.II]) consiste
en que cualquier sucesién infinita de enteros positivos {a,}52 tal que (a;,a;) =1
si @ # j conduce a una prueba del teorema de Euclides. En efecto, cada elemento
de la sucesién sera divisible por un primo; mas en concreto, a; sera divisible por
un primo p;; como a; y ag son primos entre si, cualquier primo ps que divida a as
serd distinto de p1, y asi sucesivamente. Esta idea —que algunos textos atribuyen
a Hurwitz o incluso a Pélya y Szegé— es, posiblemente, la primera que permitié
dar una demostracién esencialmente diferente de la de Euclides. En la practica,
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una demostraciéon de este tipo se reduce a construir una sucesién con las caracte-

risticas buscadas. La de Goldbach usa la sucesién determinada por los niimeros de
n

Fermat 22" + 1:

DEMOSTRACION 6. Sea F,, = 22" 4 1. Por induccién, es facil probar que F,, —2 =
FyFy --- F,,_4. Por tanto, si n < m entonces F,, divide F},, — 2. Luego, si existe un
primo que divide a ambos, dividird a F,,, — (F;, — 2) = 2, lo cual es absurdo pues
todos los nimeros de Fermat son impares. O

Esta demostracién, ademds, determina también un cota superior (nada fina) para
el primo n-ésimo p,,, concretamente p,, < 22" 4.

Los nimeros de Fermat pueden definirse recursivamente tomando F_; = 1y
F, =2+ H::jl F;. Sylvester (1880) [48] propone una generalizacién a partir de
una relacién de recurrencia donde ag = 2y a, = 1+ H?:_ol a; (equivalentemente,
Unt1 = a2 —ay,+1) que cumple también que dos términos cualesquiera de la sucesién
son primos entre si.

Pélya (1921) [39] demuestra, para una gran clase de sucesiones definidas median-
te férmulas de recurrencia lineales, que éstas contienen una subsucesién creciente
infinita de términos coprimos dos a dos. La sucesién recurrente por excelencia es la
sucesién de Fibonacci, fo =0, f1 =1, f, = fn—1 + fn—2 que Wunderlich (1965) [51]
usé para demostrar la infinitud de los nimeros primos. En la demostracion se usa
una conocida propiedad de los niimeros de Fibonacci: (fn, f;m) = fin,m) (es decir,
los niimeros de Fibonacci no siempre son coprimos dos a dos, al contrario de lo que
ocurria con los ntimeros de Fermat).

DEMOSTRACION 7. Supongamos que, ademés de p = 2, s6lo hay una cantidad finita
de primos p1,p2, ..., pr. Los correspondientes niimeros de Fibonacci fp,, fp,s .-+, fp.
son mayores que 1 y coprimos dos a dos, pues (fp,, fp;) = fp.p,) = 1si i # j.
Entonces, cada uno de los primos debe dividir a uno y s6lo uno de los f,;, y cada
uno de los fj,, es divisible por un tnico niimero primo. Pero f19 = 4181 = 37 - 113,
que tiene dos factores. O

Hemminger (1966) [20] generaliza la idea anterior y muestra que, de igual forma,
se pueden usar sucesiones {a,}, que cumplan cuatro condiciones, a saber: que no
existan elementos repetidos, que si p es primo entonces a, # 1, que exista un nimero
primo p tal que a, no es primo, y que si (n, m) = 1 entonces (an, a,) = 1. La sucesién
a, = 2™ — 1 (ntimeros de Mersenne si n es primo) cumple también (2" —1,2™ —1) =
2(mm) _ 1 “asi que de nuevo permite probar la infinitud de los nimeros primos, pues
24 —1=15=3-5.

Pero, tal como ya habiamos visto antes con el ejemplo de Sylvester, no iinicamente
pueden usarse recurrencias lineales. Harris (1956) [19] prueba que si ag, a1, as son
enteros positivos coprimos dos a dos y se define a,, = agaias - ap—_3a4n—1 + Gn_2,
la sucesion {a, }, estd formada por enteros coprimos dos a dos (no necesariamente
positivos, pero una subsucesién suya si tiene esta propiedad adicional).

Otros autores han dado ejemplos de sucesiones recurrentes no lineales de términos
coprimos dos a dos. Por ejemplo, Edwards (1964) [10] define las sucesiones a,, =
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an—1(an—1—q)+qcon (a1,q) =1y a1 >q, by =by_1(by—1+q) —qcon (by,q) =1
yb >1,0c¢, =22 _;—1con ¢ > 1; y Mohanty (1978) [30] usa la sucesién
an = a2 —ma, +mcon ag =a+my (a,m)=1.

Por otra parte, si f es un polinomio con coeficientes enteros (en lo que sigue, f™
significa componer n veces el polinomio f) y r un entero, Lambek y Moser (1957)
[22] demuestran que f™(r) es una sucesion de términos coprimos dos a dos si y s6lo
si (f¥(0), f*(r)) = 1 para todo n, k, y determinan todos los polinomios f(z) para los
cuales se cumple esta condicién para todo entero r. Dichos polinomios vienen dados

por

1+ 2(z—1)g(x), 1—z—a%+ x(m2 - Dyg(z), 1- 222 + x(x2 — Dg(x),
1 4z@+Dgx), 2> —z—-1+z@®—-1)gx), 22%—-1+z(2*—1)g(x),

con g(z) cualquier polinomio con coeficientes enteros.

De forma diferente, Sierpiniski (1970) [47, § ITI] prueba que existen progresiones
aritméticas formadas por enteros positivos coprimos dos a dos tan largas como se
desee (por supuesto, esto implica que existen tantos primos distintos como se desee):

DEMOSTRACION 8. Para cada k > 1, sean los ntimeros k!n+1, 1 < n < k. Veamos
que son coprimos dos a dos. Dados dos de ellos cualesquiera, k!r + 1y k!s+ 1 con
1<r<s<k,sead=(klr+1,kls+1). Esclaro que d| (s(klr+1)—r(kls+1)) =
s—r<k,uegol <d<kyd]|kl Comod]| (klr+1), también d | 1, y por tanto

d=1. O
Sierpiniski [47, § IT, problemas 42 y 43] también muestra que las sucesiones de los
nimeros triangulares a,, = % y de los niimeros tetraédricos a, = P(”Hg(nﬂ)

contienen una subsucesion infinita de enteros coprimos dos a dos.

Para concluir esta seccion, la tltima demostraciéon de la infinitud de los niimeros
primos a partir de sucesiones que presentamos es la de Saidak (2006) [43], que
construye una sucesion de forma que cada nuevo término tiene, al menos, un factor
primo mas que el anterior:

DEMOSTRACION 9. Sea a; = m > 1 entero y az = m(m+1); como (m,m+1) =1,
estos dos niimeros no tienen factores primos en comiin, luego ay tiene, al menos, dos
factores primos distintos. Sea ahora az = az - (a2 + 1); igualmente (ag,a2 +1) =1
y tienen factores primos distintos. Como as tiene dos factores primos diferentes,
a3 tiene como minimo tres factores primos distintos. Iterando este procedimiento,
ap, = ap_1(an—1+1) es divisible por al menos n primos distintos. Luego deben existir
infinitos niimeros primos. O

Siguiendo esta idea, Maji (2015) [24] define la sucesién a; = m®+1, ag = (m +
a Qn Qo — Qpyn— L.
1)@21 y, en general, a, = a; " ay"? -+ a,"5 7" +a,"7"" con ; ; enteros positivos,

y demuestra que los términos de esta sucesiéon son coprimos dos a dos.
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3. EULER (SUMAS INFINITAS)

En 1737 [13, teorema 19], Euler prueba que

> L (1)

p primo p

Por supuesto, esto proporciona una demostracién de la existencia de infinitos primos,
ya que, en otro caso, la suma seria finita.

Las demostraciones originales de FEuler no se pueden analizar desde el punto
de vista del rigor mateméatico actual. El, y los matemadticos de su época, estaban
interesados en descubrir, y las dosis de ingenio e intuicién que desplegaron eran,
ciertamente, envidiables. Pero en la matematica del siglo XVIII no se habia insta-
lado atin el rigor de las definiciones y de las demostraciones (de hecho, podriamos
decir que dicho rigor se habia «relajado», pues las matemadticas griegas si lo tenfan).
Asi pues, no veremos aqui los resultados de Euler tal como él los probé, sino con
interpretaciones actuales bastante libres construidas sobre sus ideas.

Reinterpretado de manera suficientemente general, y con notacion actual, pode-
mos decir que del trabajo de Euler se desprende que, si f es una funcién comple-
tamente multiplicativa (es decir, si f no es la funcién nula y cumple f(n-m) =

f(n)f(m)), entonces N
1
Ssm= 11 = )

p primo

(en principio, esto requiere asumir que la serie sea convergente, pero con un poco
de cuidado se puede prescindir de esa hipdtesis); los detalles se pueden ver en [50,
§9.1]. Este resultado, que se conoce como identidad de Euler, es la clave de diversas
demostraciones sobre la infinidad de los nimeros primos; entre ellas, algunas de las
que veremos en esta seccién. En particular, y sin entrar en detalles, aplicando (2) a
la funcién f(n) = 1/ny usando que > - 1/n = oo (esto lo habfa probado Nicolds
de Oresme hacia 1360), se desprende la divergencia de la serie (1).

No vamos ahora a probar (2) con la generalidad que ahi se anuncia. Al contrario,
y de momento, simplemente vamos a seguir el tipo de razonamientos que usa Euler
s6lo hasta el punto de conseguir probar que existen infinitos primos. De ese modo,
se puede dar la siguiente demostracién, tal como aparece en [41, § 1.111]:

DEMOSTRACION 10. Observemos primero que, si p y ¢ son dos primos distintos, al
multiplicar las progresiones geométricas

1 1 1 1
21277 Y 27:77
=t 1-1/p =gt 1-1/q
obtenemos
1+1+1+1+1+1+ 1 1
P q p* pg ¢ 1-1/p 1-1/¢
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de modo que en el lado izquierdo de esta expresiéon estan los inversos de todos los
némeros de la forma p"¢* con h,k > 0. Esto mismo se puede hacer si, en vez de
dos, multiplicamos un ntmero finito de series. En concreto, y si suponemos que sélo

existe un nimero finito de primos p1, pa, ..., p,, €l producto de las r identidades
kT ) =t =1,
k=0 pz 1 - l/pl
s T (oo} T
1 ) H 1
S ) =TT ®
z:l(k opl i:ll_l/pi

Ademas, cada entero positivo n se puede escribir de manera tinica como producto
de primos (en otras palabras, de los p1, po, ..., p, cada uno elevado a una potencia
> 0), asi que cada 1/n serd uno de los sumandos que aparece al desarrollar el lado

izquierdo de (3), es decir,
Z H 1- 1/pz

Pero esto es imposible, puesto que Y - | 1/n = co. O

Los argumentos de Euler para probar algo como (2) no estdn en [13], sino que
requieren herramientas més potentes. Un parte importante de las herramientas que
se usan estan desarrolladas en el capitulo XV de su libro Introductio in Analysin
Infinitorum, publicado en 1748 (ver la edicién traducida y anotada [14]); en particu-
lar, alli aparece el desarrollo en potencias de la funcién log(1 — ), que resulta clave
en lo que mostraremos a continuacién. De nuevo el razonamiento no es original de
Euler, sino moderno.

Sin recurrir a la reduccién al absurdo, empleada con éxito en la demostracién
anterior, si se pretende dar una demostracién de (1) o (2) ya no estamos suponiendo
que hay un nimero finito de primos, luego, haciendo lo mismo, ya no estariamos
multiplicando un ntimero finito de series. En lugar de Y .=, 1/pF = 1/(1 — 1/p)

conviene usar
oo

E —1 = 71 cons>1
sk _ s 7 .
=t 1-1/p

Haciendo como en (3) pero con todos los primos, y utilizando de nuevo la unicidad
de la descomposicién de cada entero n como producto de primos, lo que tenemos es

Z_Hm@p) -
Tomando logaritmos,

1og(§:nls>:10g( 11 lll/ps):_ 3 log(1—1/p%).

n=1 p primo p primo
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Pero x < —log(l — ) < 2 + 22 cuando 0 < x < 1/2, asi que podemos poner
—log(1 — ) = z + R(x) para cierta funcién R(z) que cumple 0 < R(z) < 2 cuando
0<z< 1/2. En consecuencia,

w(5)-

n=1

> 2+ > r(5) (@

p primo p primo

Hagamos ahora tender s — 1. El sumando de la derecha converge como consecuencia
de la cota |R(z)| < z?. En cambio, Y 2, 1/n* — oo cuando s — 1, pues la serie
arménica Y -, 1/n diverge. Asi, la tnica manera de que (4) siga siendo cierta
cuando s — 1 es que Zp 1/p = oo, tal como queriamos comprobar.

Realmente, existen otras maneras, numerosas incluso, de probar que > o1 /p =00
(y, por tanto, la infinidad de los ntimeros primos) sin seguir los argumentos de Euler.
Pero, por lo general, estas demostraciones utilizan técnicas menos elementales que
las que se usan en la mayoria de las demostraciones de la infinitud de los ntimeros
primos. Veremos aqui inicamente la prueba que dio Erdés en 1938 [11].

DEMOSTRACION 11.  Comprobaremos (1) por reduccién al absurdo, asi que comen-
cemos suponiendo que la serie es convergente; en ese caso, existird un entero b tal
que Zp>b 1/p < 1/2. Para x entero positivo, sean los conjuntos

M, = {n < x : todos sus divisores primos son < b},

N, = {n < z : tiene un divisor primo > b},

cuyos cardinales cumplen card(M,,)+card(N,) = . La cantidad de niimeros menores
o iguales que z divisibles por p es |x/p|, asi que

card(N,) < 3 m <y =<3,

p>b p>b p

y, por tanto, card(M,) > x/2. Por otra parte, cualquier n € M, lo podemos escribir
como n = k?m con m € M, y libre de cuadrados. Pero esto implica que k < /n <
V/Z y, como la cantidad de nimeros libres de cuadrados de M, es < 2°, de aqui se
sigue que card(M,) < 2°\/x. Asi pues, /2 < card(M,) < 2°\/z, lo cual es falso sin
mas que tomar x suficientemente grande. O

Hay otros procedimientos para demostrar la divergencia de la suma de los inversos
de los nimeros primos que también tienen bastante interés. Por ejemplo, Niven, en
1971 [33], lo demuestra a partir de e* > 1+ x y de la divergencia de la suma de
los inversos de enteros libres de cuadrados. Pinasco, en 2009 [37], usa los mismos
argumentos que los de la demostracién 17 que veremos més adelante, llevandolos un
poco mas lejos.

Pero dejemos ya las demostraciones de la divergencia de Zp 1/p, y sigamos con
algunas demostraciones de la infinidad de los niimeros primos basadas en series. Una
de ellas es la atribuida a J. Hacks (a finales del siglo X1x) [38, § 1.4], que presentamos
a continuacion:
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DEMOSTRACION 12.  Partimos de la igualdad JT,1/(1 — 1/p?) = 72/6 (que es,
simplemente, reescribir la suma Yy | 1/k? = 72 /6 segtin la identidad de Euler (2)).
Si hubiera sélo una cantidad finita de primos, el producto seria un nimero racional,
asi que 7 seria racional. Pero sabemos que 7 es irracional, luego forzosamente debe
haber infinitos primos. O

Otra demostracién que prueba la existencia de infinitos primos ayudandose de
una serie es la que dio Perott (1881) [36]:

DEMOSTRACION 13.  Supongamos que hay un niimero finito de primos p1, p2, . . ., pr.
Dado cualquier entero N mayor que todos esos primos, sea §(N) la cantidad de
enteros entre 1 y N que no son divisibles por un cuadrado, con lo cual (N) >
N —>"1_,|N/p?] (pues el nimero de enteros menores o iguales que N divisibles por
pi es, a lo sumo, N/p}). Ahora, usando que > ,-, 1/k* = 7%/6, tenemos

2

H(N)2N<1—zr:p12> >N(1—§:]:2>>N<2—7;)>];:

k=1"%k k=2

(en realidad, bastarfa saber que > ,-, 1/k? < 2, una propiedad bastante sencilla, y
a partir de aqui la demostracién sigue de forma similar usando, en lugar del N/3,
un aN con alguna constante positiva a).

Por otra parte, todos los niimeros sin factor cuadratico entre 1 y N tendran la
forma pi'p5? - - - p¢r con exponentes e; = 0 o 1, asi que habrd, como mucho, 2" de
tales nimeros; es decir, §(N) < 2". En consecuencia, 2" > §(N) > N/3. De aqui,
N < 3-27, asi que 3 - 2" seria una cota superior para los nimeros naturales, algo
inexistente. O

Merece la pena comentar que la prueba de Perott que acabamos de ver acota el
numero de enteros positivos < N no divisibles por un cuadrado por un procedimiento
radical: excluye los conjuntos de enteros no divisibles por cada cuadrado k2 y no sélo
los divisibles por el cuadrado de un primo. Este argumento es, esencialmente, la base
de las métodos de criba desarrollados para proporcionar estimaciones a la cantidad de
enteros que satisfacen determinadas propiedades. De hecho, y tal como hace Kilford

n [21], la propia demostracién de Perott se puede adaptar facilmente llamando
0. (N), con m > 2, a la cantidad de enteros positivos que no se pueden dividir por
alguna potencia m-ésima, y usando que Y oo 1/k™ < 37 1/k* = x%/6.

Finalmente, podemos mencionar que a partir de la irracionalidad de e y del
desarrollo de la funciéon e~* como un producto infinito que involucra la funcién de
Mébius, Mestrovié [27] determina también la infinitud de los niimeros primos.

4. COMBINATORIA Y ARITMETICA

En esta seccién incluiremos varias demostraciones que, de alguna forma, emplean
ideas de combinatoria. A menudo, se emplea el teorema fundamental de la aritmética
para expresar cada entero, de manera tnica, como producto de primos, cada primo
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elevado a un exponente, y la combinatoria entra en juego al contar el ntimero de
exponentes que satisfacen ciertos requisitos.

La primera demostracién que presentamos que usa ideas combinatorias es una
de Thue (1897), que se puede encontrar en [41, § 1.IV]:

DEMOSTRACION 14. Sean n y k dos enteros positivos cualesquiera que satisfacen
(1+n)* <27 ysean p; = 2, p» = 3,..., p, todos los primos < 2". Cada entero
positivo m < 2™ se puede escribir (de manera dnica) en la forma m = 26132 ... ptr
para ciertos exponentes e; > 0; asimismo se cumplira e; < n, ya que m < 2". En esas
condiciones, puesto que el nimero de elecciones de los ey, eq,..., e, que satisfacen
0<e; <nes(n+1)", tendremos (1+n)¥ < 2" < (1+n)"; en particular, r > k. Pero
cualquier & > 1 cumple (1 + 2k?)* < 22’“2, ya que 1+ 2k? < 2%F Asf que, sea cual
sea el k, siempre ponemos tomar n = 2k2. Y como el ntimero de primos < 2" = 4k
es r > k, hemos probado que existen al menos k + 1 primos < 4K Eso es valido
para cada k > 1, luego deben existir infinitos primos. O

Otra demostracién que utiliza argumentos de combinatoria es la de Auric (1915),
que se puede encontrar en [41, § 1.V.B]:

DEMOSTRACION 15. Supongamos que existe, s6lo, una cantidad finita de primos,
p1 < p2 < -+ < pp. Ademds, para cualquier entero t > 1, sea N = p!. Cada entero
m < N se puede escribir como m = p7'ps? - - - p¢r para cierta r-tupla (e, ez, ..., €,)
definida de forma tinica. Tomemos ahora E = (logp,)/(logp1), con lo cual e¢; < tE
para cada i, ya que p{* < p;* < N = pt. Pero N es, como mucho, el nimero de
r-tuplas (e1, ea,...,e.) con 0 <e; <tE, quees N < (tE+ 1), asi que

ph=N<(tE+1)" <t"(E+1),
y esto es imposible para t suficientemente grande. O

Las dos demostraciones anteriores tienen mas de un siglo de antigiiedad. Bastante
maés reciente es esta otra de Chernoff (1965) [8]:

DEMOSTRACION 16. Supongamos que el nimero de primos es finito, p1, pa, ..., Dr,
con lo cual cada entero positivo se podra expresar de manera tnica en la forma
Py ps? ... pSr con exponentes e; > 0. Entonces, para cualquier entero positivo N,
existirdn exactamente N r-tuplas (eq,es, ..., e,) de enteros no negativos que satis-
facen la desigualdad p'p5? - - - pé < N, o, de manera equivalente,

e1logpi +eslogps + -+ - + e logp, <log N.

De esta forma, NV, el nimero de tales r-tuplas, es el niimero de puntos de coordenadas
enteras de la regiéon r-dimensional

x1logpr + x3logps + - - + x-logp,- <log N, x; >0.
El volumen de esta region es

(log N)"
rllogpi logps - - -log p,’
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y por tanto tendriamos que, para alguna constante ¢, N ~ c¢-(log N)" asintéticamente
cuando N — o0, lo cual es falso, luego el nimero de primos tiene que ser infinito. [

Ya en este siglo, presentamos a continuacién una demostracién ideada por Pinas-
o (2009) [37]. Esta demostracién utiliza una sucesién que se define recursivamente

como sigue. Dada la sucesion de los primos p1, po, .. ., tomamos
1—»ak
(ZOZO, ak+1:ak+ ]CZO
Pk+1

(en principio, esta sucesién podria ser finita si el nimero de primos fuese finito). Es
sencillo comprobar que el n-ésimo término resulta ser

e 1 LIRS AU = S S
P Ol D v D T

1<i<j<n pib; 1<i<j<k<n

ademads, esa expresién también puede escribirse como
n
1
a=1-T[(1--).
i=1 pi

De aqui se sigue que 0 < a,, < 1 para todo n, ya que 0 < 1 — 1/p; < 1 para todos
los primos p;. Esto es todo lo que necesitamos para dar la siguiente demostracion:

DEMOSTRACION 17. Supongamos que sélo hay una cantidad finita de primos, y
sean p; < po < - -+ < p, todos ellos. Para cada x > 1, sea A; el conjunto de los enteros
en [1,z] que son divisibles por p;. Aplicando el principio de inclusién-exclusién al
célculo de la cardinalidad de Uj_; A; tenemos

= 1+Zi: {;J o> LD;%'J i {pipa;ka Fook o mepJ '

i<j
Ahora, multipliquemos ambos términos de esta expresién por £~ !, tomemos limites
cuando x — 00 y usemos que

i<j<k

1
lm z~* LfJ = -,
T—00 t t
con lo cual obtendriamos
1
1= ot () —— =aq,.
Z ; oy 52, PiPiPk propr

Pero esto es falso, pues ya hemos visto antes que todos los a,, son menores estricta-
mente que 1. O

Otra demostracién basada en argumentos de combinatoria es la que presentd
Sadhukhan en 2017 [42]:
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DEMOSTRACION 18. Por el teorema fundamental de la aritmética, cada entero
n > 1 se puede escribir como n = p{'ps? - - pi* con los p; primos distintos, y esta
factorizacién es tnica salvo el orden; tomemos ahora f(n) = e; + ey + - + e. De
esta forma, podemos descomponer el conjunto de los enteros positivos en una serie

de conjuntos disjuntos Sy, S1, 52, ... definidos como
So={1}, Sm={xeN: f(z)=m}, m > 1.

Observemos que, si x € S,,, forzosamente se cumplird = > 2™.
Supongamos ahora que sélo hay r primos distintos. El cardinal de S,,, es el niimero
de combinaciones con repeticion de r elementos tomados m a m, es decir,

card(S,,) = (m e 1).

m

Esto implica que existe una constante c tal que card(S,,) < cm™~! para cada m > 1.
Por otra parte, y dado que {1,2,...,2M —1} C UM ! Spm, se tiene

M-1
1+ Z card(Sy,) :card< U S, ) > oM
m=1

De aqui se sigue que 1—|—Z i Lem™1 > 2M _1y, por tanto, I+e(M—1)" >2M 1,
lo cual es falso para M suficientemente grande. O

5. FURSTENBERG (TOPOLOGIA)

Una de las demostraciones mas atipicas de la infinidad de los niimeros primos la
dio Harry Furstenberg en 1955 [15], y estd basada en la definicién y propiedades de
los espacios topoldgicos. No estd de mas comentar que Furstenberg recibié el premio
Abel en 2020.

DEMOSTRACION 19. Dotemos a los enteros Z de una topologia, definiendo para
ello una base de abiertos. Los abiertos de esta base son los conjuntos (sucesiones
aritméticas indexadas en Z)

S(a,b) ={an+b:ne€Z}=aZ+Dd (con a > 1),

y un conjunto U C Z es abierto si para cualquier elemento x de U existe un S(a,b)
tal que = € S(a,b) C U.

Es facil comprobar que se cumplen las propiedades que definen una topologia: el
vacio y Z = S(1,0) son abiertos, la unién arbitraria de abiertos es un abierto, y la
interseccién finita de abiertos es un abierto (obsérvese que, si z € S(aq,b1)NS(az, b2),
S(ay,b1) N S(ag, b)) = S(ay,x) N S(az,z) = S(mem(aq, az), x)).

En esta topologia, ningin conjunto abierto (salvo el vacio) es finito; en conse-
cuencia, el complementario de un conjunto finito nunca puede ser cerrado. Ademas,
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los subconjuntos S(a,b) son abiertos (por definicién) y cerrados, ya que podemos
escribir S(a, b) como el complementario de una unién de abiertos:

a—1

S(a,b) =7\ | S(a, b+ ).

Jj=1

Los tnicos enteros que no son miiltiplos de primos son —1 y +1, y esto lo podemos
plasmar como

Z\{-1+1} = |J S(r.0). (5)

p primo

Este conjunto (5) no puede ser cerrado, ya que su complementario es finito. Por otra

parte, y para cada primo p, los conjuntos S(p,0) son cerrados. Supongamos ahora

que sélo existe una cantidad finita de primos p. En ese caso, la unién de todos los

S(p,0) serfa un cerrado (unién finita de cerrados), con lo cual (5) serfa un conjunto

cerrado, y ya hemos visto que eso no es cierto. O

Realmente, se puede rehacer la demostracion de Furstenberg prescindiendo de su
lenguaje topoldgico. Eso es lo que hacen Cass y Wildenberg (2003) [7]:

DEMOSTRACION 20. Dado un conjunto A C Z, su funcién caracteristica se define
tomando ya(x) = 1sixz € Ay xa(zr) = 0siz ¢ A Un conjunto de enteros se
denomina periddico si su funcién caracteristica es periddica.

Con esta notacion, si S y T son conjuntos peridédicos con periodos s y t, en-
tonces S U T es periédico con un periodo que divide a mem(s,t), y lo mismo se
extiende a uniones finitas. Ademaés, si un conjunto S es periédico, también lo es su
complementario.

Para cada primo p, sea S, = {n-p: n € Z}. Si sélo hubiese una cantidad finita
de primos, el conjunto S = U,S, seria una unién finita de conjuntos periédicos, asi
que S seria perioddico, y también lo seria su complementario. Pero el complementario
de S es {—1,1} que, como es finito, no puede ser periédico, y hemos llegado a un
absurdo. O

También Mercer en 2009 [25] la reescribe despojéndola de su sabor topoldgico, y
lo hace como sigue:

DEMOSTRACION 21. Para ¢y m enteros y m > 1, sea ¢ + mZ el conjunto de los
enteros congruentes con ¢ médulo m; a estos conjuntos los llamamos «progresio-
nes aritméticas» (indexadas en Z, tal como decfamos en la demostracién 19, donde
usdbamos S(m,c)). Con esta notacién, para m > 2, el conjunto de los enteros no
divisibles por m es

NM(m) = (1+mZ)U---U((m—1) 4+ mZ)

(la abreviatura NM alude a «no multiplosy).

Propiedad 1: Una interseccion finita de progresiones aritméticas es, o bien vacia,
o bien infinita. En efecto, si x pertenece a ¢; +m;Z para 1 < i < r, lo mismo sucede
con x + y donde y es cualquier miltiplo comin de los m;.
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Propiedad 2: Si S es cualquier colecciéon de conjuntos, entonces una interseccién
finita de uniones finitas de conjuntos en S es también una unién finita de intersec-
ciones finitas de conjuntos en S. Esto es asi ya que la interseccién de conjuntos es
distributiva sobre la unién; por ejemplo,

(RUSUT)NUUV)N(WUX)
=(RNUNWIURNUNX)URNVNAW)U(RNV NX)
ulsnunmwm)ulSNUnNnX)uSNVniw)u(SnNnvVnX)
UuTnunmMuTnUnX)uTnvnW)u(TnvVnX).

Con esto, ya podemos probar el teorema. Supongamos que sélo existiera una
cantidad finita de primos, y sean pi,ps,...,p, todos ellos. Entonces,

{=1,+1} = NM(p1) N NM(p2) N --- N NM(p,),

que es una interseccién finita de uniones finitas de progresiones aritméticas, asi que,
por la propiedad 2, es también una unién finita de intersecciones finitas de progre-
siones aritméticas. Pero, por la propiedad 1, esto deberia dar lugar a un conjunto
vacio o infinito, asi que hemos llegado a una contradiccién. O

Finalmente, no estd de més anadir que Carlson [6] muestra que, en realidad,
estas demostraciones tienen una bonita relacién, aunque oculta, con la tradicional
de Euclides. En efecto, con la notacién de la demostracién anterior, y si p es un primo,
lo que se tiene es NM(p) = Z \ pZ. Entonces, si s6lo hubiese una cantidad finita de
primos p1,ps, ..., Pk, lo que podriamos escribir es que, para cualquier entero m,

k k
mpipz - pr+ 1€ (2 \piZ) =2\ | piZ = {-1,1},
i=1 i=1
que es absurdo (incluso para m = 1), y p1p2---pr + 1 es lo mismo que aparece en
las demostraciones habituales «a lo Euclides».

6. OTROS CAMINOS LLEVAN A LA DEMOSTRACION

En las secciones anteriores se han expuesto demostraciones de la infinitud de los
numeros primos hechas desde diferentes puntos de vista, y, dentro de cada seccién, las
demostraciones alli agrupadas tenian algiin punto en comtn; por ejemplo, el esquema
era similar o las herramientas o técnicas utilizadas podian englobarse dentro de un
mismo contexto. No obstante, lo presentado hasta ahora no recoge todos los tipos
de demostracién, sino que se han usado muchas otras aproximaciones para llegar al
resultado que nos interesa. En esta seccién mostramos algunas de ellas, o, si no las
incluimos, comentamos dénde las puede encontrar el lector interesado.

Una manera sencilla de probar la existencia de infinitos primos es usar el teorema
de Lagrange que afirma que el orden —es decir, el cardinal— de un subgrupo de un
grupo finito, y en particular el orden de cualquier elemento (que es el cardinal del
subgrupo que genera), siempre divide al orden del grupo. Con esta idea, y tal como
se muestra en [1, capitulo 1], tenemos lo siguiente:
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DEMOSTRACION 22. Supongamos que sélo hay un nimero finito de primos, y sea
p el mayor. Vamos a ver que cualquier divisor primo ¢ de 2P — 1 debe ser mayor
que p, con lo cual habremos llegado a un absurdo.

Sea ¢ un divisor primo de 2P — 1, es decir, 27 = 1 mdd q. Como p es primo,
esto significa que el elemento 2 tiene orden p en el grupo multiplicativo (Z/qZ)*
(dicho de otra forma, que el subgrupo generado por 2 tomando potencias sucesivas
tiene orden p). El grupo (Z/qZ)* tiene ¢ — 1 elementos, asi que, por el teorema de
Lagrange, el orden de cualquier elemento debe dividir a ¢ — 1. En consecuencia,
p| (¢ —1)y, por tanto, p < ¢, tal como buscdbamos. O

Washington, en 1980 [41, § 1.VI], proporciona una demostracién hecha desde un
punto de vista muy algebraico. En concreto, muestra un ejemplo de anillo de enteros
cuadratico que no es dominio de ideales principales, para con ello probar que existen
infinitos nimeros primos.

DEMOSTRACION 23. El conjunto Z[v/=5] = {a + by/=5 : a,b € N} es un dominio
de Dedekind pues es el anillo de enteros del cuerpo de niimeros cuadréatico Q(y/—5).
Este anillo no es de factorizacién tnica, pues 6 = 2-3 = (1 +/=5)(1 — v/-5) y
los elementos 2, 3, 1 + v/—5 o 1 — /=5 son elementos primos de este anillo. Por
tanto, Z[v/—5] no es un anillo de ideales principales y, en consecuencia, tendrd un
ntimero infinito de ideales primos (pues todo dominio de Dedekind con un ntmero
finito de ideales primos es dominio de ideales principales). Por otra parte, como en
un cuerpo de nimeros de grado finito existe s6lo un nimero finito de ideales primos
que dividen a cada primo p € Z, no es posible que haya un niimero finito de primos
pEZ. O

Otra técnica para mostrar la infinitud de los niimeros primos consiste en dar una
cota inferior para el nimero de primos menores que un entero dado N, de forma que
esta cota tienda a infinito cuando N también tiende a infinito. Nair, en 1982 [31],
demuestra, de una forma bastante ingeniosa, que el nimero de primos menores o
iguales que N es mayor o igual que ¢N/log N para una cierta constante positiva. Su
demostracién puede simplificarse si sélo se requiere probar la infinitud de los primos:

DEMOSTRACION 24. Para cada entero positivo n, sea I, = fol 2™(1 — x)"dx. Es
claro que I,, > 0. Desarrollando e integrando, se tiene

1 n n
_ r n n—+r _ r n ]‘
I, /O 2( 1) (r):c dz go( 1) (T>n+r+1. (6)
Si denotamos d,, = mecm(1,2,...,m), como el denominador del lado derecho de (6)
es a lo sumo 2n+ 1, es claro que daj, 111, es un entero positivo. Ademés, si z € [0, 1],
entonces (1 — ) < 1/4, asi que I, < 1/4™ con lo cual 1 < dopi11, < dopi1/4" y
dany1 > 47
Por otra parte, para cada primo p, sea p® la mayor potencia de p que divide
a dopy1; entonces p® divide a m para algiin m menor que 2n + 1. De esta forma,
p* <2n+1ya<log(2n+1)/logp (por simplicidad de lo que sigue, pensemos que
el logaritmo es en base 2).
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Con todo esto, si p1,pa, ..., p, fueran los tinicos ntimeros primos, se tendria que

T r
A" < dop iy < Hpiog(znﬂ)/logm < Hp;og(2n+1) _ Nlog(@nt1)
i=1 i=1

con N =p; - pa---pr, que es claramente falso si n es suficientemente grande. O

Mestrovié, ademds de recopilar en su articulo [27] casi 200 demostraciones de la
infinitud de los ntimeros primos, es autor de varias. En una de ellas [26] utiliza el
teorema fundamental de la aritmética y la representaciéon en base n de un nimero
racional para determinar la infinitud de los nimeros primos.

DEMOSTRACION 25. Observemos previamente que, dado un entero n > 2, la re-
presentacion de n/(n — 1) en base n es

o0

n 1 1
= = — = (1.1111...),. 7
n—1 1-1/n Z nt ( I @
Visto eso, supongamos que p; = 2 < py < --- < p, son los Unicos primos
existentes, y sean a,b enteros positivos con a = p{'p§?---p<r y b = p{IpQ2 f
Entonces, tomando s = méx{fi, fo,..., fr}, la fraccién a/b puede escribirse como
o g gt e e
b ppl-pl pips - py n®

conn = pipa-ppy ¢ = piteThipeetsTl o perts—fr onteros positivos. Como

c es un numero entero, tiene una representacién finita en base n y, por tanto, la
representacion en base n de cualquier niimero racional positivo a/b tendrd un ntmero
finito de términos.

Si ahora tomamos a/b = n/(n — 1), este ntimero tiene dos representaciones en
base n, una infinita (1.1111...), y otra finita. Pero los tnicos nimeros que tienen
una representacién finita y otra infinita en base n son los que, a partir de un término,
todos los digitos de su representacion infinita son k con £k = n—1, y eso no es lo que
ocurre con (7) ya que n > 2. O

Mixon, en 2012 [29], construye una aplicacién que asigna a cada entero la lista
de los exponentes que aparecen en su descomposicién en factores primos. Demuestra
que, si hubiera un nimero finito de primos, esta aplicacién seria inyectiva, pero tam-
bién prueba que no existe ninguna aplicacion inyectiva entre los conjuntos indicados.

DEMOSTRACION 26. Supongamos que p; = 2 < pg < --- < p, son todos los primos
que existen. Fijado un entero positivo K se define

£ {1,2,...25y  — {0,1,...,K}"
€1, €2

x=pi'py® Pt — (e1,e2,...,¢6r)
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Esta aplicacién f estd bien definida, pues

K >logy(x Zez log,(pi) > Zel > méax{ey,...,e }.

Por una parte, por el teorema fundamental de la aritmética, f es una aplicaciéon
inyectiva. Por otra parte es claro que, si K cumple 2% > (K + 1)", no puede exis-
tir ninguna aplicacién inyectiva entre ambos conjuntos. En consecuencia, hay una
cantidad infinita de primos. O

Northshield es otro de los autores que han presentado varias demostraciones; la
primera de ellas, en 2015 [34], es quizéds la demostracién méas corta que existe, de
hecho su publicacion lleva por titulo « A one-line proof of the infinitude of primes»
y s6lo usa nociones bésicas de trigonometria (para que el lector la siga facilmente,
aqui daremos algunos detalles que la hacen un poco mas larga).

DEMOSTRACION 27. Si sélo existe una cantidad finita de primos pi,pa,...,Dr,
entonces
r 142 Hr—l Dy
0< sen< ) ben< + 2 p): sen<j_7r>:0.
OB S DRSS

La primera desigualdad es cierta pues 0 < 7/p; < 7/2; y la tltima igualdad se
cumple ya que 1+ 2 H;:1 p; es un nimero entero que serd divisible por algin primo
pi, de la lista de primos, y por tanto (142 H;:l p;j)7/pi, €s un multiplo entero de ,
de seno nulo. O

Otra demostracion del propio Northshield [35] usa la teorfa de probabilidades y la
dificultad de definir de forma elemental qué es un entero aleatorio. Dicha dificultad
consiste en que, para tomar un entero aleatorio con una distribucién uniforme, cada
entero deberia tener la misma posibilidad de ser elegido; pero, entonces, como la
suma de todas las probabilidades debe ser ) P(X = n) = 1, es imposible que la
probabilidad P(X = n) asignada a cada niimero sea constante.

En 1976, Barnes [3] presenté una demostracién que usaba fracciones continuas y
su relacién con las soluciones enteras de una ecuacién de Pell. No obstante, en 2020,
Lemmermeyer [23] evita esos contextos y simplifica notablemente la demostracion:

DEMOSTRACION 28. Supongamos que hay una cantidad finita de primos, p =2y
3=p1,...,p, los impares. Sea ¢ = p; - - - p;- el producto de todos los primos impares.
Es claro que ¢? + 1 no es divisible por ningtin primo impar y, en consecuencia, debe
ser una potencia de 2. Como 1 es el tnico resto cuadratico impar médulo 4, se tiene
que ¢ +1 = 2 méd 4, luego deber ser ¢2 +1 = 2 y, por tanto, ¢ = 1, que es absurdo
pues ¢ > p; = 3. O

Concluimos el articulo mencionando algunas demostraciones recientes hechas des-
de puntos de vista distintos de los que aqui hemos tratado. Presentarlas hubiera
requerido adentrarnos un poco mas en el contexto especializado que utiliza cada una
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de ellas —a menudo alejado de la aritmética—, asi que nos hemos conformado con
citarlas para que el lector pueda buscarlas si lo desea. Una de estas demostraciones
es la de Alpoge de 2015 [2], que deduce la infinitud de los niimeros primos utilizan-
do el teorema de van der Waerden; dicho teorema afirma que, si se asigna a cada
entero un color entre m (m > 2), para cada k > 3 existen al menos k enteros en
progresién aritmética con el mismo color. Pero las hay para todos los gustos. Asi, por
ejemplo, también podemos encontrar demostraciones realizadas en los tltimos afios
que han usado lenguajes formales [49], teoria de valoraciones [46], dimensién fractal
[44] o métricas p-adicas [16]. Seguro que no son las tltimas, y que el ingenio de los
matematicos descubre otros caminos sorprendentes para llegar al mismo destino.
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