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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y Emilio Ferndndez Moral

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logronio. Para los problemas de este nimero
se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de octubre de
2023.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 457. Propuesto por Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca.

Sean D, E y F, respectivamente, puntos interiores de los lados BC, CAy AB
de un tridngulo ABC'. Si las circunferencias inscritas en los triangulos AFE, BDF
y CED son iguales, de radio ¢, y si r y v’ son, respectivamente, los radios de las
circunferencias inscritas en los tridngulos ABC' y DEF, demostrar que se cumple la
relaciéon r = 1’ + o.

PROBLEMA 458. Propuesto por Mihdly Bencze, Brasov, Rumania.
En un tridangulo ABC, sean R, r y s, respectivamente, su circunradio, su inradio
y su semiperimetro. Probar que

con (A ™Y een (B o ™o (€47 < (4BETY
2 6 2 6 2 6/~ 2s '
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PROBLEMA 459. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.
Sean @ y b niimeros reales positivos verificando

a*+ab+a=1 y bV +ab+a+b=1.

Determinar un valor real ¢ tal que a + b = 8abc®.

PROBLEMA 460. Propuesto por Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Sea f una funcién positiva de clase C1((0,00)). Si 0 < a < b, probar que

4 / / (@) () YT @ ¥ 1) dedy
> 392(£(6) — £()) () VD) — 1) VFD))-

PROBLEMA 461. Propuesto por Oscar Ciaurri, Universidad de La Rioja, Logrofio.
Dados k y £ enteros no negativos tales que £ > k, evaluar

S (C-F )
Z( j )(1+<_1))F(§+k+1)'

=0

PROBLEMA 462. Propuesto por Sein M. Stewart, King Abdullah University of Sci-
ence and Technology, Thuwal, Arabia Saudita.
Probar que

o0 71,’.'/
S ) (Mg — Hy_y) =27l0g2 - 4G,
n 2 4 2 4

n=1
1
1-—t*
Hx:/ dt
o 1—1t

es la extensién de los nimeros arménicos para x € R, con z > —1, y

donde

N (yr
¢= HZ::O (2n+1)2

es la constante de Catalan.
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PROBLEMA 463. Propuesto por George Stoica, Saint John, Canadd, y Didier Pin-
chon, Toulouse, Francia.

Dados dos nuimeros primos p y ¢, {cudntas raices cuadradas de 1 moédulo pq
existen?

PROBLEMA 464. Propuesto por Marian Ursarescu, “Roman-Voda” National Colle-
ge, Roman, Rumania.
Determinar todas las funciones continuas f : [0,00) — (0, 00) tales que

f( x2+y2>: @), wy>0.

2

Soluciones

PROBLEMA 433 x. Propuesto por Pedro A. Pizd, San Juan, Puerto Rico.
Los nimeros P(r,c), con 1 < ¢ < r, estan dados por la relacién de recurrencia

P(r,c)=cP(r—1,¢)+ (r+1—-¢)P(r—1,c—1), rye>1,

con P(1,1) =1 y las condiciones P(r,0) = P(r,r + 1) = 0 para todo r > 1. Probar
o refutar la siguiente proposicién: Si p es primo, se verifica que P(p,c¢) =1 (méd p)
para todo c tal que 1 < ¢ < p.

Solucion enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.

Probaremos que la proposicién es cierta.

Para r > 1 tenemos P(r,1) = P(r — 1,1) que, junto con P(1,1) = 1, implica
P(r,1) =1 para todo r > 1. Supongamos s > 1 y pongamos, de manera auxiliar,

P*(r,s) := - "P(r,s).
La ecuaciéon funcional se escribe entonces como

1
P*(r,e)=P*(r—1L¢)+-(r+1—¢)P*(r—1,c—1),
c

con P*(r,0) = P*(r,r + 1) = 0. Usando sumacién telescépica sobre el primer argu-
mento, se obtiene

P*(r,c) = P*(1,¢) + Z(P*(j, ) — P*(j —1,¢))
r—1

_Z( j+1—-0c)P*(j -1, c—l)) Z(%(j—}—Z—c)P*(j,c—l)),

Jj=1
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que es equivalente a

P(r,c) ="t i:(j—&-?—c)c_jp(j,c—l). (1)

Por otra parte, tenemos que

r=1 /. E gk E_k i k—i
J\.;_ 2 d (1-x a” k\ d 1 d 1o
;}(k):” _k!da:k(1x> k'z(z i \1=z) a1 =)
k—

=0

2F(1—a") A - gk
= e——— x —_—

(1 — )kt —\k—i)(1—x)t!

k k r+i
x r x

- _— 2

(1 — z)k+1 ; (k—z) (1 — )+t @

Aplicando (1) y (2), resulta

r—1

P(r,2):27’_12(j+2—2) “IP(j,1)=2"" 12() 2" —(r+1)

j=1

r—1
P(r,3) =3~ 1Zy+2—3)3 IP(j,2) =3"" 12]—13 i —j-1)

~ 2062600 )
< (133 ) ot ()
== (V) ()

De manera similar se obtiene

1 1 1
P(r,4)4r(ﬁ )3’”+<r; >2T<r; >
1 1 1 1
P(r,5):57“—<7’? )4’”+<T‘2F >3T—<T§ )2T+(7: )

emergiendo el patrén que se expresa en la formula general

P(r,c) = ci(—l)j (r+ 1) (c=4)". (3)

J
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Dado r > 1 fijo, (3) se va a demostrar por induccién sobre ¢, para 1 < ¢ < r. Ya
se ha visto que es cierta para ¢ = 1,2,3,4,5. Para el paso inductivo probaremos,
utilizando (1), que para ¢ > 2 se tiene

c—1 c—2 .

(r+1 . & 1 7 k(J +1 j
Z(—l)y( : )( c—j) = Z]+2—c (Z(—l) ( N )(c—1_k)ﬂ>.
7=0 k=0
En efecto, usando la relacién (j + 2) (J+1) (k + 1)(%1?), se verifica que

r—1 c—2 ]+ 1

! j+2—c)c? —1’“( )c—l—k:j

S+ 2-ae (S0 (T Je-1-n

c—2 r—1 .
- ey (1) 0-50)
N e (1, k1N

ICIDNGRIEES

j=1
c—2 r—1 .
— 13 (- )(k+1c+cz<£i?)< kil)'j
k=0 j=1
c—2 r—1
CTZ kz<]+l><l k+1
k=0 Jj=1
c—2 r—1
. j+2 k4 17+
- > — <k+1>( )
k=0 j=1
c—2
r Jj+2 k+1
e kZ:o(_ (k+1)
c—2 r—1 1 k41
— (_l)k <]+ > 1—
kZ:o ; k ( c )
c—2 r . .
o, j+1 k+1\J
- . <_1)kz<k+1>(1 c )
=0 Jj=2
c—2 r—1 . .
r k Jj+2 k+1\7
ey ()00
c—2 r—1 1 k+1 j
T (_l)k <J+ > 1—
¢ kZ:o — k ( c )
2

e (D ()e-E)
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b H(—nkjf @if) (1- kjl)j
eSS () ey

=S (T e ke (1= ) - (1-2)

_ 1(1)J‘ (r j 1)(c — )+ = i(fl)j <r ;L 1) (e=3)".

=0

Finalmente, para calcular P(p,c¢) (méd p) notemos que, si p es primo, entonces
(p}'l) es divisible por p para j = 2,3,...,p — 1. Ademas, por el pequefio teorema de
Fermat, a” = a (mdd p) para todo entero a. Por consiguiente, usando la expresion

3),

c—1
P(p,c) =y (-1 (pﬂ)(c_j)"Ecp—(p+1>(c—1)”zc—(c—1>El(médp)v

7=0

y la proposicién queda probada.

También resuelto por Yoo Hyunbin.

NoTA. Para una noticia completa acerca del proponente de este problema, Pedro
A. Piza, remitimos al lector a nuestra Nota a la solucién del Problema 410 de esta
seccién de LA GACETA (vol. 25 (2022), n.° 1, pdg. 119). El afio 1948, en [1, pag. 57],
acerca de los nimeros P(r, ¢) que, como ya indicamos, él denotaba [t|c]g y formaban
su denominada «Tabla B», Piza escribia (traducimos del inglés original):

Algunas notables propiedades observadas son:

[2r + 1|r + 1]g = 2(r + 1)[2r|r + 1]8,
[t|2]g = 2° — (t + 1),
[t|c]s = [t|t — ¢+ 1]B.

Ademés que, cuando t es primo, cada término de la fila t-ésima de la
tabla B es un multiplo de t mds una unidad. Seria muy interesante que
esta propiedad se pudiese probar en su completa generalidad.

Al término de la soluciéon que nos envia, Yoo Hyunbin prueba también, por
induccién en r (y con ¢ satisfaciendo 1 < ¢ < r), la propiedad P(r,c) = P(r,r—c+1),
la tercera de las observadas por Pizd. La segunda, la expresién de [t|2]g, queda
probada y generalizada en las dos soluciones recibidas. Y, por otra parte, la primera
propiedad se obtendra de manera inmediata si se usa la formula de recurrencia del
enunciado y la tercera propiedad.
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Para terminar dejamos abierta una pregunta que plantea Manuel Benito Muiioz:
. Es cierta la propiedad reciproca de la que enuncia el problema? Es decir, si se
verifica que P(p,c¢) = 1 (mdd p) para todo ¢ tal que 1 < ¢ < p, jes p un ntimero
primo?

REFERENCIAS

[1] P. A. Piza, Arithmetical essays: numerical adventures of a devotee of arithme-
tic, undertaken in solitude for his own spiritual recreation, Imprenta Soltero,
Santurce, Puerto Rico, 1948.

PROBLEMA 434. Propuesto por Dorin Marghidanu, Colegio Nacional “A. I. Cuza”,
Corabia, Rumania.
Sean a, b y ¢ ntmeros reales positivos. Probar las desigualdades

2a+b)*  (2b+¢)?  (2c+a)?

( a b
9§b(2a—|—c) c(2b+ a) a(20—|—b)§ <b+c+a)'

Solucion elaborada por los editores a partir de todas las recibidas.
En primer lugar debemos senalar la desigualdad

2 2 2
a a a; +a
I (a1 2)

T1 X2 T1 + T2
valida para a1, a9, x1,x2 > 0. Esta desigualdad es de prueba elemental, ya que es
equivalente a (ajxs — a2x1)2 > 0. Ademés, por un proceso de induccién, es claro

que, para ai,...,0n, i, .., Ty > 0,

>

@ (ot tan)?
x;
k=1

T (1)
En varias de las soluciones, a este ultimo resultado se le denomina desigualdad de
Andreescu o desigualdad de Bergstrom, y puede obtenerse directamente como una
consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (de hecho, en varias soluciones
se da una prueba usando esta desigualdad).

De este modo, para probar la primera desigualdad el enfoque utilizado en casi
todas las soluciones ha sido aplicar la bien conocida desigualdad (a + b + ¢)? >
3(ab+bc+ca)y (1) con a; = 2a+ b, as = 2b+ ¢, az = 2¢+ a, x1 = b(2a + ¢),
22 =c(2b4+ 1) y 23 = a(2¢ + b). En efecto,

(2a+0b)?>  (2b+¢)?  (2c+a)? - 9(a+b+c)?
b(2a+c¢)  c(2b+a) a(2¢+0b) T 3(ab+bc+ ca) ~
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La segunda de las desigualdades propuestas ha sido obtenida mediante tres pro-
cedimientos distintos. En primer lugar, como una aplicaciéon de (1) con a; = 2a,
as = b, x1 = 2ab y x5 = cb, se tiene que

2
(2a + b) < 2a+b

b2a+c) — b ¢
y, analogamente,

(26+¢)2 _2b ¢ (2¢ + a)? 2c a
Sl A g T pSahlle?
c(2b+a) — c+a Y a(2c+b) — a+b

lo que implica el resultado.
En un segundo procedimiento, algunos proponentes, partiendo de la identidad

3a_ (2a+b)} _a , ¢ (b-o
b b2a+c) b b b2a+c)’

que puede probarse usando que (2a + b)? — (b —¢)? = (2a + ¢)(2a + 2b — ¢), llegan a

2 (i‘m) 3 (Z‘“ b<<bac7+0)c>>

c
ciclica ciclica b
b (a—0b)
)

Il
N
e
\

[\}
+

ciclica a<26 + b)
_Z (a — b)? 11 _Z (a—b)22c>
- ciclica a b 2e+ b - ciclica (Lb(2C + b) B

La ultima forma de obtener la desigualdad comienza transformandola, eliminando
denominadores, en

18a%b%c? + 3 Z a?b3c < 3 Z a’b’ +2 Z a?bt +4 Z a®b’c. (2)
ciclica ciclica ciclica ciclica

Ahora, aplicando la desigualdad entre la media aritmética y la geométrica, deducimos

que
3% @ =3 Y ( a1 b3c3> >3 Y @b
ciclica ciclica ciclica
2 Z (a®b* + b2t + ?at) > 6a%b?c?
ciclica
Yy
4 Z 3b2c +b3%a + c3a2b) > 1242022,

ciclica

Asi, la suma de las tres desigualdades anteriores prueba (2).
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Resuelto por F. D. Aranda, M. Ferndandez, A. Garcia de Francia, M. Gémez, R. Dozalov, Y. Hyun-
bin, N. Mammadli, J. Nadal, P. Perfetti, C. Sacristin, A. Stadler, M. Ursdarescu, T. Zvonaru y
el proponente.

NoTA. Hay dos soluciones recibidas que no quedan cubiertas en la presentada; se re-
fieren a la prueba de la primera de las desigualdades y son las enviadas por A. Stadler
y D. Aranda. Stadler transforma la desigualdad eliminando denominadores y aplica
adecuadamente la desigualdad entre la media aritmética y la geométrica. Por su
parte, Aranda, tras aplicar esta misma desigualdad, obtiene que

4/ (2a+b)? (2b+ ¢)? (2¢ + a)? < 1/(2a+b)?  (2b+c¢)? (2¢c+a)?
a(a+2b) b(b+2¢) clc+2a) 3 (b(2a o Te@ta) Taer b))
y concluye observando que (2a + b)?/(a(a + 2b)) > 3 y lo andlogo para las otras
fracciones en la raiz.
Aplicando el procedimiento de Aranda para la estimacién inferior y utilizando,
por ejemplo, el primero de los procedimientos descritos en la soluciéon publicada, se
puede deducir de manera sencilla la siguiente generalizacién:

2517z + Iz+1
3n < <3
Z 7,+1 2(1)1 + wz+2 Z

ciclica c1cllca

donde z1,...,2z, > 0.

PROBLEMA 435. Propuesto por Sean M. Stewart, Bomaderry, NSW, Australia.
Si n es un entero no negativo, probar

1
/ sen’” () log I'(x) dz = (271) 227}-4-1 (log(2m) + Hn — Han),
0

donde I' es la funcion Gamma de Euler y H,,, denota el m-ésimo niimero armoénico.

Solucién enviada por Ashley Herbig, Eli Lutz, Morgan Orr (estudiantes) y Brian
Bradie, Christopher Newport University, Newport News, FE.UU.

Denotando por I la integral a evaluar, con el cambio de variable x = 1 — ¢ se
tiene

1
I= / sen®(mt) log T'(1 — t) dt
0

21 :/0 sen®" (1x) log(T(z)T(1 — z)) dx

_ /O ' sen?™ () log (Sen(”m)) d = log 7T (n) — In(n),
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siendo, para o > 0,

1 1
Il(a):A sen?*(rx) da e IQ(OZ):/O sen?®(rx) log sen(7x) dz.

T w/2
/ sen®® tdt = / sen’® ¢ dt,
/2 0

el cambio de variable wx = t implica

/2 o
Ii(a) = 2 /o sen?® t dt = %F( I:(L/i)l;)(l/?)

Usando que

™

Asi, aplicando la identidad

llegamos a
2n\ 1
Li(n) = ( " ) 2o

Para evaluar Is comenzamos observando que

y que, por derivacién logaritmica,
d (T(a+1/2)T(1/2)\  1T(a+1/2)T(1/2)
do Ia+1) o MNa+1)

donde 1g(z) =T'(2)/T'(z) es la funcién digamma. Ahora, a partir de la identidades
(véanse (26) y (27) en https://mathworld.wolfram.com/DigammaFunction.html)

(Yo(a+1/2) = ho(a + 1)),

1 1
=) = —y—2log2+2 1) = —y + H,,
wo(n+ ) v —2log2 + ,;:12’{—1 y  to(n+1)=-y+

2

deducimos que

o (n + ;) —o(n+1) =2(—log2 — H, + Hay)

2n\ 1

De este modo,

1= S (logrly(n) — Io(n)) = <2:) oy (05(2m) + H, — Hay)

y hemos concluido.

También resuelto por A. Stadler y el proponente.
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PROBLEMA 436 (CORRECCION). Propuesto por Thanasis Gakopoulos y Juan José
Isach Mayo.

Sean O, H y L, respectivamente, el circuncentro, el ortocentro y el punto sime-
diano de un triangulo ABC de circunferencia circunscrita w, y sean M y N, respec-
tivamente, los puntos medios de los lados AB y AC. Ademés, sean OH NAL =Ty
AHNOL = S. Supongamos que las rectas OH y AL son perpendiculares. Demostrar
que, en este caso, se cumplen las cuatro afirmaciones siguientes:

a) a?(b?> + %) = b* + ¢, donde a = |BC|, b= |CA| y c = |AB].
b) La recta OL es paralela al lado BC.
¢) Los puntos A, M, N, O, T y S son conciclicos.

)

d) Si denotamos por v la circunferencia que pasa por los puntos del apartado

anterior, probar que w y <y son tangentes en el punto A.

Solucién enviada por Miguel Angel Pérez Garcia-Ortega, I. E. S. “Bartolomé José
Gallardo”, Campanario, Badajoz.
La figura 1 muestra la situacion geométrica descrita en el enunciado del problema.
a) Usaremos coordenadas baricéntricas relativas al tridangulo ABC. Con la nota-
cién de Conway (véase [1, 3.4]), tomaremos Sa = (—a® + b? + ¢?)/2 y expresiones
andlogas para S y Sc. Ademaés, son bien conocidas las coordenadas de los centros
O, H y L (punto simediano o de Lemoine)

O = (a®S4: b*Sp: *Sc), H = (SpSc: ScSa: SaSp) y L= (a*:0*:c%).
La ecuacién de la recta OH es

T Y z
OH = aQSA bZSB CQSC ZO,
SpSc ScSa SaSp

es decir,
OH = (b* — ) Saz + (? — a®)Spy + (a® — b*)Scz = 0.

De la misma manera se obtienen las ecuaciones

AL = Py —b*2 =0, AH = Sgy — Scz=0

OL = V*(b* — )z + 2a®(c? — a®)y + a*b*(a® — b*)z = 0.
De donde

S=AHNOL = (a*(a* + b* + ¢* — 2a°b* — 2a*c?): —2b*c*Sc: — 26°c2Sp),

T =0HNAL = (b’c* —a®S4: b*S4: c*Sy).
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Figura 1: Esquema para la solucién del Problema 436.

El punto del infinito de una recta genérica PQ) = px + qy + rz = 0 es el punto
PQsw =(qg—1r:7—p: p—gq) [1, 4.2.1]. Entonces tenemos

OH = ((a2 —b*)Sc — (2 —a*)Sp
D (b = c?)Sa — (a® = b%)Sc: (¢ —a®)Sp — (b” — ¢*)Sa),

ALy = (B2 + 2 — 1% —2).

Dos rectas con puntos del infinito (f: g: k) y (f': ¢’: h') son perpendiculares [1,
4.5] si y solo si
SAffl + Sngl + Schh/ =0.

Como se supone que las rectas OH y AL son perpendiculares, entonces se cumplird
Sa((a® =b*)Sc — (¢ = a*)Sp) (b* + ¢*) = Sp((b* — ¢*)Sa — (a® = %) Sc)b?
—Sc((¢® —a*)Sp — (b* — *)Sa)® =252 (a®(b* + %) — (b* +¢*)) =0
(aqui S es el doble del drea del tridngulo ABC' y se verifica S? = SuSg + SgSc +

ScS4). Por tanto,
a2(b2 +02) _ b4 +C4,

como se requeria probar.
b) Utilizando la relacién obtenida en el apartado anterior, se tiene

OL = <a2 (b* 4+ —a®(b* + )
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b? (a4 +ct = b2 (a*+ %)) P (a* + bt — F(a® + b2)))
=(0:1: —1)=BCx,

luego las rectas OL y BC son paralelas [1, 4.2.2].
¢) La ecuacién general de una circunferencia en coordenadas baricéntricas es [1,
5.5]
a’yz +b%zx + Fay + (x+y+ 2)(pr +qy +rz) =0,

donde p, ¢ y r son ciertos parametros a determinar. Asi, la ecuacion de la circunferen-
cia 7y circunscrita al tridgngulo AMN (A= (1:0:0), M = (1: 1: 0) y N =(1: 0: 1))
es

2(Pay + 2wz + ayz) — (Cy +v22)(x +y+2) = 0. (1)
Se puede comprobar por una simple sustitucién de sus coordenadas que el circuncen-
tro O es un punto de 7, y esto independientemente de que las rectas OH y AL sean o
no perpendiculares. También pertenecen a -y los puntos S y T’ cuando las rectas O H
y AL son perpendiculares, ya que la sustitucién de sus coordenadas baricéntricas en
(1) da, respectivamente,

4°PS4 (B + ) = (b +c") =0 vy —4a’b’AS? (a® (VP + ) — (b + ') = 0.

d) Se tiene entonces [1, 5.2]

w=cxy + b%xz +a’yz =0,
v =2(Pry + b?xz + a’yz) — (Ry + b*2)(x +y + 2) =0,

y de este sistema de ecuaciones se deduce y = z = 0. De modo que estas dos
circunferencias se cortan tnicamente en el punto A = (1: 0: 0), por lo que son
tangentes en dicho punto. Y esto también es independiente de que las rectas OH y
AL sean o no perpendiculares.

REFERENCIAS

[1] P. Yiu, Introduction to the Geometry of the Triangle, Department of Mathe-
matics, Florida Atlantic University, 2001 (versién revisada de 2012), http:
//math.fau.edu/Yiu/YIUIntroductionToTriangleGeometry121226.pdf

También resuelto por F. D. Aranda y los proponentes.

PROBLEMA 437. Propuesto por Marian Ursarescu, “Roman-Vodd” National College,
Roman, Rumania.

Se considera un tridngulo cualquiera ABC'. Sea A’ el punto medio del arco BC
de la circunferencia circunscrita que no contiene al punto A y sean B’ y C’ los puntos
definidos analogamente por permutacién ciclica de las letras. Probar que se cumple
la desigualdad

AB-BC-CA _ | (A-B\ (B-C\ (C—A
AB -BC -CA = COS 9 COS 9 COs 72 .
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Solucion enviada por Titu Zvonaru, Comdnesti, Rumania.

Sea R el circunradio del tridngulo ABC. Como A’ es el punto medio del arco
BC de la circunferencia circunscrita que no contiene al punto A, la recta AA es la
bisectriz interior del dngulo ZBAC'. Por el teorema del seno (aplicado al tridngulo
CA’'B’, véase la figura 2) se obtiene

Figura 2: Esquema para la soluciéon del Problema 437.

A'B' =2Rsen(/A'CB’) = 2Rsen (;1 +C+ B)

2
T C C
Rsen<2+2> RCOS(Q),
siguiéndose que

AB-BC-CA sen A sen B sen C A B C
= ):8sen Bl sen 5 sen 3

A'B"-B'C'"-C'A"  cos (%) cos (%) cos (%

Asi, solo queda probar

s (2)on(8) () 5 (B3 (750) S5

Siguen cuatro demostraciones de esta desigualdad.
Primera prueba de (1). Sean r y s, respectivamente, el inradio y el semiperimetro
de ABC. Usando las identidades (ver [1, 2.12] para la primera y [4, IV.2, férmula
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(40)] para la segunda)
A Bleen (€)=
sen | o Jsen| o |sen| o | = R

(A—B) <B—C> (O—A) s>+ 12+ 2Rr
COS COS COS =

2 2 2 8R? ’

se trata de probar
47?2 24+ r? 4+ 2Rr
— <
Rz — 8R?
una desigualdad que, usando la desigualdad de Gerretsen s? > 16 Rr — 5r2 (véase [1,
5.8] o [4, I11.4, pag. 45]), se reduce a la conocida desigualdad de Euler 2r < R [1,
5.1].
Segunda prueba de (1). A partir de

ot (£52) s (£ (29
o (252) -t (€) o (252) - (52)
. (e (A52) -2 (§)) 20
o (2)on(2)(5))

< | cos A-B cos B-¢ cos C—AVY
= 2 2 T2 '
Ahora, como obviamente

(o452 x(%5))

. A-B B-C C— A\ "2
< | cos 5 cos 5 cos 5 ,
tenemos el resultado.

Tercera prueba de (1). Esta desigualdad es equivalente a

1 (e (2)on (2) < I o () (2) o (2)o0 ().

ciclico ciclico
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Denotando x = cot(A/2), y = cot(B/2), z = cot(C/2), se tiene z,y,z > 0y zyz =
x+y+z (ver [1, 2.43, 2.44]). La desigualdad se convierte en

64 < (zy +1)(yz + 1)(zxz + 1),
que resulta ser equivalente a
2(x? +y* + 2%) + 5(xy + yz + zx) > 63.

Ya que se cumple la desigualdad z2 + y? + 22 > xy + yz + za (Cauchy-Schwarz, por
ejemplo), bastaria probar zy + yz + zx > 9 o, equivalentemente,

1 1 1
zyz | —+—-+-1]29.
x Yy z
En este caso, esta desigualdad se puede escribir en la forma
1 1 1
(x+y+2)(-+-+-) 29,
T Yy =z

que se reconoce de inmediato como la desigualdad que verifican las medias arménica
y aritmética de los tres ntimeros positivos x, y y z.
Cuarta prueba de (1). Como también se verifica

A-B B-C Cc—-A
cos 5 cos 5 cos 5
_ A-B B-C c—A\\"?
< | cos > cos 5 cos 5 ,
basta probar
8 A B ¢ < A-B B-C C-A @)
sen | o Jsen | o Jsen | o | < cos| —— |cos 5 cos 5 .

Multiplicando uno y otro lado de (2), respectivamente, por

A B C\_ _ [A+B B+C C+4
COS D) COS 5 COS B = sen B) sen B) COS 5 s

la desigualdad (2) resulta ser equivalente a

1
sen Asen BsenC' < g(senA + sen B)(sen B + sen C)(sen C' + sen A),

o bien, a
8abc < (a +b)(b+ c)(c+ a),

donde a, b y ¢ son, respectivamente, las longitudes de los lados BC, CA 'y AB del
tridngulo ABC'. Pero esta tltima desigualdad se cumple para tres ntimeros positivos
cualesquiera, ya que se puede obtener aplicando tres veces la desigualdad 2,/zy <
(z + y) que se cumple entre las medias geométrica y aritmética de dos niimeros
positivos z e y.
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También resuelto por F. D. Aranda, N. S. Dasireddy, J. Nadal, M. A. Pérez, B. Salgueiro, D. Va-
caru, V. Vicario y el proponente.

NoTA. Las soluciones enviadas por Dasireddy, Vacaru, Vicario y el proponente son
del tipo de la primera de las pruebas que da Zvonaru. Vicaru aporta la referencia (en
rumano) [2]. Nadal utiliza célculo diferencial. Las elaboraciones de Aranda y Pérez
son mas proximas a la cuarta de las pruebas publicadas. La solucién de Salgueiro es
exactamente esa misma cuarta prueba. Salgueiro, ademas, reconoce la desigualdad
(2) como una de las desigualdades del Problema 585 de Cruz Mathematicorum,
propuesto en 1980 por J. Garfunkel (Flushing, NY). La prueba que publicé la revista
en 1981 [3] se debia a M. S. Klamkin (University of Alberta). Le agradecemos a
Salgueiro esta informacion.
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PROBLEMA 438. Propuesto por Manuel Bello Herndndez, Universidad de La Rioja,
Logrono.

Sea {a,}n>1 una sucesién de nimeros reales positivos tal que > -, a, < oc.
Probar que

Solucion enviada por Paolo Perfetti, Universita degli studi di Tor Vergata, Roma
Italia.
Dado € > 0, por tratarse de una serie convergente existe N tal que

n

Z ag < €, n > N,
k=[n/2]+1

donde [z] denota la parte entera de x. Asi, por la desigualdad entre la media arménica
y la aritmética,

1 <1 1 ~ 1 1 — [n/2])2 1
n2 Z . 2 2 Z . > WQM > I
k=1 "k k=[n/2+1 F k=[n/2]+1 %k

y el resultado se sigue inmediatamente.
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También resuelto por J. L. Arregui, M. Ferndndez, Kee-Wai Lau, A. Stadler y el proponente. Se
ha recibido una solucion incompleta.

NoTA. Como indica el proponente, la fraccién 1/n? no puede sustituirse por una
con mayor decaimiento en n. Por ejemplo, tomando a,, = n~(*t1) con v > 0 la serie
>0 | an es convergente y, sin embargo,

1 1 1
1§ S —
M 2 5

Tampoco es posible cambiar 1/n?, por ejemplo, por 1/(n?log” n) con v > 1. Para
comprobar este hecho tomaremos a, = 1/(nlog”(n+1)). Es conocido (basta aplicar
el criterio de condensacién de Cauchy) que Y 2 a, < oco. Ahora, aplicando el
criterio de Stolz y la equivalencia

(n+1)?1log”(n + 1) — n*log” n ~ 2nlog” n,

que puede probarse usando s} — 1 ~ (s, — 1) donde s,, es una sucesién tendiendo
a uno, deducimos que

1 1 1
lim ———— —=_.
nsoo 12 log” n ’; ap 2

PROBLEMA 439. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sintamdrian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.
Evaluar la suma

2

Solucion enviada por Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.
Denotando por S la suma a evaluar, probaremos que

4 1

S = 3 + 5(((3) —((2)),

donde ( es la funcién zeta de Riemann.
Para obtener el resultado aplicaremos la férmula de sumacion de Abel

Zlanbn = ZlAn(bn - bn+1) + 1\/1i—r>noo ANbN+1>

siendo A, = a1+ - +an, con a, =n2,y

2
=1 11 , 1 1
@F<Zm)_w_mzwmn_w_w
k=n
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donde 9’ (z) es la derivada de la funcién digamma, que suele conocerse como funcién
trigamma, y se define como

RN - S S L
w(z)—;ﬂ(zw)y eC\{0,-1,-2,...}.

Usando la expresién asintética dada en la férmula (5.15.8) de https://d1lmf .nist.
gov/5.15, tenemos que, cuando z tiende a infinito,

Y () =%+§+O (;3,) (1)
W@ =+ +0 (;) .

De este modo, como A4,, = n(n + 1)(2n + 1)/6, llegamos a

wl—= =

lim ANbN+1 =
—00

1 1
. 3( 2 L L)L
I\}lm N <(¢ (N+1)) e N3> 0.

Ahora, como

1 1
bp = bpy1 = (' (n) + 4" (n+ 1)) (' (n) — ' (n + 1)) — n2 n3
1 1
(n+1)2 * (n+1)3
_ 2, 2nt +7nd + % +4n +1
= ﬁw (n) - n4(n i 1)3 5

_|_

deducimos que

_ s (n+1)(2n+1) , (2n+1)2(n3+3n2+2n+1)
. nz::l (?mw (m) = 6n°(n + 1)2 >

Para S5, usando una descomposicién en fracciones simples, se verifica que
1 /1 1 I 1 1& 1 1 <(©2
So = = - — Z — 4= R A

2 32_:1<n n+1)+6zn2+6z(n+1)2 63

Tomando
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la suma S; podemos descomponerla como

I /5 1 5 ¢(3)
= - F+=5)= —Z¢(2) - 22
Si=811+S812+ 55— ¢ 2 (n2 + ng) Sua+ Sz + 813 = £((2) = =

De esta manera, probando que S7 1 = 1/4, S12 =1y S1,3 = 2¢(3) obtendremos el
valor buscado de S.

Para sumar S; ; aplicaremos la férmula de sumacién de Abel con a,, = n, lo que
implica que A, = n(n+1)/2,y b, = ¢'(n) —1/n—1/(2n?), con lo que b,, — b, 11 =
1/(2n2(n +1)?). Asi,

1 & 1 1 1 1 1
==y — 4+ = lm N? (¢ (N+1)— - ==
511 4;n(n+1)+2NE>rclx> (W -y 2(N+1)2>

donde para sumar la tltima serie hemos usado una descomposicién en fracciones
simples y para evaluar el limite hemos aplicado (1).

El valor de S 2 es otra vez consecuencia de la férmula de sumacién de Abel con
a, = 1yb, =1'(n)—1/n, de donde se tiene que A, = ny b, —b,11 = 1/(n?(n+1)).
En efecto,

oo

1 1
Snggm‘f‘ hm N(’(/)(N-i-l)—M) 1,

donde en el paso final hemos procedido como en Sy ;.

Finalmente, para evaluar S; 3 aplicamos nuevamente la férmula de sumacion de
Abel con a,, = 1/ny b, =¢'(n). Como A, = H,, con H,, siendo el n-ésimo ntimero
arménico, y by, — bpy1 = 1/n?, usando que H,, ~ logn y (1), tenemos que

o0 o0

Z + lim HyY!'(N +1) = Z%:%(g),

n=1 n=1
donde la ultima identidad puede verse probada en la nota al Problema 288 de esta

seccion.

También resuelto por B. Bradie, Kee-Wai Lau, P. Perfetti y los proponentes.

PROBLEMA 440. Propuesto por Oscar Ciaurri, Universidad de La Rioja, Logrono.
Para cada entero no negativo k, evaluar las integrales

> fsent — Pu(t)\” > fsent — Py(t)\’
Ck:/o <W> d OkZ/O (t%H) dt,

donde Py(t) =0y

k —162j—1
-y S

j=1
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Solucion enviada por el proponente.
Vamos a probar que

O = 42—l (4K
T Ak + )\ 2k Y

129

(4k +3)I \2k + 1

42k 4k + 2
ok—”( + )

Si definimos la transformada de Fourier de una funcién f como

7 1 —ixt
i) = — / f(@)e ot de,

tomando las funciones

(z+2)%,
fu(z) = § —(z = 2)%,
0,
y
7(1, + 2)2k+1’
gr(x) = (x —2)%+,
0,
es facil comprobar que
~ /2
fk(t) =1 ;Ak(t) y
donde
2
Ap(t) = / (z — 2)%* sen(xt) do y
0

—-2<z<0,
0<z <2
x eR\ [-2,2],

—2<z<L0,
O0<z <2
x €R\[-2,2],

gr(t) = \/sz(t),

By (t) /OQ(x — 2)2k+L cos(at) da.

Como probaremos posteriormente, se cumple que

2(—1)k(2k
$2k+1

Ag(t) =

By(t) =

) (sen®t — Pi(t))

2(—1)"+1(2k + 1)!

(sen®t — Py (t)).

t2k+2

A partir de las relaciones anteriores, aplicando la identidad de Plancherel,

D2 de = N
/le( )2 /le(t)l d,

concluimos el resultado. En efecto, es claro que

/lel(t)Izdtz %/R(Ak(t))zdt
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T t2k+1

_ 8((2k)!)2/ (seth—Pk(t)>2 ” 16((2k)!)20k
R

) 2 " 42k+1
[ i@k =2 [ @-2%d0 = .

lo que implica el resultado para C}. Para obtener el valor de Oy usamos que

/\!ﬁc(t)\2dt=g/(3k(t))2dt

R T Jr
C8(2k+ 1N [ (sen’t—P(t)\? . 16((2k +1)1)*
- L ) =

Oy
- 2h12 -

42k:+2
4k + 3’

2
[loPde=2 [ -2 do
R 0
lo que concluye la demostracion.
Centrémonos ahora en la prueba de (1) y (2). Aplicando integracién por partes

una vez, deducimos que
2k+1

By (t) = Ag(t)

y, por tanto, (2) serd una consecuencia de (1). Integrando por partes dos veces
llegamos a la relacién de recurrencia
_ 2% 2k(2k - 1)

Ap(t) = — —

t 7 A1)

que es también satisfecha por las funciones 2(—1)%(2k)!(sen®t — Py (t))/t***1 (para
chequear este detalle debemos utilizar la expresiéon explicita para los polinomios
Pi(t)). De este modo, usando que Ag(t) = 2sen®t/t, la demostracién de (1) queda
concluida.

También resuelto por S. M. Stewart.

NoTA. S. M. Stewart indica que para obtener el resultado puede utilizarse la trans-
formada de Fourier [2], de un modo andlogo al de la solucién presentada, o la teoria
de los residuos [1]. Sin embargo, para llegar a su solucién aplica el denominado
método de integracion por diferenciacion, desarrollado en [3].
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