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INTRODUCCION

Los principales objetivos de esta nota son, por un lado, exponer cémo en 1994
se plantea de forma natural la conjetura de la sensibilidad, un problema enunciado
originalmente en el marco de la teoria de la complejidad computacional; y, por otro
lado, ver como este resultado se demuestra a través de la teoria de grafos casi 30
anos después de ser enunciado y de una forma muy breve, clara y sencilla.

En 2010, casi 20 anos después de que la conjetura de la sensibilidad fuese enun-
ciada, Scott Aaronson publicaba una entrada en su blog Shtetl-Optimized ([1]) ani-
mando a la comunidad matematica a estudiar el problema e intentar resolverlo. Ya
en aquel entonces, su intuicién era que resolver este problema no requeriria del uso
de técnicas matemaéticas muy profundas, aunque si de grandes dosis de creatividad.
Como veremos, se encontraba en lo cierto. Un par de paginas bastaron a Hao Huang
para corroborarlo en 2019 ([9]).

En el momento en el que se consiguié demostrar el resultado, grandes referentes
en este campo comenzaron a hacerse eco de la noticia. Nuevamente Scott Aaronson
mostraba su admiraciéon en [2], llegando a decir, incluso, que esta demostracién
«venia directamente del libro», haciendo referencia a ese libro que, segin Paul Erdés,
Dios habia escrito con las demostraciones més bellas de las matematicas. También
Gil Kalai y Terence Tao mostraban en sus blogs (respectivamente, en [11] y [17]) su
admiracién por esta prueba, al mismo tiempo que daban a conocer fuertes conexiones
entre ella y otros conceptos matematicos.

A pesar de que cada una de las personas que han mostrado su opinién sobre esta
demostracion lo han hecho desde un punto de vista diferente, todos ellos coinciden
en resaltar su increible belleza. Mi misién con esta nota va a ser, pues, explicar
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detalladamente el desarrollo de esta historia hasta nuestros dias, con el fin de que
pronto podais comprender las opiniones de estos grandes referentes.

La conjetura de la sensibilidad afirma que la sensibilidad por bloques de toda
funcién booleana se puede acotar superiormente por una expresién polinomial que
solo depende de su sensibilidad, siendo la sensibilidad y la sensibilidad por bloques
dos medidas de complejidad de una funcién booleana. Para poder comprender bien
este resultado, que se enunciard de forma precisa al final de la primera secciéon de
esta nota, previamente expondremos las definiciones y resultados necesarios. A con-
tinuacién, presentaremos un teorema, conocido como teorema de equivalencia, que
permite reformular la conjetura en términos propios de la teoria de grafos. Ademas,
expondremos algunos de los primeros intentos que se llevaron a cabo para demostrar
la conjetura debido al interés que presentan las construcciones que en ellos aparecen.
Estos primeros intentos condujeron a Hao Huang a la demostracion del resultado en
2019. Ofreceremos en este texto la demostracion original de Huang, que destaca por
su originalidad y por la sencillez de las técnicas empleadas, y detallaremos también
una demostracién alternativa del resultado, que utiliza técnicas incluso mas elemen-
tales que la original. Para terminar, comentaremos brevemente algunas de las nuevas
lineas de investigacién que han surgido en los tltimos afios gracias a la prueba de la
conjetura de la sensibilidad y que se mantienen activas en la actualidad.

La mayor parte de lo que se expone en esta nota se puede encontrar debidamente
detallado en [4].

Antes de empezar, me gustaria agradecer a los profesores Ignacio Garcia-Marco
y Philippe Gimenez sus sugerencias y correcciones sobre las primeras versiones de
esta nota, las cuales he tratado de incorporar de la mejor manera posible.

1. FUNCIONES BOOLEANAS

Nuestro objeto principal de estudio en esta nota van a ser las funciones boolea-
nas. Una funcién booleana f(x) = f(z1,...,2,) en n variables no es mds que una
aplicacién f: {0,1}™ — {0, 1}.

Antes de introducir nuestra primera medida de complejidad para funciones boo-
leanas, conviene introducir un nuevo concepto: se dice que un polinomio real mul-
tivariante p : R™ — R representa a una funciéon booleana f si para cada vector
booleano x € {0,1}" se tiene que f(x) = p(x). A partir de esta nocién, y teniendo
en cuenta que un polinomio multilineal es un polinomio en varias variables donde
el exponente de cada variable puede tomar solo los valores 0 o 1, es posible probar
el siguiente resultado, cuya demostracién incorporamos a nuestro texto aunque se
puede encontrar por ejemplo en [12]:

PROPOSICION 1.1. Para toda funcién booleana f : {0,1}™ — {0,1} eziste un inico
polinomio real multilineal que la representa.

Observacion. Antes de presentar la prueba de este resultado, notemos que la clave
de la unicidad esta en la multilinealidad.

Se verifica que 2* = z para cada = € {0, 1} y para cada niimero natural £ no nulo.
Como consecuencia de esto, dado un polinomio real p que represente a una funcién
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booleana f, cambiando los exponentes de cualesquiera de las variables que aparecen
en p por cualesquiera valores naturales no nulos obtenemos infinitos polinomios que
también representan a f, pero que ya no son multilineales.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.1. En primer lugar, vamos a probar que
existe una representaciéon polinomial multilineal para toda funcién booleana f, y lo
hacemos por induccién en el niimero de variables n.

s Si n =1 solo hay 4 funciones booleanas posibles f, y es muy facil determinar
un polinomio real multilineal en una variable que represente a cada una de
ellas:

e Si f(0)=0y f(1) =0, basta considerar p(z) =0
e Si f(0)=0y f(1) =1, basta considerar p(z) = x.
e Si f(0)=1y f(1) =0, basta considerar p(z) =1 — x.
e Si f(0) =1y f(1) =1, basta considerar p(z) =1

= Supongamos ahora que el resultado es cierto para funciones booleanas en
n — 1 variables. Si consideramos las dos funciones booleanas en n — 1 va-
riables dadas por fi(x1,...,2n-1) = f(z1,...,2n-1,0) ¥ fo(x1,...,2pn_1) =
flx1,...,xy_1,1), aplicando la hipdtesis de induccién es posible considerar sus
representaciones polinomiales multilineales @ y R, respectivamente. Conside-
rando ahora el polinomio

P(Z‘h s axn) = an(mla s 7$n_1) + (1 - xn)Q(xla cee ,an_l),

es claro que P es multilineal y, por la forma en la que se ha definido, que
representa a f.

Para terminar, vamos a demostrar que esta representacion es, de hecho, tinica.
Para ello, supongamos que P; y P, son dos representaciones multilineales de f.
Entonces se verifica que (P; — P»)(x) = 0 para cada x € {0, 1}".

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que P; — P» no es idénticamente
nulo y que, por tanto, contiene a algin monomio distinto de 0. Sea ahora S C
{1,...,n} un conjunto de indices tal que el monomio [], g =; aparece en P, — P,
con coeficiente no nulo pero los monomios de la forma [], g x;, con S C S, tienen
todos coeficiente nulo. Si denotamos por xg al elemento de {0,1}"™ cuyas entradas
toman valor distinto de 0 solo cuando corresponden a aquellos indices i € S, tenemos
que (P; — P»)(xs) # 0, lo que contradice el hecho de que (P, — P»)(x) = 0 para cada
x € {0,1}". Asi, podemos concluir que P; — P; es idénticamente nulo y queda por
tanto probada la unicidad de nuestra representacion. O

Ahora si, ya podemos definir una primera medida de complejidad para funciones
booleanas: vamos a llamar grado de una funcién booleana, y lo representaremos por
deg(f), al grado del tinico polinomio real multilineal que representa a f.

Otras dos medidas de complejidad importantes en esta historia son la sensibilidad
y la sensibilidad por bloques de una funciéon booleana f.
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Dado un vector booleano x y un entero ¢ comprendido entre 1 y n, vamos a
denotar por x1" al vector booleano obtenido a partir de x cambiando su i-ésima
entrada. La sensibilidad local de f en x, que denotaremos por s(f,x), se define
como el nimero de indices i € {1,...,n} tales que f(x) # f(x{i}). A partir de
este concepto, vamos a definir la sensibilidad de una funcién booleana f, s(f), como
el mdximo de las sensibilidades locales; es decir, s(f) = méxyecfo,13» 5(f,%). En
base a esta definicién, se tiene que la sensibilidad de una funcién booleana mide su
comportamiento local con respecto a la distancia de Hamming, siendo la distancia de
Hamming entre dos vectores el nimero de entradas en las que ambos se diferencian.
Informalmente, podemos entender también esta medida de complejidad como una
medida de la inestabilidad de una funcién booleana frente a pequenas perturbaciones
en la entrada.

Generalizando la notacién anterior, dado un vector booleano x, para cada sub-
conjunto S del conjunto [n] = {1,...,n} vamos a denotar por x° al vector booleano
obtenido a partir de x cambiando todas las entradas z; tales que ¢ € S. La sensi-
bilidad local por bloques de f en x, que denotaremos por bs(f, x), se define como el
méaximo ndmero k de subconjuntos By, ..., By de [n] disjuntos tales que para cada
B; se verifica que f(x) # f(xBi). A partir de este concepto, definimos la sensibilidad
por bloques de una funcién booleana f, bs(f), como el maximo de las sensibilidades
locales por bloques; es decir, bs(f) = méaxyeo,13» bs(f,x).

Para aclarar estos conceptos, vamos a mostrar un ejemplo de célculo de la sensibi-
lidad y la sensibilidad por bloques, y lo vamos a hacer para la funcién de conjuncién
en n variables, esa funciéon booleana que denotamos por AND,, y que asigna a un
vector booleano el valor 1 si y solamente si todas las entradas del vector toman
también el valor 1. Si consideramos el vector 1 = (1,1,...,1), para cualquier entero
i € [1,n] resulta que 1 = AND,,(1) # AND,, (1{i}) = 0, de manera que la sensibili-
dad local en este vector es igual a n. Como la sensibilidad de una funcién booleana
en n variables estd acotada superiormente por m en base a la propia definicién,
concluimos en este caso que s(AND,,) = n. Sin embargo, s(AND,,,0) = 0 porque
AND,,(0) = AND,, (O{i}) = 0 para cada entero i € [1,n]. En cuanto a la sensibilidad
por bloques, es claro que bs(AND,,,1) = n porque cambiar una entrada cualquiera
del vector 1 cambia el valor que le asigna nuestra funcién de conjuncién, lo que hace
que {1},{2},...,{n} sean n bloques disjuntos y sensibles. Como el méximo valor
que puede tomar la sensibilidad por bloques es precisamente n, esto nos permite
concluir que bs(AND,,) = n. Sin embargo, bs(AND,,,0) = 1 porque el tnico bloque
sensible para este vector es {1,...,n}.

Aunque no vamos a entrar en detalles en esta nota, existen otras medidas de
complejidad de funciones booleanas interesantes. Por citar algunas, podemos men-
cionar el grado aproximado, la complejidad por drbol de decision o la complejidad
por certificado. Se puede encontrar informacién sobre ellas en [12] o en [13].

Cuando se introducen distintas medidas de complejidad, aparece de manera na-
tural el concepto de equivalencia entre ellas. Vamos a decir que dos medidas de
complejidad de funciones booleanas s; y s2 son equivalentes, o estan polinémica-
mente relacionadas, si existen constantes C7,Cy > 0 tales que, para toda funcién
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booleana f, se cumple que

s2(f)" < s1(f) < s2(f),

salvo producto de algin término de la cadena de desigualdades anterior por una
constante positiva.

En 1994 se conocia ya gran cantidad de relaciones de tipo polindémico entre las
distintas medidas de complejidad de funciones booleanas. Por ejemplo, a partir de
la definicién de la sensibilidad y la sensibilidad por bloques es claro que, para cada
funcién booleana f, s(f) < bs(f) ya que los conjuntos unipuntuales asociados a los
indices de las entradas sensibles para un vector booleano constituyen bloques sensi-
bles y disjuntos que intervienen en el cémputo de la sensibilidad local por bloques
en ese vector. En cuanto al grado y la sensibilidad por bloques, a través de ciertos
resultados intermedios que podemos encontrar en [13], se habia conseguido probar
que \/bs(f)/2 < deg(f) < bs(f)*, que permite concluir la equivalencia de estas dos
medidas. De hecho, esta relacion entre la sensibilidad por bloques y el grado de una
funcién booleana se consiguié mejorar en 2013 ([16]), obteniendo la siguiente cadena
de desigualdades: \/bs(f) < deg(f) < bs(f)*.

Mas alla de eso, por aquel entonces Nisan y Szegedy conocian ya relaciones de tipo
polinémico entre todas las medidas de complejidad que he citado previamente en esta
nota, salvo una: la sensibilidad. Solo faltaba hallar una cota inferior para esta medida
en términos de alguna de las otras. Como todas las deméds eran equivalentes, era
suficiente con relacionar la sensibilidad con cualquiera de ellas. Asi, estos dos autores
enuncian en [13] la llamada conjetura de la sensibilidad, que afirma lo siguiente:

CONJETURA 1.2 (Conjetura de la sensibilidad). Ewiste una constante C > 0 tal que,
para toda funcion booleana f,

bs(f) < s(f)°.

Poco tiempo después de que se enunciara este problema, algo que se habia hecho
en 1992 aunque no fuese publicado hasta 1994, Gotsman y Linial consiguieron refor-
mular enteramente la conjetura a través de la teorfa de grafos. Su forma de hacerlo
fue mediante el llamado teorema de equivalencia, enunciado y demostrado en [7] y
al que vamos a dedicar un apartado de la siguiente seccién.

2. TRADUCCION DEL PROBLEMA A TEORIA DE GRAFOS

2.1. TEOREMA DE EQUIVALENCIA

Como acabamos de comentar, es el teorema de equivalencia el que permite re-
formular la conjetura de la sensibilidad. A través de él, Gotsman y Linial consiguen
establecer, en 1992, una equivalencia entre dos afirmaciones: la primera de ellas se en-
cuadra en el marco de la teoria de la complejidad computacional, a la que pertenece
originalmente la conjetura de la sensibilidad; sin embargo, la segunda corresponde a
la teoria de grafos y es de naturaleza puramente combinatoria, lo que abre la puerta
al uso de gran cantidad de herramientas combinatorias para abordar el problema.
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Antes de enunciar este resultado, conviene introducir la notacién que vamos a
utilizar. @,, va a denotar el grafo del cubo n-dimensional C™ = {0,1}", en el que
dos vértices son adyacentes si y solo si difieren exactamente en una tUnica de sus
componentes. Por ejemplo, en el caso n = 4, Q)4 seria el grafo siguiente, donde
hemos denotado a cada punto de coordenadas (x1, X2, T3, x4) POr T1ToT3T4:
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A lo largo de esta nota, todos los grafos con los que vamos a trabajar van a ser no
dirigidos, de manera que asumiremos esta condicion sin necesidad de especificarla en
cada caso. Recordamos ahora que un subgrafo inducido de un grafo H es un grafo
cuyos vértices son un subconjunto de los vértices de H y cuyas aristas son todas
las aristas de H que unen pares de vértices del subconjunto tomado. Asi, siguiendo
con cuestiones de notacién, para un subgrafo inducido G de @, vamos a denotar
por A(G) a su grado maximo; es decir, A(G) = maxycy (g) degg(x), donde degq (x)
hace referencia al grado de x visto como vértice del subgrafo inducido G. Finalmente,
vamos a denotar por I'(G) a la siguiente cantidad: I'(G) = méax{A(G), A(Q, — G)},
donde @,, — G es el subgrafo inducido de @,, cuyos vértices son aquellos vértices de
@, que no son vértices de G.

Ahora si, ya nos encontramos en condiciones de enunciar el teorema de equiva-
lencia, enunciado originalmente en [7].

TEOREMA 2.1. Dada una funcion estrictamente creciente h : N — R, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo subgrafo inducido G de Q,, tal que |V (G)| # 2"~1, I'(G) > h(n).
2. Para toda funcidn booleana f, s(f) > h(deg(f)).

Aunque las dos afirmaciones que relaciona el teorema de equivalencia pueden
parecer a priori muy distintas, la idea subyacente en la demostracién de este resultado
es muy sencilla. La forma de relacionar funciones booleanas y grafos consiste, por un
lado, en asociar a cada subgrafo inducido G de @,, una funcién booleana g tal que
g(x) = 1siy solo si x € V(G). Y viceversa, asociamos a cada funcién booleana g
el subgrafo inducido G de @,, cuyos vértices son aquellos vectores booleanos x tales
que g(x) = 1. Con esta idea sencilla y unas cuantas manipulaciones, se consigue
probar que la primera afirmacién del enunciado del teorema es equivalente a
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(1) Para toda funcién booleana g, E(g) # % implica que existe x € C™ tal que
S(g,X) <n-— h(n)a

donde E(g) no es mas que el valor medio de la funcién g en C", es decir, E(g) =

% xeon 9(X); y se prueba también que la segunda afirmacién del enunciado del
teorema es equivalente a

(2") Para toda funcidn booleana f, s(f) < h(n) implica que deg(f) < n.

La demostracién del teorema se termina reduciendo, pues, a probar la equivalen-
cia entre (1’) y (2), que son dos afirmaciones establecidas en términos de medidas
de complejidad.

La clave de esta demostracién consiste en definir, dada f : {0,1}" — {0,1}, la
funcién booleana ¢(f) : {0,1}™ — {0,1} dada por

f(x), si x tiene un ntmero par de unos,

1— f(x), six tiene un nimero impar de unos,

p(f)(x) = {

para la cual es posible probar lo siguiente:

Lopoo(f)=T.
2. deg(f) = n si y solamente si E(¢(f)) # 3.

3. s(f,%) +s(e(f),x) = n.

A partir de estos ingredientes, de los cuales el segundo es el tinico un poco mas dificil
de probar, es sencillo demostrar que (1’) y (2) son equivalentes. Vedmoslo:

(1) = (2'): Para probar esta implicacién, comencemos observando que siempre se
cumple deg(f) < n, luego decir que deg(f) < n equivale a decir que deg(f) # n.
Supongamos que se verifica (1') y veamos que, para toda funcién booleana f,
deg(f) = n implica que s(f) > h(n).

Si deg(f) = n, entonces E(o(f)) # %; y como estamos suponiendo que se
verifica (1') se tiene que existe x € C™ tal que s(¢(f),x) < n — h(n).

En consecuencia, para este x se verifica que h(n) <n — s(¢(f),x) =s(f,x) y
esto ya nos permite concluir que

() = misx s(f, %) = h(n),

que es lo que queriamos probar.
(2') = (1'): Para probar esta implicacién, supongamos que se verifica (2') y veamos
que, para toda funcién booleana g, si se cumple que s(g,x) > n — h(n) para

1

cada x € C™, entonces E(g) = 5.

De nuestra hipétesis se deduce que h(n) > n — s(g,x) = s(p(g), x) para todo
x € C". En consecuencia, como C"™ tiene una cantidad finita de elementos,
se tiene que s(p(g)) = mdxxecon s(p(g),x) < h(n). Como estamos suponiendo
que se verifica (2'), esto implica que deg(p(g)) < n. Por lo tanto, a partir de
la segunda de las propiedades de ¢(g) que hemos enumerado previamente, se
tiene que E(¢(p(g))) —que coincide con E(g) en virtud de la primera de las
propiedades— es igual a %, que es exactamente lo que queriamos probar.
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2.2. PRIMEROS INTENTOS PARA DEMOSTRAR LA CONJETURA DE LA SENSIBILIDAD

Vamos a dedicar este apartado a exponer un resultado publicado en 1988 por
Chung, Furedi, Graham y Seymour ([5]) que, combinado con el teorema de equiva-
lencia anterior, nos va a permitir obtener una primera relacién entre la sensibilidad
y el grado de una funcién booleana, aunque vamos a ver que no es del tipo deseado.

Antes de introducir el resultado, vamos a comentar una nueva cuestion de no-
tacién que va a aparecer con frecuencia a partir de este momento: diremos que
G € Q,(N) si G es un subgrafo inducido de Q,, con N vértices.

TEOREMA 2.2. Sea G un subgrafo inducido de Q,, con al menos 2"~' + 1 vértices.
Entonces existe un vértice v en G tal que

deg(v) > 1 logyn — 1 log, logy n 4+ 1
2 2 2
Por otra parte, existe un subgrafo G € Qn(2""' + 1) tal que A(G) < vVn+1y
A(Qn —G) < /n+1.

Este teorema consta de dos partes claramente diferenciadas que vamos a analizar
por separado.

En cuanto a la primera, lo que nos dice es que, si tenemos un subgrafo inducido G
del cubo n-dimensional con al menos 27~ +1 vértices, que son la mitad de los vértices
mas uno, entonces su grado méaximo ha de ser al menos % logyn — %logQ logy n + %
Asi pues, si tenemos un subgrafo inducido G de @),, que no tenga exactamente la
mitad de los vértices (es decir, tal que |V (G)| sea distinto de 2"7!), entonces o
bien él o bien @, — G tendrd al menos 2"~ ! + 1 vértices y en consecuencia su
grado maximo estara acotado inferiormente por la cantidad anterior, de manera que
tendremos I'(G) > %logzn - %logQ logon + % Asi, por ejemplo, bastaria tomar
en el teorema de equivalencia la funcién h que asigna a cada nimero natural n
el valor ilogg (n), que es estrictamente creciente. Haciendo uso de la implicacién
(1) = (2) del mencionado teorema, obtenemos una cota superior para el grado de
una funcién booleana en términos de su sensibilidad que es de tipo exponencial, de
la forma deg(f) < 2*(/) = 16°(/). Sin embargo, esto no demuestra la conjetura de
la sensibilidad ya que habria que hallar una relacién de tipo polinémico entre las dos
medidas de complejidad.

En cuanto a la segunda parte del teorema, vamos a dar algunos detalles de la
construccién que presentan los autores, la cual ha servido de inspiracién para algunos
de los resultados que se han publicado en los ltimos afios, y que Huang utiliza en
2019 para demostrar que su resultado proporciona una relaciéon lo méas ajustada
posible. La construccién en cuestién consiste en considerar F = {Fy,..., Fy} C 2[n]
una particién del conjunto {1,...,n} y definir

X(F) = {5 C [n] tales que |S| es par y existe F € F con F' C S}
U{S C [n] tales que |S| es impar y F — S # () para todo F € F}.

Teniendo en cuenta que la aplicacién {0,1}" — P([n]) que envia a cada x en
{i € [n] : z; = 1} es una biyeccién, podemos identificar los conjuntos de vértices de
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determinados subgrafos de @,, con familias de subconjuntos finitos de [n]. Asi, tiene
sentido considerar G(F), el subgrafo inducido de @,, con vértices X(F), y G'(F), el
subgrafo inducido de @Q,, con vértices 2"l — X(F). Estos dos subgrafos inducidos de
@, son los que permiten probar la cota superior que figura en el enunciado. Lo que
se prueba es que |X(F)| = 2771 + (—1)"**+!1 siendo k el nimero de conjuntos que
forman parte de la familia F, de manera que siempre se va a tener que o bien G(F)
o bien G'(F) tiene exactamente la mitad de los vértices de @, més uno. Ademds,
sea cual sea de los dos el grafo que tenga exactamente ese nimero de vértices, se
demuestra que el grado méaximo de G(F) y G'(F) estd acotado superiormente por
méx{k, max{|F;| : 1 < i < k}}. Asi pues, tomando F = {F},..., F}} una particién
del conjunto {1,...,n} con k < \/n+1y |F;| < /n+1 paracadaiec {1,...,k}, se
obtiene un subgrafo inducido G de @, tal que A(G) y A(Q, — G) estdn acotados
superior y estrictamente por y/n+ 1, que es lo que se afirma en la segunda parte del
enunciado.

Ahora bien, haciendo uso nuevamente del teorema de equivalencia, es posible
extraer otra nueva conclusién de la segunda parte del teorema anterior. Para ello,
haremos uso esta vez de la implicacién (2) = (1) del teorema de equivalencia. Como
hemos construido un subgrafo inducido G(F) del cubo n-dimensional que no tiene
exactamente la mitad de sus vértices y tal que tanto su grado como el de G'(F) =
Q. —G(F) estén acotados superior y estrictamente por y/n+1, resulta que I'(G(F)) <
v/n + 1, con lo cual no se verifica (1) si tomamos h(n) = /n + 1, que es una
funcién estrictamente creciente, y en consecuencia existe una funcién booleana f
tal que s(f) < y/deg(f) + 1. Esto implica que en general no va a ser cierto que
s(f) = /deg(f) + 1, aunque vamos a ver que basta cambiar h(n) = /n + 1 por
h(n) = /n para que el resultado si sea cierto, y esto es lo que prueba Huang en 2019
para concluir la demostraciéon de la conjetura de la sensibilidad.

Antes de pasar a exponer detalladamente la prueba del resultado de Hao Huang,
conviene destacar que hasta 2019, ano en que se cierra la demostracion de la conjetura
de la sensibilidad, todas las relaciones que se habian obtenido entre la sensibilidad
y la sensibilidad por bloques de una funcién booleana eran de tipo exponencial, no
polinémico. Sin embargo, algunos autores habian conseguido construir ejemplos de
funciones booleanas particulares para las cuales esta relacién era polinémica y, de
hecho, de orden cuadratico. Entre ellas, destacamos la primera, construida por David
Rubinstein en 1995 en [15]. Tras una interpretacién posterior del articulo original
de Rubinstein que podemos encontrar en una charla impartida por Hao Huang para
el Simons Institute for the Theory of Computing de la Universidad de California
([10]), dicha funcién booleana se puede definir de la siguiente manera: el conjunto
de partida de la funcién, a la que vamos a denotar por f, va a ser {0, 1}”2. Asi, nos
va a resultar mas comodo representar cada vector booleano como una matriz de la
siguiente manera:
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donde cada z;; puede tomar solamente los valores 0 o 1. Asi, si denotamos por \/
a la funcién OR de disyunciéon que asigna a un vector booleano el valor 0 si y solo
si todas sus entradas toman también el valor 0, vamos a definir la funcién booleana
f:{0,1}"" = {0,1} como

11 T12 N A )
To21 X222 ... Top n
f . . . . = \/g(xilv"wiri’n)a
: . . . i=1
Inl Ip2 e Tpn

donde ¢ : {0,1}" — {0,1} es una funciéon booleana que toma el valor 1 en x =
(x1,...,2,) si y solamente si existe un tnico valor j entre 1 y n — 1 tal que z; =
2j+1 =1y 3 = 0 para todas las demds coordenadas.

En el caso de esta funcion, es sencillo probar que su sensibilidad por bloques
es al menos del orden de n2. Para ello, vamos a prestar atencién al valor de la
sensibilidad local por bloques de f en 0 € {0, 1}"2, teniendo en cuenta que f(0) = 0.
En primer lugar, notemos que si en una fila cambiamos el valor de dos coordenadas
nulas consecutivas por 1, el valor que toma g en esa fila pasa también a ser 1 y lo
mismo ocurre con el valor de f. As{ pues, vamos a distinguir ahora dos casos:

» Sin es par, en cada fila es posible tomar un maximo de % bloques sensibles y
disjuntos. Si nos fijamos en la fila i-ésima, se trata de los bloques correspon-
dientes a los indices (4,j) e (i,5 + 1), con j impar.

Como hay un total de n filas, resulta que la sensibilidad local por bloques de

fenOenelcasoden paresn- 3 = .

= Sin esimpar, en cada fila es posible tomar un maximo de "T_l bloques sensibles
y disjuntos. Por ejemplo, si consideramos la fila i-ésima, podemos considerar
los bloques correspondientes a los indices (i,7) e (i,7 + 1), con j impar, de
manera que la tltima entrada de cada fila no pertenezca a ningin bloque.

Como hay un total de n filas, resulta que la sensibilidad local por bloques de

. p— 2_
fenOenelcasoden1mparesn~"Tl:"2”.

Entonces bs(f) > bs(f,0), siendo esta tltima del orden de n?.
Vamos a ver ahora que s(f) = O(n), considerando el valor de la sensibilidad local
de f en dos casos distintos.

» En primer lugar, consideramos aquellos x con f(x) = 0. En este caso, tenemos
que el valor de la funcién g en cada fila de nuestra matriz booleana es 0.
Si la fila en cuestion tiene todas sus coordenadas nulas, no existe ninguna
entrada sensible en ella, ya que cambiar cualquiera de las entradas por 1 no
cambia del mismo modo el valor que toma g en la fila.
Sin embargo, si la fila si tiene coordenadas no nulas, entonces tendra como
mucho 2 coordenadas sensibles. Esto corresponderd, por ejemplo, al caso en el
que la fila sea de la forma (0...0 1 0...0), con una tnica entrada no nula,
y las coordenadas sensibles seran las que se encuentran a la izquierda y a la
derecha de esa coordenada no nula.
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Asi pues, en cada fila tendremos a lo sumo 2 coordenadas sensibles. Como hay
un total de n filas, esto nos permite concluir que s(f,x) < 2n.

= Si consideramos ahora los x tales que f(x) = 1, es posible distinguir de nuevo
dos posibilidades:

e Si existen al menos dos filas en las que g toma el valor 1, entonces la
sensibilidad local de f en x es 0, ya que modificando una entrada de una
fila solo podriamos cambiar el valor que toma g en esa fila, mientras que
en la otra seguiria tomando el valor 1 y en consecuencia f también.

e Si g toma el valor 1 en una tnica fila, pongamos la i-ésima, cambiar una
entrada de cualquier otra fila no afecta al valor de f. Asi pues, todas
las coordenadas sensibles se encuentran en la fila i-ésima, que serd de la
forma (0...0110...0). En consecuencia, todas las entradas de esta fila
corresponden a coordenadas sensibles y resulta que s(f,x) = n.

Hemos probado, entonces, que s(f,x) < 2n para cada x € {0, 1}"2 y por tanto
s(f) < 2n, de manera que, como habfamos anunciado, s(f) = O(n).

En resumen, para esta funcién que hemos definido se cumple que bs(f) es al
menos del orden de n?, mientras que s(f) = O(n).

La no existencia de ejemplos que evidenciasen una mayor separaciéon entre la
sensibilidad y la sensibilidad por bloques hacia sospechar que la conjetura de la
sensibilidad iba a ser cierta y que, de hecho, se iba a poder acotar superiormente la
sensibilidad por bloques de una funcién booleana por el cuadrado de su sensibilidad.

Pasemos, ahora si, a demostrar detalladamente la conjetura de la sensibilidad.

2.3. DEMOSTRACION DE LA CONJETURA DE LA SENSIBILIDAD

En este apartado vamos a exponer en primer lugar, y con todo detalle, el resultado
que Hao Huang probé en 2019 en [9]. Ademds, veremos cémo este resultado permite
concluir definitivamente la demostracion de la conjetura de la sensibilidad.

Dicho resultado es el siguiente:

TEOREMA 2.3. Para todo enteron > 1, sea H un subgrafo inducido cualquiera de
Q,, con 21 + 1 vértices. Entonces

A(H) = /n.
Ademds, esta cota es la mejor posible.

Antes de pasar a detallar su demostracién, conviene hacer una observacién e
introducir la notacién necesaria.

Observacion. Como @, es un grafo bipartito, sabemos que existe un subgrafo indu-
cido de @, con exactamente la mitad de los vértices que tiene grado 0 porque esta
formado por vértices aislados, sin aristas.

El teorema muestra que el grado maximo de cualquier subgrafo inducido con
simplemente un vértice mas aumenta repentinamente hasta /n.
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Notacion. Para un grafo G, denotamos por A1(G) al mayor autovalor de su matriz
de adyacencia, siendo la matriz de adyacencia de un grafo aquella matriz simétrica
cuyas filas y columnas estan indexadas en el conjunto de vértices del grafo, de manera
que todos los valores de la diagonal son 0 y la entrada de la fila v y la columna v vale
1 si w y v son vértices adyacentes y 0 en caso contrario. El hecho de que esta matriz
sea simétrica implica que es diagonalizable y todos sus autovalores son reales.

En cuanto a la nomenclatura utilizada: dada una matriz A, una submatriz prin-
cipal de A se obtiene eliminando en A el mismo conjunto de filas y de columnas. Por
ejemplo, si eliminamos la segunda y la tercera filas de A, debemos eliminar también
la segunda y la tercera columnas. Es facil observar a partir de esta definicién que
una submatriz principal de una matriz simétrica también es simétrica.

Abordemos ahora la demostracion del Teorema 2.3. Para probarlo, vamos a ne-
cesitar una serie de resultados.

El primero de ellos es un resultado clasico, conocido como teorema del entrela-
zamiento de Cauchy, que afirma lo siguiente:

TEOREMA 2.4 (Teorema del entrelazamiento de Cauchy). Sea A una matriz simétri-
canxn y sea B una submatriz principal mxm de A para algin m < n. Silos autova-
lores de A son Ay > Ao > -+ > Ay, y los autovalores de B son py > pio > -+ > [y,
entonces para todo i con 1 <1 < m se cumple que

A > i > )\i+n—m~

Ademés de este resultado, del que se puede encontrar una prueba sencilla en [§],
vamos a hacer uso de otros dos lemas que enunciamos y demostramos a continuacion:

LEMA 2.5. Definimos una sucesion de matrices cuadradas simétricas de la forma
recursiva siguiente:

(01 (A I
A1_<1 0)’ A”‘( I —An_1>'

Entonces A, es una matriz 2" x 2" cuyos autovalores son \/n, de multiplicidad 2",
y —/n, de multiplicidad 2"~ 1.

DEMOSTRACION. Empezamos probando, por induccién, que A% = nl.

s Sin=1,
> (0 1\ (0 1) _ (1 0 _
=) (1 0)=0 1)=r

» Supongamos que el resultado es cierto para n—1, es decir, que A2 | = (n—1)I,
y veamos que entonces también lo es para n:

2 _ (A I An_1 I
s=aan= (M ) (7 i

(A2 +T 0 ((n=DI+1 0 I
- 0 I+A%2 )~ 0 I+(n-1I1) ™
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Tenemos entonces que A2 = nl, de manera que el tinico autovalor de A2 es n.
Ahora bien, es sencillo probar que los autovalores de una matriz B cualquiera se
pueden obtener a partir de las raices cuadradas de los autovalores de B2.

Asf pues, en nuestro caso concreto, los posibles autovalores de A,, son \/ny —/n.

Como la traza de una matriz es la suma de sus autovalores, la traza de A,, es
igual a 0 y los posibles autovalores son y/n y —+/n, tenemos que la mitad de los
autovalores corresponden al primer valor y la otra mitad corresponden al segundo;
es decir, y/n tiene multiplicidad 27 =271y lo mismo ocurre con —+/n. O

LEMA 2.6. Supongamos que H es un grafo con m vértices y A es una matriz simé-
trica cuyas entradas pertenecen al conjunto {—1,0,1} y cuyas filas y columnas estdn
indezadas por V(H), con Ay, = 0 si y solo si u y v no son adyacentes en H (a
veces se dice que A es una matriz de adyacencia signada o con signo del grafo H ).
Entonces A(H) > A1 := M (A) (el mayor autovalor de A).

DEMOSTRACION. Supongamos que v es un autovector correspondiente al autova-
lor A\i. Entonces Av = Ajv. Si A\; fuese igual a 0, entonces el resultado es trivial.
Por lo tanto, vamos a trabajar en la demostracién con A\; # 0, y también con v # 0
por ser v un autovector.

Supongamos sin pérdida de generalidad que vy es la coordenada de v con mayor
valor absoluto. Entonces

m

m m
> Avjvi| <Y A < Jon] D A
j=1 j=1 j=1

Ademas, por la forma en la que se ha definido la matriz A, se tiene que la suma de
los valores absolutos de las entradas de la primera fila es igual al grado del vértice de
H correspondiente a esa fila y, en consecuencia, menor o igual que el grado maximo
de H. Por lo tanto,

|Arv1] = [(Av)1] =

[Adllo1] = [Aror]| < o1 A(H),
y como v1 # 0 obtenemos que efectivamente || < A(H). O
Y concluimos, ahora si, la demostracién del Teorema 2.3:

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3. Sea A, la n-ésima de las matrices de la su-
cesion definida en el Lema 2.5, matrices todas ellas cuyas entradas pertenecen al
conjunto {—1,0,1}. Gracias a la construccién recursiva de estas matrices, es claro
que si cambiamos en A, aquellas entradas que toman el valor —1 por 1 obtenemos
exactamente la matriz de adyacencia del cubo n-dimensional @,. En efecto, pode-
mos ver los bloques superior izquierdo e inferior derecho de esta matriz como las
matrices de adyacencia de los dos subcubos (n — 1)-dimensionales de @,,, y los dos
bloques formados por la matriz identidad como los correspondientes a las aristas
que conectan estos dos subcubos. En consecuencia, la matriz A,, y el grafo Q,, satis-
facen las hipotesis del Lema 2.6. Pero también un subgrafo inducido H de @,, con
27~1 1 1 vértices y la submatriz principal Ay de A,, inducida de forma natural por
H las satisfacen. Como consecuencia, A(H) > A (Ag).
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Por otra parte, gracias al Lema 2.5, sabemos que los autovalores de A,, son \/n
y —/n, ambos con multiplicidad 27~ *.

Notemos que, como Agy es la submatriz de A,, inducida de forma natural por el
subgrafo H de Q,,, que tiene 2"~ 4 1 vértices, resulta que Ay es una submatriz de
dimensiones (2771 + 1) x (2"~ 4 1) de la matriz A,,, que tiene dimensiones 2™ x 2.
En consecuencia, aplicando el teorema del entrelazamiento de Cauchy y teniendo en
cuenta que 2" — (277! +1) = 2! — 1, tenemos que

)\I(AH) > )\1+2"*1—1(An) = )\2"*1(An) = \/ﬁ

De esta manera, combinando las dos desigualdades que hemos obtenido gracias a los
lemas previos, podemos concluir que

A(H) > M\ (Aw) > Vn,

que es lo que queriamos probar.

Finalmente, para el subgrafo inducido de Q,, con 2"~! 4 1 vértices construido
por Chung, Firedi, Graham y Seymour cuya construcciéon hemos presentado en la
subseccion anterior, la cota se alcanza. Efectivamente, el grado maximo de ese grafo
estd acotado superior y estrictamente por v/n + 1. Como acabamos de probar que
este grado maximo es también mayor o igual que /n, ya podemos concluir que la
cota proporcionada por este teorema es la mejor posible. O

Observacion. Aunque esta demostracién destaca por su sencillez, Shalev Ben-David,
que es precisamente un antiguo alumno de Scott Aaronson, dejaba un comentario en
la entrada [2] del blog de su antiguo profesor proporcionando una nueva demostracion
del resultado que no requiere hacer uso del teorema del entrelazamiento de Cauchy,
sino de otros resultados més elementales y bien conocidos. Vamos a dar los detalles
de la misma a continuacién, dentro de esta misma observacién:

Sea S el espacio de vectores propios asociados al autovalor y/n de la matriz A,
de manera que S tiene dimensién 2"~ 1.

Consideramos la matriz Ay que aparece en la demostracién original de Huang,
que recordemos que no es mas que la submatriz principal de A, inducida de forma
natural por un subgrafo inducido H de @Q,, con 2"~ + 1 vértices. En dicha demos-
tracién, el teorema del entrelazamiento de Cauchy se utiliza para proporcionar una
cota inferior para el mayor autovalor de esta matriz. Por lo tanto, lo que vamos a
hacer ahora es buscar esa cota inferior sin hacer uso del mencionado teorema, y lo
hacemos recordando que el mayor autovalor de una matriz real y simétrica coincide
con su norma espectral, que viene dada por

[Aml2 = max [[Agx]|a.
[Ixll2=1

Ademas, es facil darse cuenta de que hallar el maximo de las cantidades anteriores
en el conjunto de vectores de norma 1 equivale a hallar el maximo de las cantidades
[|Anx]||2 en el conjunto de vectores de norma 1 cuyas entradas con indices corres-
pondientes a columnas de A, que no forman parte de Ay son nulas. Si denotamos
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por L al subespacio formado por todos estos vectores, entonces L tiene dimensién
al menos 2"~ ! + 1, que es el nimero de columnas de Ag. Ahora bien, teniendo en
cuenta que la dimensién del subespacio L 4+ S estd acotada superiormente por 2",
que es la dimensién del espacio total, aplicando la formula de las dimensiones resulta
que

dim(L N S) = dim(L) + dim(S) — dim(L + S) > 2" ' 142771 — 27 =1,

En consecuencia, existe un vector xy de norma 1 que pertenece a L y a S; es decir,
es un vector propio asociado al autovalor y/n de A,, y todas sus entradas con indices
correspondientes a las columnas de A, que no estdn en Ay son nulas. Asi pues, si
denotamos por x{; al vector unitario obtenido a partir de xo eliminando todas esas
entradas nulas con indices correspondientes a las columnas de A,, que no estdn en
Ay, tenemos que

|Aaxgll2 = [[Anxoll2 = [[Vn - %02 = Vi [|%0l]2 = V/n,

y de aqui se sigue que el mayor autovalor de Ay estd acotado inferiormente por v/n,
que es lo que queriamos probar.

Volvamos, para terminar, al problema de la conjetura de la sensibilidad.

Acabamos de probar que para todo subgrafo inducido H de @Q,, con 2"~ ! +1
vértices se verifica que A(H) > /n. Asi pues, si consideramos cualquier subgrafo
inducido G de Q,, con |V(G)| # 2"~ 1, o bien G o bien Q,, — G serd un grafo con
al menos 2"~ + 1 vértices. Como la funcién A es monétona (en el sentido de que
A(G1) < A(G2) si Gy es un subgrafo de G2), el teorema que acabamos de probar
nos permite afirmar que I'(G) = max{A(G), A(Q, — G)} > \/n, y esto no es més
que la primera de las afirmaciones del enunciado del Teorema 2.1 (de equivalencia)
tomando como A la funcién raiz cuadrada, que es estrictamente creciente. En virtud
de este teorema, lo que acabamos de probar es equivalente a que toda funciéon boo-
leana f verifica que s(f) > +/deg(f), obteniendo de esta manera una cota inferior
para la sensibilidad de una funcién booleana en términos de otra de las medidas de
complejidad que hemos considerado en esta nota.

Para poder relacionar la sensibilidad y la sensibilidad por bloques de una funcién
booleana, que es como se habia enunciado originalmente la conjetura de la sensibi-
lidad, basta recordar que el grado de una funcién booleana y su sensibilidad por
bloques estan polinémicamente relacionados a partir de la cadena de desigualdades

bs(f) < deg(f) < bs(f)*.

Combinando esto con la desigualdad que acabamos de obtener, resulta que bs(f) <
deg(f)? < s(f)*, lo que concluye definitivamente la prueba de la conjetura de la
sensibilidad, proporcionando una cota superior de grado 4 para la sensibilidad por
bloques de una funciéon booleana en términos de su sensibilidad.

La demostracion de este resultado tiene varias consecuencias importantes. En
primer lugar, como ya habiamos comentado previamente, nos permite concluir que
todas las medidas de complejidad de funciones booleanas que he mencionado en
este trabajo, e incluso algunas definidas mas recientemente y relacionadas con la
computacién cuantica, estan polinémicamente relacionadas. Asi, desde el punto de
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vista computacional, la conjetura de la sensibilidad implica que las funciones boo-
leanas «suaves» (de baja sensibilidad) son faciles de calcular utilizando algunos de
los modelos computacionales mas simples, como por ejemplo los arboles de decision.
Algebraicamente, de este resultado se deduce que las funciones booleanas con estas
propiedades tienen un grado bajo como polinomios reales.

Ademaés de estas consecuencias inmediatas, la demostraciéon de la conjetura de
la sensibilidad ha abierto nuevas lineas de investigacién, de las que vamos a hablar
brevemente en la siguiente seccion.

3. NUEVAS LINEAS DE INVESTIGACION

En primer lugar, y como ya habiamos comentado cuando presentamos la fun-
cién de Rubinstein, construyendo funciones booleanas particulares se ha conseguido
obtener una separacién de, al menos, orden cuadratico entre la sensibilidad y la
sensibilidad por bloques de ciertas funciones booleanas. Varios autores sugieren que
esta es la mayor separacién que puede haber entre ambas medidas de complejidad.
No obstante, la relaciéon que hemos obtenido entre ellas a partir de la combinacién
del resultado de Huang con el teorema de equivalencia, que proporciona una relaciéon
ajustada entre la sensibilidad y el grado, es de grado cuatro. A dia de hoy, todavia
no se ha conseguido probar que dicha separaciéon de orden cuadratico sea cierta en
general. El autor de la demostracién de la conjetura de la sensibilidad si cree que la
sensibilidad por bloques de una funcién booleana se debe poder acotar superiormen-
te, salvo constante, por el cuadrado de su sensibilidad, y piensa que este resultado
podria probarse utilizando técnicas de algebra lineal y teorfa espectral (como en la
demostracién de su resultado), aunque en estos momentos es un problema abierto.

Otra de las cuestiones que Huang plantea tras su demostracion consiste en gene-
ralizar los resultados que hemos expuesto para grafos de hipercubos n-dimensionales
a otros grafos que tengan «mucha» simetria.

Dado un grafo G, se llama conjunto independiente de G a un conjunto de vértices
de G tales que no existen entre ellos dos vértices adyacentes, y numero de indepen-
dencia de G al cardinal del mayor conjunto independiente. Asi, concretamente, las
preguntas que plantea Huang son las siguientes: si G es un grafo con «muchay si-
metria y denotamos por «(G) su nimero de independencia, {qué podemos decir
acerca del minimo del conjunto de grados maximos de subgrafos inducidos de G con
a(G)+1 vértices? Si denotamos por f(G) a este valor, jen qué condiciones podremos
proporcionar una cota inferior para f(G) que se alcance? Es facil apreciar que esto
busca generalizar la situacion a la que Huang se enfrenta en su resultado, con el grafo
simétrico Q,, y sus subgrafos inducidos con 27! 4 1 vértices, valor que coincide en
este caso con a(Qy) + 1.

Gran parte de los trabajos que se han publicado en relacién con estas dos pre-
guntas consideran a los grafos de Cayley como grafos con suficiente simetria que
permitan generalizar los resultados sobre hipercubos n-dimensionales que hemos co-
mentado. Dado un grupo G y un subconjunto S C G, se define el grafo de Cayley
de G con respecto a S, que denotaremos por Cay(G, S), como el grafo cuyos vértices
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son los elementos de G y cuyas aristas son los pares {a,a - s}, donde a € Gy s € S.
De hecho, @, no es mas que un caso particular de grafo de Cayley; concretamen-
te, @Qn = Cay(Zg, {e1,.. .,en}), donde los e; son los vectores que forman la base
canonica de Zj.

En el caso en el que G es un grupo abeliano y Cay(G,S) es bipartito, se ha
conseguido probar que f(G) > +/(|S|+¢)/2, siendo ¢ el ntmero de elementos de
orden 2 en S. Esto generaliza el resultado de Huang en este caso particular y fue
demostrado en 2020 por Aaron Potechin y Hing Yin Tsang ([14]), los cuales se apoyan
en un trabajo de Noga Alon y Kai Zheng publicado el mismo afo ([3]).

Ademads, aunque existen articulos previos en los que se prueba que el valor que
hemos denotado por f(G) no puede ser acotado inferiormente por una funcién del
grado para grafos de Cayley en general, vamos a destacar uno de los mas recientes:
ha sido publicado en 2022 y sus autores son Ignacio Garcia-Marco y Kolja Knauer
([6]), que abordan distintos problemas en relacién con este tema. En primer lugar,
proporcionan tres familias de grafos de Cayley que tienen grado no acotado pero
tales que f(G) = 1 para todos sus miembros G. Ademds, en relacién con la pregunta
de si se puede dar una cota inferior para f(G) que se alcance, los autores enuncian
y demuestran como consecuencia del resultado de Huang que si un grafo de Cayley
bipartito G tiene como subgrafo inducido a un hipercubo de dimensién méxima
k(G), entonces f(G) > 1/k(G). A continuacién, obtienen infinitas familias de grafos
de Cayley con el valor k no acotado para las cuales la cota inferior anterior se alcanza.
Para ello, estudian los grupos de Coxeter. Un sistema finito de Coxeter es un par
(W, S), donde W es un grupo con generadores S = {ai,...,a,} y presentacién
W = (a1,...,a, : (a;a;)™% = 1), donde m;; > 1y m;; = 2. Es precisamente W
quien recibe el nombre de grupo de Coxeter. Dentro de este estudio, los autores
conjeturan que para todo grafo de Cayley G de un grupo de Coxeter se verifica que
f(G) = TVr(G)].

Mas alla de esto, y volviendo al problema del hipercubo, Huang plante6 una
nueva pregunta. Si g(n, k) es el minimo valor ¢ tal que todo subgrafo inducido H de
Q,, con t vértices tiene grado maximo al menos k, lo que se ha probado ya es que
g(n,+/n) = 2"~! + 1. Huang sugiere que podria resultar interesante hallar el valor
de g(n, k) para distintos valores de k.

En cualquier caso, cerrar la demostraciéon de la conjetura de la sensibilidad ha
permitido abrir nuevas puertas hacia distintos caminos que poco a poco se van
consolidando como un area de trabajo muy prolifica.
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