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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Javier Fresan

{Cuantas raices de la unidad anulan
un polinomio en dos variables?

por

Roberto Gualdi

En estas paginas vamos a considerar la tarea de buscar raices de la unidad que
son soluciones de un polinomio en dos variables con coeficientes algebraicos. Esta
pregunta, aparentemente inocente, nos llevard por un precioso viaje a través de
alturas, fenémenos de equidistribucién y famosas conjeturas en el reino diofantico.

En lugar de probar nuevos resultados o dar un estudio detallado de la literatura, el
enfoque de esta nota es proporcionar una presentacién elemental de las herramientas
y técnicas fundamentales en geometria aritmética y diofantica, y mostrar algunas de
sus aplicaciones méas espectaculares de manera practica, con el objetivo secreto de
motivar a estudiantes e inexpertos a sumergirse en este fascinante tema.

Al final de la nota sefialamos varias direcciones que recientemente han sido (y
siguen siendo) emocionantes areas de investigacién.

1. ;QUE ES LA GEOMETRIA ARITMETICA?

La busqueda de soluciones racionales de un sistema de ecuaciones polinémicas
con coeficientes enteros es una de las eternas aspiraciones de las matematicas que,
bajo una formulacién diferente, ya se consideraba en la India y Grecia antiguas.

Una actitud mas moderna frente al problema ha sucumbido a la tentaciéon de
considerarlo desde una perspectiva mas geométrica: el conjunto de soluciones de un
sistema de ecuaciones polinémicas es lo que se denomina una variedad algebraica;
asi nuestra eterna aspiracién se corresponde con describir los puntos de coordenadas
racionales en dichos objetos. Este enfoque, a través del cual uno puede esperar ex-
plotar la maquinaria de la geometria para resolver problemas de teoria de ntimeros,
ha tomado el nombre de geometria aritmética. En términos generales, uno de los
desafios que definen a esta rama es el deseo de poder encontrar todos los puntos
especiales de una variedad algebraica.
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A pesar de la formulacion uniforme de este desafio, el significado preciso de «es-
pecial» varia segun el problema especifico considerado en el drea. Podemos explicar
esto mejor centrandonos en una situacion particular.

Para hacer eso, consideramos un polinomio homogéneo no constante

F € Q[Xo, X1, X2],

donde Q C C es el cuerpo de los niimeros algebraicos. Esencialmente, a cualquier
tedrico de ntimeros le gustaria saber tanto como sea posible acerca de las soluciones
de F que tienen coordenadas racionales (o més generalmente, coordenadas en un
cuerpo de nimeros dado), dando lugar a la siguiente

PREGUNTA 1. ;Cdmo describir las ternas de numeros racionales que anulan un
polinomio homogéneo en tres variables?

Para arrojar luz geométrica sobre la cuestion, se puede considerar el conjunto de
puntos proyectivos [Xg : X7 : X5] con Xo, X1, Xy € C cuyas coordenadas anulan el
polinomio F'. Este conjunto esté en primer lugar bien definido, gracias a la hipétesis
de homogeneidad, y se denota por

Zproy(F) = {[XO : X1 Xo] | F(Xo, X1, X5) = 0} C IP’Q((C).

Esta es la curva algebraica definida por F en el plano proyectivo complejo.

La pregunta anterior se traduce en la bisqueda de los puntos en Zp.oy(F) que
tengan coordenadas racionales. Ahora podemos precisar la Pregunta 1 con las si-
guientes cuestiones: jexisten puntos en Zpoy(F) con coordenadas racionales? jEs
finito el conjunto de estos puntos? En caso afirmativo, ;podemos contarlos? ;Ddénde
estan ubicados?

Para ello, podemos comenzar buscando dichos puntos en ciertas lineas proyecti-
vas «distinguidas» en P?(C), por ejemplo las que estan definidas por la anulacién
de una de las coordenadas. Algebraicamente, esto corresponde a la busqueda de las
soluciones [Xp : X7 : X2] de F' que tienen X; = 0 para algin ¢ € {0,1,2}. Al nor-
malizar las coordenadas proyectivas, este problema se convierte en la btsqueda de
soluciones racionales de un polinomio en una variable. Cuando el polinomio F tiene,
por ejemplo, coeficientes enteros, esta pregunta se puede responder facilmente enu-
merando todos los niimeros racionales que tienen numerador que divide al término
independiente de F' y denominador que divide su coeficiente principal, y verificando
uno por uno cada uno de estos candidatos a solucién.

Después de este nimero finito de pasos, nuestro problema original se reduce
entonces a buscar puntos racionales [Xy : X; : X3] que resuelvan F y para los
cuales ninguna de las coordenadas sea cero. Dicho de otro modo, y después de
deshomogeneizar F a f fijando (por ejemplo) Xy, = 1, podemos restringirnos a
la busqueda de los puntos en

{(1,22) € (C*)? | f(z1,22) = 0}

que tienen coordenadas racionales. Una de las ventajas de hacerlo es la introduccién
de una nueva estructura algebraica titil en nuestra investigacién. La variedad (C*)?2
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con estructura de grupo dada por la multiplicacién coordenada a coordenada se
conoce comunmente en geometria algebraica como el toro complejo de dimension 2.

En esta variedad, los monomios xfl V Ty !y més generalmente todos los poli-
nomios de Laurent, inducen funciones bien definidas y por lo tanto definen subvarie-
dades algebraicas de (C*)? tomando el conjunto de sus ceros. Mas explicitamente,
tomamos un polinomio de Laurent en dos variables

f €Q[att, 23]

que no sea un monomio. Analogamente al caso de los polinomios homogéneos en tres
variables y del plano proyectivo, el conjunto de ceros

Zior(f) == {(z1,32) | f(z1,22) =0} C (C*)?

se llama la curva algebraica definida por f en el toro de dimensién 2.

Las consideraciones anteriores implican que buscar puntos con coordenadas racio-
nales en Zio,(f) es esencialmente equivalente (salvo por un niimero finito de pasos)
a nuestro problema original. Algebraicamente, la eleccién del toro algebraico en lu-
gar del plano proyectivo como espacio ambiente da lugar al siguiente andlogo de la
Pregunta 1:

PREGUNTA 2. ;sCdmo describir los pares de numeros racionales distintos de cero
que anulan un polinomio de Laurent en dos variables?

Muchos de los problemas en geometria aritmética pueden expresarse como la
busqueda de puntos racionales de una curva en un toro. Por ejemplo, el famoso ultimo
teorema de Fermat puede verse como la afirmaciéon de que la curva definida en el toro
de dimensién 2 por el polinomio de Laurent 27 + x4 — 1 no tiene puntos racionales
para n > 3. Una prueba de esta afirmacién fue completada por Wiles solamente en
1994, utilizando técnicas de teoria de curvas elipticas y formas modulares, 358 afos
después de que Fermat la enunciara por primera vez.

El largo tiempo necesario para resolver la conjetura de Fermat deja entrever la
notoria dificultad de los problemas en geometria aritmética, a pesar de sus enuncia-
dos aparentemente simples. De hecho, cada eleccién de un polinomio de Laurent en
la Pregunta 2 presenta un rompecabezas individual, y ni siquiera hay un algoritmo
general que decida la existencia de una solucién racional para él, ni (en un ntmero
arbitrario de variables) lo habrd, tal como demostré Matiyasevich en su respuesta al
décimo problema de Hilbert [26].

A pesar de estas dificultades, durante el siglo pasado se desarrollaron muchas
técnicas generales para responder parcialmente a las Preguntas 1 y 2. Por ejemplo,
Faltings [14] probé en 1983 una conjetura general de Mordell, prediciendo la finitud
de los puntos racionales en una curva de género superior o igual a 2.

Si reemplazamos «soluciones racionales» por «soluciones que tienen coordena-
das en un cuerpo de numeros fijo» en la investigaciéon anterior, podemos adoptar
una mentalidad similar; en particular, el teorema de Faltings sigue valiendo en este
contexto mas general, asegurando la finitud de tales soluciones para polinomios que
definen curvas de gran género.
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La situacién cambia drasticamente cuando se permiten extensiones infinitas de Q.
Por ejemplo, cualquier polinomio de Laurent no monomial con coeficientes algebrai-
cos resulta tener infinitas soluciones en (@*)2 De hecho, al multiplicar adecuada-
mente por monomios y volver a etiquetar las variables si es necesario, se puede
suponer que f es un polinomio y contiene al menos un monomio con un término
en o y al menos un monomio sin término en xs. En tal caso, para todo z; € @*,
la ecuacién f(x1,22) = 0 tiene soluciones en Q en la segunda variable, y estas so-
luciones son todas distintas de cero para todas salvo un nimero finito de opciones
para xj.

Por lo tanto, para obtener una pregunta més interesante sobre Q necesitamos
cambiar la nocién de «puntos especiales» que queremos buscar. Recordando que la
variedad ambiente (C*)? tiene una estructura de grupo, existe una eleccién natural
para los elementos distinguidos en ella: los que tienen orden finito. Dicho de otro
modo, parece razonable considerar puntos de torsion como puntos especiales en
nuestro marco, y expresar nuestra investigacién geométrica de esa manera.

Veamos cudl es el problema algebraico correspondiente. Por definicién, un punto
@ = (x1,22) en el toro de dimensién 2 es un punto de torsién si y solo si existe un
entero positivo d tal que

at = (2f,23) = (1,1),

es decir, si y solamente si las coordenadas de & son raices de la unidad. Por tanto,
el problema de teoria de numeros inspirado por nuestras consideraciones en geo-
metria aritmética, y correspondiente a la bisqueda de puntos de torsion en curvas
algebraicas en el toro de dimensién 2, es la siguiente

PREGUNTA 3. ;C6mo describir los pares de raices de la unidad que anulan un poli-
nomio de Laurent en dos variables?

De hecho, esta pregunta fue planteada por Lang en la década de 1960; véase,
por ejemplo, [21] y [22, Capitulo 8, §6]. Destaquemos, aunque no estudiaremos
esos trabajos en estas paginas, que Mann [24] y, mds tarde, Conway y Jones [9]
propusieron métodos para responderla en algunas situaciones particulares.

En cambio, lo que podemos hacer para obtener una idea directa del problema
es mirar un par de ejemplos simples. Como los monomios no tienen soluciones en
el toro, la eleccién no trivial més facil para un polinomio de Laurent es la de los
binomios en los que solo aparece una variable.

Ejemplo 1. Consideramos el polinomio de Laurent f = 1 — a, con o € @* Por
definicién, el conjunto de sus soluciones consta de todos los pares («, x3) con xo € C*.
En particular, dado que hay un ndmero infinito de raices de la unidad en C, el
polinomio de Laurent f tiene un nidmero infinito de pares de raices de la unidad
como soluciones si y solo si « es una raiz de unidad, y ninguna de lo contrario.

Habiendo demostrado que tanto infinitos puntos de torsiéon como ninguno pueden
estar en una curva del toro 2-dimensional, es natural preguntarse si la situacién inter-
media también puede ocurrir. El siguiente caso especial proporciona una respuesta
afirmativa.
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Ejemplo 2. Tomamos el polinomio de Laurent f = xy + 2 + 1. En vista de

Ztor(f) = {(xlafl - 1’1) ‘ T € C\{07 1}}3

los puntos de torsién que se encuentran en la curva definida por f en (C*)? estdn
en correspondencia biyectiva con las raices de la unidad { para las cuales —1 — (
también es una raiz de la unidad. En particular, tanto ( como —1 — ¢ deben tener
un valor absoluto complejo igual a 1; al dibujar una imagen en el plano complejo
como en la Figura 1, podemos ver que esto solo puede ocurrir para dos elecciones
de (, a saber, las dos raices primitivas de la unidad de orden 3.

G

Figura 1: Investigando los puntos de torsién en la linea x1 +x2 +1 = 0.

Dado que —1 — (3 = (2 y —1 — (3 = (3, obtenemos que ((3,(3) v (¢3,(3) son los
Gnicos pares de raices de la unidad que anulan f.

La pequena clase de ejemplos que hemos considerado muestra que cualquier res-
puesta posible con respecto al niimero de soluciones en raices de la unidad para un
polinomio de Laurent en dos variables puede ocurrir. Por lo tanto, podemos formular
la Pregunta 3 de una forma geométrica cualitativa como sigue:

PREGUNTA 4. 5C6mo predecir si una curva algebraica en (C*)? contiene un nimero
finito o infinito de puntos de torsion, con solo observar la forma del polinomio de
Laurent que la define?

Esta es la pregunta que orientard nuestro camino en estas paginas. Su respuesta,
que daremos en la Seccién 5, fue conjeturada por el mismo Lang, y demostrada
por Thara, Serre y Tate [22, Teorema 6.1]. El argumento presentado en loc. cit. se
basa en una aplicaciéon del teorema de Bézout y en la consideracion del polinomio
de Laurent f(x¢,x%) para un d adecuado, donde f es el polinomio de Laurent que
define la curva original.

En estas notas, en cambio, seguiremos una estrategia diferente. Veremos que,
usando la nocién de altura de puntos algebraicos (recordada en la Seccién 2) y
las herramientas aritméticas que ofrecen los fenémenos de equidistribucién en toros
(presentados en la Seccién 3), seremos capaces de dar una respuesta satisfactoria a
la pregunta anterior. Aun mejor, superaremos nuestras expectativas obteniendo un
enunciado més fuerte (y ademds en una dimensién arbitraria): de hecho, probaremos
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la antigua conjetura térica de Bogomolov en la Seccién 4, siguiendo la presentacion
de Bilu [3].

Esto serd mas que suficiente para probar la antigua conjetura térica de Manin-
Mumford, y deducir de ella en la Seccién 5 una respuesta completa a la Pregunta 4
como corolario.

Por supuesto, hay muchas més preguntas que uno puede hacer en geometria
aritmética al considerar el toro como un espacio ambiente. Por ejemplo, la nocién de
puntos integrales en un toro es muy diferente a la de un espacio afin o proyectivo.
Esta y otras diferencias han fomentado varias vias de investigaciéon en geometria
diofantica.

Ademas, la pregunta de Lang ha motivado varios problemas similares en escena-
rios andlogos; por ejemplo, al reemplazar el toro ambiente por una variedad abeliana,
que también viene equipada con una estructura de grupo.

Estos temas y consideraciones han recibido mucha atencién en los tltimos anos;
mencionamos algunos de estos, con sus aplicaciones y desarrollos, en la Seccién 6.
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2. ALTURAS

Fijamos de ahora en adelante la eleccién de un entero positivo n. Introducimos en
esta seccion una nociéon que mide la «complejidad aritmética» de los puntos algebrai-
cos en (C*)™, y que se revelard fructifera para el tratamiento de los puntos de torsién.
Mencionamos que en el reciente articulo [4], aparecido en esta misma columna de
La Gaceta, se dan dos formas de capturar la cantidad de informacién necesaria para
determinar un entero algebraico, y se presenta un resultado muy reciente para una
de ellas (a saber, la prueba de la conjetura de Schinzel-Zassenhaus por Dimitrov).
En el presente articulo, tomamos un punto de vista ligeramente diferente, ya que
necesitamos tratar con dimensiones arbitrarias y también con puntos algebraicos que
no son enteros algebraicos. Sin embargo, los temas son muy cercanos, y sefialamos
las conexiones entre los objetos en esta seccién y los estudiados en [4] siempre que
sea posible.

La intuicién principal detréds de la definicién que damos aqui es que un elemento
de un cuerpo normado es tan complicado como grande es su valor absoluto. Aqui, por
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valor absoluto sobre un cuerpo se entiende una funcion de valores reales no negativos
sobre él, que es multiplicativa, satisface la desigualdad triangular y es igual a 0 solo
en el elemento cero del cuerpo.

Los cuerpos como Q y sus extensiones finitas admiten varios valores absolutos.
Ademas, los valores absolutos de cualquiera de estos cuerpos se pueden clasificar
(si identificamos todos los valores absolutos que inducen la misma topologia) en
términos de entidades destacadas en teoria de niimeros, como sus ideales primos.
Esto da gran riqueza aritmética a los cuerpos de niimeros. Por ejemplo, un teorema
clasico de Ostrowski [28] asegura que los tnicos valores absolutos no triviales sobre
@ son, médulo la relacién de equivalencia topologica:

» el valor absoluto euclidiano habitual | - |;

» para cada primo p, el valor absoluto p-ddico | - |, definido por la igualdad

_Jpt siq=p,
lqlp = .
1 de lo contrario,

para todos los primos ¢, y extendido a QQ multiplicativamente.

Es costumbre denotar por Mg el conjunto de clases topoldgicas de valores absolu-
tos no triviales sobre Q, e identificarlo con la unién del conjunto de primos racionales
y del simbolo co. Para todo

vEMg ={2,3,5,7,11,...} U{oo}

se puede considerar la completacion Q, del cuerpo Q con respecto a la topologia
definida por v. Esta construccién produce el cuerpo R cuando v = oo, y el famoso
cuerpo de niimeros p-adicos cuando v corresponde al nimero primo p. El represen-
tante de v elegido anteriormente define canénicamente un valor absoluto en Q,, y
por [27, Teorema I1.4.8] se extiende de forma tinica a un valor absoluto | - |, sobre
cualquiera, clausura algebraica fijada Q, de dicho cuerpo.

Finalmente podemos combinar la informacién de todos los v € Mg para dar
nuestra definiciéon de complejidad aritmética de los puntos algebraicos en el toro.

DEFINICION 1. La altura de un punto = (x1,...,x,) € (@*)n es

h(m):[Kle S logmax(L, |o(@1)u, - [o(wn)0),

veEMo o K—Q,

donde K es cualquier cuerpo de nimeros que contenga todas las coordenadas de .

No es dificil demostrar que la definicién no depende de la elecciéon de K, por lo
que se puede tomar como K al cuerpo de niimeros minimo Q(x) que contiene todas
las coordenadas de x. Los dos ejemplos siguientes justifican la interpretacién de la
altura como una funcién que mide la complejidad aritmética de un punto.
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Ejemplo 3. Cuando todas las coordenadas de  son niimeros racionales, su altura se
puede calcular facilmente. De hecho, es una igualdad obvia (aunque fundamental)
conocida como formula del producto que

Z log ‘y|v =0

veEMg

para todo y € Q*. Por lo tanto, al calcular la altura de € (Q*)™, si tomamos y como
el minimo comin multiplo de los denominadores de las coordenadas, obtenemos

h(z) = Z log max([ylv, [y - T1lvs - [Y - Tnlo)
veEMg

= log méx(|y|oo, |y ' $1|Oo, cey |y : xn|oo)~

Por ejemplo, para n = 1, la altura del niimero racional distinto de cero a/b, siendo el
numerador y el denominador coprimos, es simplemente h(a/b) = log max(|a|eo, [0l )-
Ejemplo 4. Més cerca del espiritu de [4], cuando n = 1 podemos relacionar la altura
de un entero algebraico distinto de cero con una medida de la complejidad de su
polinomio minimo sobre Z. Recordemos que para cada polinomio distinto de cero f
en una variable, su medida de Mahler (logaritmica) se define como la cantidad

m(f):= / log |f(e2”9)| dé.
0€(0,1)

Cuando f es un polinomio separable de grado d, y escribiendo {ay,...,aq} para el
conjunto de sus distintos ceros en el plano complejo, la formula de Jensen da

d

m(f) =log|f(0)| = D loglax| = Y loglax| = logmax(L, |ax|).

LS log|>1 k=1

Sea ahora = € Z \ {0} un entero algebraico distinto de cero con polinomio minimo
f sobre Z. Al calcular la altura de x siguiendo la Definicién 1, la suma sobre Mg se
reduce al término v = oo debido a la desigualdad triangular no arquimediana, y la
relacién anterior permite concluir que

_ m(f)
deg(f)

Esto demuestra que, salvo tomar logaritmos y dividir por el grado, nuestra nocién
de complejidad aritmética concuerda con la estudiada en [4, pdg. 558] para enteros
algebraicos.

h(z)

La altura de los puntos algebraicos del toro de dimensién n satisface varias pro-
piedades andlogas a las presentadas en [4, § 2]. Las mds elementales son las siguientes.

LEMA 1. Para todo punto @ = (x1,...,2,) € (@*)n se tiene:
(1) h(z) > 0;
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(2) h(z") =r-h(x) para todo r € Q>o;

(3) la altura de & se compara con la altura 1-dimensional de sus coordenadas por

méx (h(z1),...,h(z,)) <h(x) <h(zy) + - - + h(z,).

Ademds, si z,y € Q  entonces h(x -y) < h(z) +h(y) y también h(z~1) = h(z).

DEMOSTRACION. El primer punto es obvio a partir de la definicién. El segundo
también se sigue ficilmente de la definicién cuando 7 es un nimero entero; mas
generalmente, si » = a/b es un ntimero racional positivo, es suficiente observar que

b-h(z")=h ((:CT)b) =h(z*) =a- h(x).

Con respecto a la tercera propiedad, la definicién da h(x;) < h(x) para todo i =
1,...,n, lo que implica la primera desigualdad; la segunda se sigue de

méx(L, |o(@1)]o, - -, lo(@)ln) < méx(L, |o(er)],) -~ mx(L, o (@n)],)

aplicada a cada término de la doble suma en la Definicién 1.
Finalmente, las propiedades de la altura 1-dimensional son una consecuencia de
la definicién y de la férmula del producto, ver también [5, Lema 1.5.18]. O

En secciones posteriores también necesitaremos controlar el cambio de la altura
bajo la aplicaciéon de morfismos entre toros que respetan la estructura de grupo. Para

. —%\ d —%
ello, recordemos que podemos asociar un morfismo ¢4: (Q)° — (Q')" de grupos
algebraicos a cualquier matriz A de tamano n x d con coeficientes enteros definiendo

pa((x1,...,2q)) = (w‘f“ g pfm ---xf"“‘). (2.1)

El morfismo @ 4 se llama la transformacidn monomial asociada a la matriz A; por [5,
Proposicién 3.2.17] cualquier homomorfismo entre toros es, de hecho, de esta forma.

PROPOSICION 1. Sea A una matriz de tamanio n X d con coeficientes enteros. En la
notacion (2.1), tenemos

h(pa(z)) < nd|| Al h(z)

pare todo x € (@*)d, donde || Al indica el valor absoluto mdzimo de las entradas
de A.

DEMOSTRACION. Consideremos & = (z1,...,%4) € (@*)d. Aplicando la definicién
de w4 y varias propiedades elementales de la altura del Lema 1 tenemos

n n d n d
Szh(xi‘hlle‘\zd)gzzh(mfm>zzz ”‘hl‘]
i—1 i=1 j=1 i1 j=1

Concluimos gracias a la no negatividad de la altura y la primera desigualdad del
punto (3) del Lema 1. O
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Investiguemos mas a fondo otras propiedades de la altura. Podemos observar
que, teniendo en cuenta que Z es discreto y el calculo del Ejemplo 3, solo hay un
ndmero finito de puntos en (Q*)™ con altura limitada por una constante fija. Una
caracteristica notable de la funcién altura, que es el origen de muchos resultados de
finitud en geometria aritmética, es la extensién de tal observacién.

PROPOSICION 2 (propiedad de Northcott). Eriste solo un nimero finito de puntos de
(@*)n con grado acotado y altura acotada. Dicho de otro modo, para todo B, By €
R>q, el conjunto

{ze(@)"| |Q@): Q| < By y h(z) < By}
es finito.

DEMOSTRACION. Tomemos un punto & = (1, . .., T,) perteneciente al conjunto del
enunciado. Como consecuencia del punto (3) del Lema 1, cada una de las coordenadas
de x debe satisfacer las desigualdades

|Q(zi) : Q< B1 y h(z;) < Bs.

Finalmente, la propiedad de Northcott en dimensién 1, para cuya demostracién
nos referimos a [5, Teorema 1.6.8] o (en el caso de enteros algebraicos) a [4, Teo-
rema 2.1(2)], asegura que solo hay un ntmero finito de opciones para x; para to-
doi=1,...,ny, por lo tanto, para x. O

La primera consecuencia de la propiedad de Northcott es el siguiente andlogo de
[4, Teorema 2.3] en dimensién arbitraria.

PROPOSICION 3 (teorema de Kronecker). Se tiene que h(x) =0 si y solo si  es un
punto de torsion en (@*)n

DEMOSTRACION. Si @ es un punto de torsién, entonces existe un entero estricta-
mente positivo d tal que ¢ = 1, donde 1 := (1,...,1). El punto (2) del Lema 1
implica
h(x) = %h(l) =0.

Para la otra implicacién, consideremos el conjunto S := {1,z,x2,...}. Dado que
h(z) = 0, la misma afirmacién en el lema citado asegura que todos los elementos
de S tienen altura cero. Ademds, todos los puntos en S estan claramente definidos
sobre el cuerpo de definicién de «, por lo que la propiedad de Northcott implica
que el conjunto S es finito. Por tanto, existen enteros positivos distintos d;, ds tales
que % = %, y entonces x es un punto de torsién de (@*)n O

Podemos expresar el contenido del teorema de Kronecker por el

Eslogan. La altura detecta torsion.

Esta es la caracteristica clave que justifica por qué las alturas proporcionan un
marco adecuado para investigar problemas sobre puntos de torsién en curvas, como
el propuesto en la Pregunta 4.
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3. EQUIDISTRIBUCION

Del punto (1) del Lema 1 y del teorema de Kronecker se sigue inmediatamente
que un punto algebraico del toro de dimension n tiene altura minima si y solo si es
un punto de torsion.

El siguiente paso natural al investigar la distribucion de los valores de la funcién
altura es preguntarse si la altura de un punto x € (@*)n puede ser arbitrariamente
pequena sin anularse, y comprender cémo se pueden describir los puntos con una
altura muy pequena.

La primera observacién es que, debido a la propiedad de Northcott, no podemos
encontrar puntos con una altura distinta de cero arbitrariamente pequena a menos
que permitamos que el grado de los puntos sea arbitrariamente grande. Usando esta
sugerencia, el siguiente ejemplo da una respuesta afirmativa simple a la existencia
de una secuencia de puntos que no son de torsiéon con una altura que converge a 0.
Ejemplo 5. Sea € > 0, y elegimos ¢ € N lo suficientemente grande como para
que log(2)/¢ < e. Entonces, el punto (2) del Lema 1 y el Ejemplo 3 se combinan
para dar

1
Y

En particular, la secuencia ((\’ﬁ, 1,..., 1)) , consta de puntos algebraicos de (@*)"
que no son de torsiéon y cuya altura converge a cero.

h((V2,1,...,1)) log(2) < e.

Observacion 1. La situacién es completamente diferente para otras medidas de la
complejidad aritmética de un punto algebraico, incluso para n = 1. Por ejemplo,
tomemos el caso de la medida de Mahler del polinomio minimo de z € Q sobre Z.
Es una pregunta abierta debida a Lehmer si tal medida, es decir, la cantidad

|Q(x) : Q| - h(x),

puede ser arbitrariamente pequena sin anularse, y, de hecho, hoy en dia se conjetura
que 0 no es un punto de acumulaciéon para los valores de dicho producto. Algunos
famosos resultados parciales se deben a Dobrowolski y a Smyth, mientras que Dimi-
trov ha demostrado recientemente una forma débil de la conjetura, enunciada por
Schinzel y Zassenhaus. Nos referimos a [4] y a las referencias allf citadas para més
detalles sobre estas conjeturas y para una explicaciéon de la prueba de Dimitrov.

Volviendo al problema de encontrar secuencias de puntos cuyas alturas converjan
a 0, notemos que el soporte de la secuencia definida en el Ejemplo 5 se encuentra en
el subgrupo de (@*)n dado por las ecuaciones x5 = --- = x,, = 1. De manera més
general, es significativo preguntar lo siguiente:

PREGUNTA 5. ;En qué subvariedades de (@*)n se pueden encontrar puntos con
altura distinta de cero arbitrariamente pequena?

Daremos una respuesta en el Corolario 2. Antes de eso, necesitamos entender
cémo se comportan las secuencias de puntos con altura que converge a 0. El siguiente
ejemplo en dimensién 1 es esclarecedor.
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Ejemplo 6. Sean z un entero algebraico distinto de cero y f su polinomio minimo
sobre Z. Recordando la relacién entre la altura de = y la medida de Mahler de f
explicada en el Ejemplo 4, y usando un argumento de convexidad y el teorema de
Parseval (ver, por ejemplo, [5, Lema 1.6.7]), se obtiene

log(deg(f) + 1) +2log | f|eo
hle) < 2deg(f) '

En la desigualdad anterior, |f|. denota el valor absoluto euclidiano maximo de los
coeficientes de f.

Usando esta observaciéon, podemos construir eficientemente secuencias de puntos
en Z \ {0} con una altura que converge a cero. La receta es la siguiente: fijamos
un numero entero positivo B, y tomamos una secuencia aleatoria de polinomios
moénicos irreducibles con coeficientes enteros (fg)e>2, con deg(fe) = £y |feloo < B
para todo ¢. Para todo ¢ elegimos también una raiz x; de f;,. De la desigualdad
anterior se deduce que (x¢)¢>2 es una secuencia de enteros algebraicos distintos de
cero con una altura que converge a 0 a medida que ¢ crece.

Podemos usar el cédigo SageMath escrito en [16] para construir tal secuencia
(z¢)¢ y representar en el plano complejo las érbitas de Galois de estos puntos, es
decir el conjunto de ceros de los polinomios f; correspondientes.

La Figura 2, que muestra el resultado del c6digo para B = 3 y algin valor de ¢,
parece sugerir un patrén fuerte.

De hecho, la tendencia de secuencias de puntos con altura que converge a cero de
tener orbitas de Galois que se acercan al circulo unitario es cierta incluso en dimen-
siones mas altas. Para enunciar este comportamiento de forma precisa, recordemos
que para p € (C*)" la notacién d, denota la medida de probabilidad de Dirac en el
toro complejo de dimensién n, soportada en {p}.

Ademas, un subgrupo algebraico del toro de dimension n es, por definicién, un

=\ "N ’ . .
subgrupo de (Q ) que es cerrado con respecto a la topologia de Zariski.

TEOREMA 1 (teorema de equidistribucion torica). Sea (xy)e una secuencia de puntos
N\ ., .
en ((@ ) tal que h(xzy) — 0 cuando ¢ — co. Supongamos también que la secuencia

es estricta, lo que significa que cualquier subgrupo algebraico (irreducible) de (@*)n
diferente del toro completo contiene xy para solo un numero finito de valores de £.
Entonces, la secuencia de medidas de probabilidad

1
. Z Oc ()
[Q(m[) ’ Q] o: Q(x,)—C
converge débilmente a la medida de probabilidad en (C*)™ soportada en el policirculo
unitario |x1| = -+ = |z,| = 1, donde coincide con su medida de Haar normalizada.

En esta forma, el teorema fue probado por Bilu en [3, Teorema 1.1], reduciendo
el enunciado al caso de dimensién 1. Un resultado similar en variedades abelianas fue
obtenido por Szpiro, Ullmo y Zhang [33]. En los afos siguientes, muchos matemaéticos
han colaborado en la extensién de estos teoremas de equidistribucién en el marco de
la geometria de Arakelov, culminando con el trabajo de Yuan [36].
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Figura 2: Representando érbitas de Galois de enteros algebraicos de altura pequefia.

4. DO0OS TEOREMAS TORICOS

En esta seccion estudiamos los dos resultados principales de estas notas. Al hacer-
lo, la siguiente definicion es fundamental: debe interpretarse como una formulaciéon
precisa de la nocién de «subvariedades especiales» de un toro algebraico, y generaliza

la identificacion entre «puntos especiales» de (Q*)n y «puntos de torsién» sugerida
en la Seccién 1.

DEFINICION 2. Una subvariedad de torsion de (@*)n es una subvariedad de la forma
T=w-H,

donde w es un punto de torsiéon y H es un subgrupo algebraico irreducible del toro

ambiente.

. ;. . <z o\ . . .z
Por ejemplo, las tinicas subvariedades de torsién de (Q ) que tienen dimensién 0
son los puntos de torsién, mientras que la tinica subvariedad de torsién de dimensién
n es el toro mismo.
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En términos més generales, para describir todas las subvariedades de torsién
de (@*)n es necesario comprender la forma de los subgrupos algebraicos irreducibles
del toro. Existe una hermosa clasificacion combinatoria de estos en términos de
subgrupos primitivos de Z™; ver, por ejemplo, [5, §3.2]. Usando esta descripcién, se
puede probar la siguiente lista de afirmaciones.

LEMA 2. Se tiene que:

1. Clualquier subvariedad de torsion de dimension d de (@*)n es la interseccion
de n — d subvariedades de torsion de dimension n — 1. En particular, cual-
quier subvariedad de torsion diferente del toro completo estd contenida en una
subvariedad de torsion de dimension n — 1.

. .’ K\ 1 . . ., .
2. Las subvariedades de torsion de (Q ) que tienen dimension n — 1 son preci-
samente los conjuntos de ceros de los binomios de Laurent

ma My
Tl =,

donde (mq,...,my,) es un vector primitivo en Z"™ y ¢ € @* es una raiz de la
unidad.

3. Para cualquier subvariedad de torsion T de (@*)n de dimension d existe un

isomorfismo @: (@*)d — T, que identifica subvariedades de torsion, y dos
numeros reales positivos By, By tales que

Bih(z) < h(p(x)) < Bs h(z) (4.1)

para todo x € (@*)d.

DEMOSTRACION. Las dos primeras propiedades derivan de las correspondientes para,
subgrupos algebraicos irreducibles, que se pueden demostrar mediante [5, Proposi-
cién 3.2.7 y Teorema 3.2.19].

Para probar la tercera, escribimos T' = w - H como en la Definicién 2, con
H un subgrupo algebraico irreducible del toro ambiente, de dimensién d. Por [5,
Corolario 3.2.8 y Proposicién 3.2.17] existe un isomorfismo de grupos algebraicos

(@*)d = H, que, después de la inclusién, debe provenir de una transformacién
monomial ¢4 asociada a una matriz A de tamafio nxd como en (2.1). La composicién
de tal isomorfismo con la traslacién (multiplicativa) por w define un isomorfismo
P: (@*)d — T que respeta las subvariedades de torsion.

En cuanto a la cadena de desigualdades (4.1), la segunda es consecuencia de la
Proposicién 1 y del hecho que la multiplicacién por un punto de torsién preserva la
altura. Para la otra, podemos aplicar el mismo argumento a la composiciéon de la
traslacién por w™! y la transformacién monomial ¢ 4—1 asociada a cualquier inversa
por la izquierda A~! de la matriz A. De hecho, esto define un morfismo (@*)n —

(@*)d que es un inverso por la izquierda del morfismo . O

Observacion 2. El conjunto de puntos de torsion que se encuentran en una subva-
riedad de torsion T es Zariski denso en T'. Usando el isomorfismo del punto (3) del
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Lema 2 podemos reducir esta afirmacién a la de que los puntos de torsiéon son densos

—*\ d . .
en (Q ) . Este enunciado es consecuencia del hecho, que se puede demostrar por re-
currencia sobre el niimero de variables, de que cualquier polinomio de Laurent en d

. .z =\ d . .
variables que se anula en todos los puntos de torsién de (Q*) debe ser el polinomio
cero, ya que las raices de la unidad son infinitas en @*

Volvamos ahora al objetivo principal de este articulo, y tomemos una subvariedad
—%

X del toro (Q )n; contrariamente a la terminologia estdndar, no asumimos que X
sea irreducible.

DEFINICION 3. Una subvariedad de torsién de X es una subvariedad de torsién
del toro ambiente que estd contenida en X. Se llama mazimal si no estd contenida
estrictamente en ninguna otra subvariedad de torsiéon de X.

Con estas nociones en mente, podemos enunciar el siguiente resultado diofantico,
que rige la organizacion de los puntos de torsiéon en X.

TEOREMA 2 (Manin-Mumford térico). Toda subvariedad X de (@*)n contiene un
numero finito de subvariedades de torsion mazimales.

La antigua conjetura de Manin-Mumford térica (junto con su contrapartida abe-
liana, que mencionamos en la Seccién 6) fue formulada por Lang en [22, pags. 220
221], inspirado por los trabajos de Chabauty y por una pregunta planteada con-
temporaneamente por Manin y por Mumford para las variedades abelianas. Cuan-
do n = 2, Thara, Serre y Tate encontraron pruebas independientes de la conjetura,
como se reconoce en [21] y en [22, Teorema VIIL.6.1]. El caso general es un teorema
de Laurent [23], véase también una demostracién diferente posterior de Sarnak y
Adams [32].

En estas notas, deduciremos el Teorema 2 de un resultado méas fuerte, probado
por primera vez por Zhang en [40, Teorema 6.2] y redemostrado de manera elemental
en [7]. El argumento que usamos aqui sigue una prueba posterior y més simple debida
a Bilu [3, Teorema 5.1] y se basa en su propio teorema de equidistribucién.

TEOREMA 3 (Bogomolov térico). Sea X una subvariedad irreducible de (@*)n Si X

no es una subvariedad de torsion de (@*)n, entonces existe un subconjunto abierto
no vacio U de X y una constante estrictamente positiva c € R tal que

h(z) > ¢
para todo x € U.

DEMOSTRACION. Sea Ty,T5, ... la lista completa de las subvariedades de torsién de
(@")" de dimensién n— 1 (el conjunto de estas es claramente numerable). Podemos
suponer que X no esta contenida en ninguna unién finita de estas. De lo contrario, X
estaria contenida en una de ellas, por ser X irreducible, y entonces, via un isomorfis-
mo como el del punto (3) del Lema 2, que conserva el conjunto de subvariedades de
torsion y transforma las alturas de manera controlada, podemos reducir la prueba

. . . .z —*\n—1
al caso de un espacio ambiente de dimensién menor (Q ) .
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Supongamos, por reduccion al absurdo, que para toda constante real ¢ > 0 y para
todo subconjunto abierto no vacio U de X, existe un punto € U tal que h(z) < c.
Por lo tanto, para todo ¢ € N>1, la consideracién anterior permite elegir

¢
xr € X\ UTi’ con h(zy) <

i=1

| =

Por construccion, la secuencia (x¢), es estricta en (@*)n: por el punto (1) del Le-
ma 2, cualquier subgrupo algebraico irreducible de (@*)" diferente del toro completo
estd contenido en Ule T; para ciertos ¢, y la secuencia definitivamente evita estos
conjuntos. Por lo tanto, el teorema de la equidistribucién térica (Teorema 1) asegura
que la secuencia de medidas

1
He = [Q(wf) Q] Z 60(3:@)

o: Q(zp)—C

converge débilmente a la medida de Haar normalizada en (S)", cuando £ — oo.
Para todo 7 € Gal(Q/Q) denotamos por X, el correspondiente conjugado de Galois
de X.

Dado que el soporte de cada una de las medidas p, esta contenido en J, X, (C),
asi debe suceder para el soporte de su limite. Dicho de otro modo, |J. X-(C) debe
contener (S')", que es denso en (C*)™, lo que implica que |J_ X, = (@*)n Dado que
solo hay un nimero finito de conjugados de Galois de X y el toro es irreducible, debe
occurrir que X = (@*)n, lo que implica que X es una subvariedad de torsién. [

Una forma equivalente de enunciar el teorema anterior es decir que si X no es
una subvariedad de torsién de (@*)n, entonces existe un constante positiva ¢ para
la cual el conjunto {z € X | h(x) < ¢} no es denso en X. Por lo tanto, el contenido
de la antigua conjetura de Bogomolov térica se expresa de manera concisa mediante
el siguiente

Eslogan. Si demasiados puntos en X tienen una altura arbitrariamente
pequena, entonces X es una subvariedad de torsion.

Ahora podemos deducir facilmente la demostracién del Teorema 2 a partir del
enunciado del Teorema 3, como sigue.

PRUEBA DEL TEOREMA DE MANIN-MUMFORD TORICO. Cada una de las subvarie-
dades de torsion maximales de X debe estar contenida, por irreducibilidad, en una
de las componentes irreducibles de X. Por lo tanto, después de escribir X como la
unién de sus componentes irreducibles (en ntimero finito), podemos reducirnos al
caso en que la variedad X sea ella misma irreducible.

Bajo esta hipdtesis, procedemos ahora por induccién sobre la dimensién. El teo-
rema es obvio si X tiene dimensién cero, por lo que suponemos que tiene dimensién
al menos 1. En tal caso, se cumple una de las siguientes alternativas: X es ella misma
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una subvariedad de torsion de (@*)n, o no lo es. En el primer caso, el teorema es de
nuevo obvio, ya que X serd la tinica subvariedad de torsién maximal de si misma.
De lo contrario, se puede aplicar el teorema de Bogomolov térico y el teorema de
Kronecker para deducir la existencia de un subconjunto cerrado propio Z de X que
contiene todos los puntos de torsién de X. Dado que los puntos de torsiéon en una
subvariedad de torsién son densos por la Observacién 2, debe suceder que cualquier
subvariedad de torsién de X también esté contenida en Z. De la aplicacién de la
hipétesis de induccién a cada una de las componentes irreducibles de Z deducimos
la finitud de las subvariedades de torsion maximales de X. O

Observacion 3. En el Teorema 3 podemos tomar U como el complemento en X de
la unién de sus subvariedades de torsién maximales. Dicho de otro modo, si X es
una subvariedad irreducible de (@*)n, entonces existe una constante estrictamente
positiva ¢ € R tal que

h(x) > ¢ paratodo x € X\ U T. (4.2)
T subvariedad de torsién
maximal de X

Cuando X es una subvariedad de torsién del toro, esta afirmacion es vacia. De

lo contrario, el enunciado se puede probar por induccién sobre la dimensién de X,

siendo trivial el caso de dimension cero. De hecho, el teorema de Bogomolov térico da

la existencia de un subconjunto abierto no vacio U y de un ntimero real estrictamente

positivo ¢y con h(x) > ¢y para todo x € U. Sea X\U = Z;U...UZ,, siendo cada Z;

una subvariedad cerrada irreducible de X de dimensién como méximo dim(X) — 1.

Aplicando la hipétesis inductiva, deducimos para todo i = 1,...,r la existencia de

una constante estrictamente positiva ¢; tal que h(x) > ¢; para todo © € Z; que

no pertenezca a ninguna subvariedad de torsién maximal de Z;. Entonces, (4.2) se
cumple con ¢ = min(cy, ¢1,...,¢p).

5. RESPONDIENDO A NUESTRAS PREGUNTAS, Y UN POCO MAS

El Teorema 2 obtenido en la seccién anterior es lo suficientemente fuerte como
para responder a la Pregunta 4 sobre el nimero de puntos de torsién en una curva
algebraica en (C*)2.

COROLARIO 1. La curva algebraica en (C*)? definida por un polinomio de Laurent
trreducible f € Q[xlﬂ,xéﬂ] contiene infinitos puntos de torsion si y solo si, salvo

multiplicacion por un monomio,
— mi . Mm2
f=a"xy? -
. e L . —x
para un vector primitivo (my, ms) € Z* y una raiz de la unidad ¢ € Q .

DEMOSTRACION. Por la antigua conjetura de Manin-Mumford térica, la subvariedad
irreducible definida por f contiene un ntimero finito de subvariedades de torsiéon ma-
ximales. Por tanto, tal curva es una subvariedad de torsién ella misma, en cuyo caso
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debe ser el conjunto de ceros de un binomio de Laurent como el del enunciado por
el punto (2) del Lema 2 y contener infinitos puntos de torsién por la Observacién 2,
o solo puede contener un nimero finito de puntos de torsién. O

De hecho, la antigua conjetura de Bogomolov térica afirma ain maés: si f no es
un binomio de Laurent de la forma que aparece en el Corolario 1, todos los puntos
que no son de torsién que se encuentran en la curva definida por f deben tener altura
mayor que una constante estrictamente positiva c.

Ejemplo 7. En el Ejemplo 2 hemos determinado todos los puntos de torsion de la
curva definida por la ecuacién z1 + x5 + 1 = 0. En [37], Zagier demostrd que todos
los puntos en esta curva que no son de torsién tienen altura al menos 0,1911225.. .,
proporcionando asi un valor explicito para la constante ¢ en este caso.

Finalmente, el Teorema 3 también nos permite responder a la Pregunta 5.

COROLARIO 2. Una subvariedad algebraica X de (@*)n contiene puntos con altura
distinta de cero arbitrariamente pequena si y solo si contiene una subvariedad de
torsion de dimension 1.

DEMOSTRACION. Si X contiene una subvariedad de torsién de dimension 1 (diga-
mos T'), entonces existe un morfismo ¢: Q° — T C X como el del punto (3) del
Lema 2. Como se muestra en el Ejemplo 5, el toro @* contiene puntos de altura
distinta de cero arbitrariamente pequena, y sus imagenes por ¢ son puntos en X con
altura distinta de cero arbitrariamente pequenia debido a (4.1).

Para la otra implicacion, supongamos que X no contiene ninguna subvariedad de
torsion de dimension 1. Como consecuencia, las subvariedades de torsiéon maximales
de X son todas de dimensién 0. Esto significa, a la luz de la Observacién 3 y del
Teorema 2, que existe una constante estrictamente positiva ¢ € R tal que h(z) > ¢
para todos salvo un ntmero finito de puntos  de X, obstruyendo asi la existencia
de puntos de altura distinta de cero arbitrariamente pequena. O

6. ;Y LUEGO?

Las preguntas y respuestas expuestas en este articulo han motivado varias di-
recciones de investigacién en los tltimos afios. Recopilamos brevemente algunas de
ellas en esta seccién, junto con algunas preguntas y aplicaciones tangenciales. El
lector interesado puede consultar las referencias [38] y [39] para obtener muchos més
detalles y un tratamiento mucho més amplio de algunos de estos temas, por lo que
estas paginas pueden verse como un aperitivo.

COTAS EFECTIVAS

Es natural pedir una version efectiva de los Teoremas 2 y 3, en dos sentidos
diferentes.
Con respecto a la antigua conjetura de Manin-Mumford toérica, una de sus con-
. . oK\ . , .
secuencias es que una subvariedad X de (Q ) solo contiene un nimero finito de
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puntos de torsion aislados, es decir, puntos de torsién que también son subvarieda-
des de torsién maximales de X. El problema de encontrar cotas superiores explicitas
para el nimero de tales puntos de torsion aislados de X fue considerado por Sch-
midt, Evertse, Ruppert, Beukers y Smyth, y por Amoroso y Viada, entre otros. En
su tesis doctoral, Martinez [25] demostr6, en particular, que si X estd definida por
polinomios de grado como mucho d, entonces X contiene como mucho

Cp-d"

puntos de torsién aislados para una cierta constante explicita C,,, lo que confirma
conjeturas previas de Ruppert y de Aliev y Smyth.

Hacer efectiva la antigua conjetura de Bogomolov térica consiste en dar cotas
inferiores a la constante ¢ que aparece en (4.2). Esto ya fue considerado por Bombieri
y Zannier, y luego refinado por Schmidt, David y Philippon, Amoroso y David, con
la idea de desarrollar la cota de Dobrowolski en dimensiones superiores. En [2],
Amoroso y Viada probaron que si X estd definida por polinomios de grado como
mucho d, entonces la constante ¢ de (4.2) estd acotada inferiormente por

% - (log(n?d)) CQ’",
para constantes positivas explicitas Cy , y Ca .

Todas estas estimaciones uniformes han encontrado aplicaciones, ya que se apli-
can a problemas de contar ceros de recursiones lineales [13], y a ecuaciones cuanti-
tativas S-unitarias; ver, por ejemplo, [11, Ejercicio 2.14] para la conexién entre el
enunciado de Manin-Mumford térico y un resultado de Evertse, van der Poorten y
Schlickewei.

EL CASO ABELIANO

Aunque en estas notas nos hemos centrado en el caso térico, que es méas elemental,
se pueden hacer preguntas similares sobre las relaciones entre las subvariedades de
las variedades abelianas y sus puntos de torsién.

Estas variedades algebraicas también admiten una estructura de grupo y por esta
razoén juegan un papel destacado en la geometria aritmética. En particular, como
para los toros, se pueden considerar puntos de torsién y subvariedades de torsién
de variedades abelianas, e incluso existe una nocién de altura, la llamada altura de
Néron-Tate, que detecta los puntos de torsién, exactamente como en el caso térico
lo hace la altura de la Definicién 1.

De ello se deduce que preguntas andlogas a las conjeturas de Manin-Mumford y
Bogomolov también pueden formularse en este marco, y de hecho tienen su génesis
histérica en este escenario; por ejemplo, la pregunta original de Bogomolov se refiere
a la cantidad de puntos en una curva de género al menos 2, inmersa en su jacobiana,
que tienen altura de Néron-Tate pequeia.

La conjetura de Manin-Mumford abeliana fue probada por primera vez por Ray-
naud [31]; otras pruebas fueron proporcionadas por Hindry [17] y, usando argumentos
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de légica, por Hrushowski [18]. Mencionemos también las pruebas de Pink y Rossler,
y de Pila y Zannier. En cambio, la conjetura de Bogomolov abeliana fue resuelta por
Ullmo [34] y por Zhang [41], basdndose en el teorema de equidistribucién debido a
Szpiro, Ullmo y Zhang [33].

Las lineas de investigacion en el mundo abeliano no han dejado de latir tras la
consecucion de estos resultados. Por ejemplo, una versién del enunciado de Bogomo-
lov abeliano sobre cuerpos de funciones ha sido demostrada recientemente por Yuan
y Xie [35], basdndose en resultados parciales previos de Yamaki, Gubler, Cinkir,
Cantat, Gao, Habegger y Xie.

Por el lado efectivo, una versién uniforme del teorema de Bogomolov abeliano,
probada por Dimitrov, Gao y Habegger [12] y por Kiihne [20], da un control sobre
el nimero de puntos con altura de Néron-Tate pequena en una curva de género
al menos 2, con una cota que solo depende del género de la curva. Este resultado
innovador se aplica a preguntas tipicas en geometria aritmética, como la Pregun-
ta 1. Por ejemplo, combinada con resultados previos de De Diego y de Rémond, esta
desigualdad uniforme de Bogomolov permite responder afirmativamente a una pre-
gunta planteada por Mazur en 1986; més precisamente, para una curva C de género
al menos 2 definida sobre un cuerpo de nimeros K, se puede obtener la siguiente
cota para el nimero de K-puntos racionales de C":

#C(K) < cl+rk Jac(C)(K)7

donde ¢ es una constante que depende tnicamente del género de C, Jac(C) es la va-
riedad jacobiana de la curva, y el grupo Jac(C)(K) tiene rango finito por el teorema
de Mordell-Weil. También mencionamos que, recientemente, Yuan dio una prueba
completamente diferente de este «Bogomolov uniforme» utilizando la teoria de fi-
brados de linea adélicos en variedades cuasi-proyectivas que desarrollé junto con
Zhang.

UN ANALOGO DINAMICO

Tanto la altura canénica sobre los toros como la altura de Néron-Tate sobre
las variedades abelianas son casos especiales de alturas que surgen de sistemas di-
namicos, tal como las definen Call y Silverman. En los dos contextos menciona-
dos, las subvariedades de torsién son precisamente las subvariedades preperidédicas
del sistema dindmico, lo que sugiere la posibilidad de generalizar las conjeturas de
Manin-Mumford y Bogomolov al mundo de la dindmica aritmética, como se propone
en [42].

Sin embargo, en [15] y posteriormente en [29], se construyeron contraejemplos a
estas conjeturas usando productos de curvas elipticas con multiplicacién compleja y
productos de variedades abelianas con multiplicacién compleja que son jacobianas
de ciertas curvas de género 2.

UNA PROPIEDAD DE BOGOMOLOV PARA CUERPOS

Un problema de teoria de niimeros mds algebraico relacionado con el Teorema 3
es el estudio de los cuerpos con la propiedad (B). Estos son subcuerpos K de Q para
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los cuales existe una constante ¢ € R estrictamente positiva tal que h(z) > ¢ para
todo z € K \ {0} que no es raiz de la unidad.

Algunos ejemplos no triviales de cuerpos con propiedad (B) son el cuerpo de los
nimeros algebraicos totalmente reales (por un teorema de Schinzel), la extensién
abeliana mdximal de Q (por un teorema de Amoroso y Dvornicich) y los cuerpos
obtenidos al anadir a Q las coordenadas de todos los puntos de torsién de una curva
eliptica (como lo muestra Habegger), ver [1] y sus referencias.

Trabajos recientes indican una interesante relacién entre la propiedad (B) de los
subcuerpos de Q y ciertas caracteristicas de crecimiento de sus grupos de Galois;
véase por ejemplo [8] para una conexién entre la teorfa geométrica de grupos y la
conjetura de Lehmer.

CONCLUSION

Debido a limitaciones de espacio mencionamos brevemente las siguientes pregun-
tas y temas relacionados con el contenido de este articulo:

= Como se explica en [22, Capitulo 8, § 7] se puede estudiar el conjunto de puntos
en una subvariedad del toro con coordenadas que viven en el grupo de divisiéon
de un subgrupo I finitamente generado dado (en nuestras notas, I' = {1}).

= En lugar de considerar el conjunto de puntos de torsién de una curva en el toro,
se puede considerar su interseccién con la familia de subgrupos algebraicos
propios del toro, como se hace en [6]. Esto permite investigar el conjunto de
puntos en la curva que tienen coordenadas multiplicativamente dependientes.

= Extender el eslogan segin el cual «la clausura de un conjunto de puntos espe-
ciales es una subvariedad especial» al contexto de las variedades de Shimura
fue el contenido de la célebre conjetura de André-Oort, recientemente demos-
trada en completa generalidad por Pila, Shankar y Tsimerman [30], después
de varias contribuciones de André, Yafaev, Edixhoven, Clozel, Klingler, Ullmo
y Tsimerman, solo por citar a algunos.

Ademas, incluso ateniéndonos al caso torico, entre las aplicaciones mas recien-
tes del teorema de Manin-Mumford se puede citar la descripciéon de todos los con-
juntos de vectores tridimensionales que por pares forman dngulos conmensurables
con 7 [19], y la prueba de una condicién suficiente para la resolubilidad virtual de
grupos lineales sobre un cuerpo de caracteristica cero [10].

Todo esto muestra cémo, a pesar de la pregunta muy simple con la que comenza-
mos, el tema en el que nos hemos sumergido no solo estd conectado con conjeturas
profundas y nociones poderosas en geometria aritmética, sino que también sigue
inspirando a los tedéricos de nimeros que trabajan en diferentes areas. Solo el futuro
dird si el lector de estas notas dara algtin dia su propia contribucion a esta fantastica
e inextinguible mina.
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