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1. Su vibA

Klaus Friedrich Roth nace el 29 de octubre de 1925
en Breslavia, Baja Silesia, Prusia (hoy la ciudad de
Wroclaw, Polonia), hijo del abogado Franz y de su mu-
jer Matilde, ambos de origen judio-aleméan. A la edad
de 8 anos se muda con sus padres a Londres a vivir con
sus abuelos maternos. El motivo es simple, estamos en
1933 y la presiéon del nacionalsocialismo aleman sobre
los judios se hace insostenible, cuestién que es atin més
critica en su familia, ya que su padre fue expuesto a
gas venenoso en la primera guerra mundial. La salud
del padre es desde entonces muy delicada y muere po-
co después de llegar a Londres, con lo que Roth se cria
solamente con su madre y sus abuelos maternos. Sus abuelos paternos son demasiado
mayores para tomar el vuelo a Inglaterra y permanecen en Alemania.

Entre 1937 y 1943 estudié en la escuela St. Paul, trasladada al oeste a las afueras
de Londres a causa de la evacuacién por la guerra. A pesar de ser un nifio con deseos
incumplidos de ser piloto, cambiando de pais, y perdiendo a su padre y abuelos al
comienzo de su vida, nada le impidié volar. Es sobresaliente jugando al ajedrez, y
aln mas exquisito como alumno en matematicas. De hecho, ya a esta edad construye
una sélida reputacién de solucionador de problemas.

Pero todo tiene dos caras. Quizas la dificil situacién en casa y su inmensa capa-
cidad le convierten en un nino con mucha responsabilidad a corta edad, lo que le
produce tal estado de nervios que es incapaz de reflejar en los examenes su potencial,
ni siquiera en la materia donde més brilla. Entre 1943 y 1945 estudia matematicas en




190 LAs MEDALLAS FIELDS

la Universidad de Cambridge, concretamente en Peterhouse, el college mas antiguo
de la universidad, que serd mas adelante cuna del pensamiento politico de Margaret
Thatcher. Tras dos anos de estudio, y con muchas dificultades, consigue graduarse
con un nivel de tercera clase. Parece tan bajo su nivel que su tutor le sugiere que
busque un trabajo como estadistico en alguna empresa. Y es que hay veces que uno
no deberia fiarse de las notas, porque todo puede ocurrir.

Estamos en plena guerra mundial y Roth tiene 18 anos de edad. Es alemén de
nacimiento lo que, en este contexto, fue una enorme suerte para él, y también para
nosotros. En vez de ser alistado en el ejército y posiblemente combatir en el frente, lo
que tiene que hacer es un servicio social sustitutorio. Ayudado por su amigo Walter
Hayman consigue hacer el servicio como maestro en Escocia, en la reconocida escuela
Gordonstoun, fundada en 1934 por Kurt Hanh, de origen aleméan, y tio segundo de
Walter. Dicha escuela tenia el objetivo de desarrollar en los alumnos, no solo su
excelencia académica, sino también su caracter. Se esperaba que viviesen en unas
condiciones bastante duras, sin acceso a ningun lujo en sus vidas. Quizas a Roth le
sonaba familiar.

Después de su servicio Roth vuelve a Londres en 1946 para continuar su carrera
como matematico, pero en Peterhouse no consideran que Roth tenga el nivel sufi-
ciente. Y, de nuevo, lo que parece una mala noticia se convierte en una oportunidad
de vida. Gracias a este fracaso, intenta entrar en el University College de Londres
donde es admitido por Davenport después de una entrevista. En 1948 obtiene el
grado de master después de resolver un problema propuesto por Davenport, de tal
forma que sin ningin tipo de examen adicional le concedieron un puesto como as-
sistant lecturer' en la universidad, y comenzé la tesis bajo la supervisién oficial de
Estermann, quizds por compartir con Roth su origen aleman, y la constante inspi-
raciéon de Davenport. De hecho, dos anos después obtiene el titulo de doctor con
la tesis titulada «Prueba de que casi todo entero se puede escribir como suma de
un cuadrado, un cubo, y una cuarta potencia», resolviendo un problema que le ha-
bia propuesto Davenport de mejor manera que la esperada, pues Davenport jcrefa
necesario anadir una quinta potencia!

Al leer la tesis, Roth sube de categoria a lecturer?, lo que tiene unas consecuencias
determinantes. Por un lado empieza a dar clase, y en su primera lecciéon tiene en
primera fila a la alumna Melek Khairy, mas adelante médica y psicologa experimental
en el University College ([61]), e hija del senador de Egipto, Khairy Pacha. Roth
no duda en decir que para él «fue amor a primera vistay», y se declara incapaz de
evaluar sus exdmenes al final del curso. En 1955 se casa con ella y se mantienen
juntos el resto de sus dias.

Por otro lado, y a pesar de que lecturer es el segundo escaléon en la carrera acadé-
mica britanica, para Roth es suficiente como para saltar a la estratosfera matematica.
En 1955 Roth demuestra que el mejor exponente en la desigualdad de Thue-Siegel
es 2, confirmando asi una famosa conjetura del propio Siegel, cerrando un problema
comenzado por Dirichlet y Liouville hacia més de 100 afios, al que habian dedicado

1Doctorando.
2Contratado doctor.
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I have the honour and pleasure to announce that the Committee has decided
to award the Medals to

Kravs FriEDRIOH RoTH, of the University of London, for solving
a famous problem of number theory, namely, the determination of
the exact exponent in the Thue-Siegel inequality;

and to

ReENE TroM, of the University of Strasbourg, for creating the theory
of ‘Cobordisme’ which has, within the few years of its existence, led
to the most penetrating insight into the topology of differentiable
manifolds.

Detailed reports on the work of the laureates will be given in a special
session; Professor Davenport will speak on Dr Roth’s work, and I on
Professor Thom’s.

May I now ask Dr Roth and Professor Thom to come forward to receive the
Medals from the hands of the Lord Provost of Edinburgh?

Discurso del Presidente del Comité de Medallas Fields anunciando los galardonados
en el ICM 1958, Edimburgo.

sus esfuerzos matematicos de renombre mundial como son Thue, Siegel, Dyson o
Gelfond. El articulo, publicado, como no, en la revista Mathematika del University
College, tiene (en febrero de 2023) alrededor de 800 citas segiin Google Scholar.
No parecen muchas (o quizds nos ayuda a entender lo que significa ser citado en
matematicas) para un trabajo que resuelve completamente el problema en una pie-
za maestra [71], y por el que le otorgan la Medalla Fields en 1958. Los expertos
consideran esta una de las contribuciones mas importantes en matemaéticas.
Efectivamente, a las 10:30, aproximadamente [47], del 14 de agosto de 1958,
en la sala Mc Fwan Hall de la Universidad de Edimburgo, en el cuarto Congreso
Internacional de Matematicos, Hopf, como presidente del Comité de las Medallas
Fields, en el que le acompafian Chandrasekharan, Friedrichs, Hall, Kolmogoroff,
Schwartz, Siegel y Zariski, otorga las medallas a K. F. Roth y a R. Thom?.
Normalmente el presidente o un miembro del Comité de las Medallas habria sido
quien introdujese el trabajo del galardonado. Hopf presenté el de Thom, pero Siegel
no pudo asistir, con lo que nadie mejor que Davenport, representante del comité
nacional de matematicas en el congreso, fue el escogido para presentarlo delante
de 2415 mateméticos de todo el mundo. Y es que en realidad Davenport tiene una
pequeiia parte del mérito. John Cosgrave [28] comenta que, al preguntar a Roth
sobre la forma en que probé el teorema, Roth le responde que Davenport tenia la
costumbre de invitar colegas a leer algtin trabajo dificil y explicarlo a todos en un

3Tengo el honor y el placer de anunciar que el Comité ha decidido premiar con las Medallas a
KrAus FrRIEDRICH ROTH, de la Universidad de Londres, por resolver un famoso problema de teoria de
nimeros, concretamente, la determinacién del exponente exacto en la desigualdad de Thue-Siegel,
y a RENE THOM, de la Universidad de Estrasburgo, por crear la teorfa del ‘Cobordismo’ que, en
sus pocos anos de existencia, ha proporcionado la comprensién mas penetrante en la topologia de
variedades diferenciables. Se daran informes detallados sobre el trabajo de los galardonados en una
sesién especial; el profesor Davenport hablard sobre el trabajo del Dr. Roth y yo hablaré sobre
el del Profesor Thom. ;Pueden ahora el Dr. Roth y el Profesor Thom acercarse para recibir las
Medallas de manos del Sr. Alcalde de Edimburgo?
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seminario, [66]. Davenport pidié a Roth leer los resultados de Thue y Siegel. Los
leyé, los entendié y los explicd a todo el mundo, seguro que muy bien, dada su fama
de buen comunicador. Después de todo ese esfuerzo, se dio un ano para resolverlo
(costumbre que practicaba a menudo). Y cuando el afio estaba a punto de concluir,
y €l a punto de abandonar, el curso de la historia cambio.

Davenport no es solo precursor en parte del logro, sino también profundo cono-
cedor del tema. De hecho, es Davenport quien reescribe el articulo original de Roth
antes de ser publicado. Y no es coincidencia que, meses después de publicar Roth su
articulo, aparece publicado, en la misma revista Mathematika, un articulo conjunto
con Davenport en el que cuantifican el resultado de Roth ([31]). Y no menos impor-
tante, Davenport también es muy cercano a Roth. En la presentacién en el Congreso
comenta [89]:*

... It is a pleasant duty, in that it requires me to pay tribute to the work
of a colleague and friend [...] The achievement is one that speaks for
itself; it closes a chapter, and a new chapter will now be opened. Roth’s
theorem settles a question which is both of a fundamental nature and of
extreme difficulty. It will stand as a landmark in mathematics for as long
as mathematics is cultivated. . .

Davenport termina haciendo una referencia explicita a su asombrosa capacidad
de resolver problemas imposibles:®

The Duchess, in Alice in Wonderland, said that there is a moral in
everything if only you can find it. It is not difficult to find a moral in Dr.
Roth’s work. It is that the great unsolved problems of mathematics may
still yield to direct attack, however difficult and forbidding they appear to
be, and however much effort has already been spent on them. . .

Pero, claro, la cosa no queda ahi. Un ano después de la publicaciéon de su tra-
bajo, en 1956, le promueven a reader; se celebra el Congreso de 1958, y le otorgan
la Medalla Fields; en 1960 es elegido fellow de la Royal society y un ano después,
en 1961, le conceden una plaza de chair in pure mathematics en la London Univer-
sity. Aqui no hay duda de los motivos por los que este hombre progresaba en su
carrera académica: ni «articulos en el Q1», ni «aplicaciones online del ministerio»,
ni «burocraciay; «simplemente, matematicasy.

Y cuando Estados Unidos, en la mitad de los anos 60, quiere atraerlo, como
a tantos otros talentos, para formar parte del MIT, el Imperial College no le deja
escapar ofreciéndole una posicién permanente que no rechaza y que mantiene hasta

4... Es una tarea placentera, que me requieran rendir homenaje al trabajo de un colega y un

amigo [...] Su logro habla por si{ mismo; cierra un capitulo, y un nuevo capitulo se abrird ahora. El
teorema de Roth concluye una pregunta que es a la vez de naturaleza fundamental, y de extrema
dificultad. Se mantendra como punto de referencia en matematicas mientras las matematicas sean
cultivadas. . .

5El Duque, en Alicia en el Pafs de las Maravillas, dijo que en todo hay una moral si puedes
encontrarla. No es dificil encontrar la moral en el trabajo de Dr. Roth. Es que los grandes problemas
no resueltos en matemaéticas todavia pueden rendirse a un ataque directo, por muy dificiles y
prohibidos que parezcan, y por mucho esfuerzo que se les haya dedicado. . .
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su jubilacién en 1987. Lo que parecia una huida al pais de las oportunidades, se
quedd en un sabatico en 1966 al otro lado del charco. Y contintia el reconocimiento.
En 1983 recibe la Medalla De Morgan de la Sociedad Matemética de Londres, y en
1991 la de la Real Sociedad Britanica. Ademads, diversas instituciones donde ha ido
dejando una huella imborrable, como el University College, Peterhouse, el Imperial
College, o incluso la Real Sociedad de Edimburgo, le eligen miembro honorario a lo
largo de su vida.

En 1987 se muda con Melek a Inverness. Son tiempos felices en los que Roth se
divide entre las matematicas y el baile. Y es que, con su mujer, son entusiastas del
baile latino, que ya lo venian practicando en Londres bajo la direccién Alan Fletcher,
cinco veces campedn del mundo de esta modalidad [84, pp. 249-253]. Para no perder
la costumbre, Roth y Melek dedican una de sus habitaciones especialmente para el
baile.

Pero la vida también azota a los sabios a veces. Melek muere de cancer en 2002 y
Roth se desploma. Llevaban 52 anos juntos, mano a mano con el devenir. No teniendo
hijos, decide mudarse a la residencia de la tercera edad Highview de Inverness, en
la que no parecen tratarle como merece una persona que ha dado ejemplo de la
excelsitud de la humanidad. Roth se da cuenta, poco a poco, de la insuficiencia en
atencion y servicios que esta cultura presta a las personas mayores.

El martes 10 de noviembre de 2015 Roth muere en la residencia de ancianos
Highview, pocos dias después de su 90 cumpleaiios ([92]). No es probable que supiese
que el dia de su muerte numerosos mensajes aparecerian en Twitter [91] anunciando
la inestimable pérdida que este planeta habia sufrido ese dia. Periédicos como The
Telegraph [87], o The Scotsman [86], hacen publica la triste noticia.

Su reconocimiento fue de tal envergadura que no solo fue académico, sino también
merecidamente recompensado econémicamente. Como dice el autor de la entrada en
Matters [61]: «No es frecuente leer acerca de un matemdtico profesional exitoso
que haya fallecido en su vejez y con una fortuna considerable». Roth, que ademaés
de todo, es un hombre amable y generoso hasta el dltimo de sus dias, deja toda
su fortuna a organizaciones benéficas. Reparte mas de 1.3 millones de libras entre
la organizacion Chest, Heart and Stroke de Escocia, la MacMillan Cancer Support
de Inverness, dejando explicito que su legado deberia ser utilizado para ayudar a
los enfermos y las personas mayores de la ciudad de Inverness. Todos sus premios
académicos, incluidas 100000 libras, las don6 a Peterhouse, aquella institucién que
habia dicho que Roth no tenia el nivel suficiente. Roth, descanse en paz.

2. Su OBRA

2.1. APRENDIENDO

A pesar de que el Math Genealogy Project sitia a Roth como alumno directo
de Estermann, su carrera esta més influenciada por la investigacién de Davenport.
Nada mas entrevistarle para admitirle en el University College, Davenport propone
a Roth el problema de demostrar que la ecuacién n = 23 +x3 + 23 + 23 tiene solucién
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en enteros para casi todo n € N, es decir, que la proporcién de enteros n < N que
no se pueden expresar de esa forma tiende a cero con V.

La pregunta se relaciona directamente con el problema de Waring; es decir, en-
contrar para cada entero positivo k el valor de g(k) y G(k) que denotan el me-
nor nimero entero positivo s necesario para representar como suma de s potencias
k-ésimas cualquier entero, o cualquier entero suficientemente grande, respectivamen-
te. Es interesante recordar que, mientras que el problema de encontrar el valor de
g(k) estéd casi completamente resuelto para todo k, sin embargo, G(k) solo se sabe
para dos valores: G(2) = 4, consecuencia de los teoremas de Legendre y Lagrange
de representacién de enteros como suma de 3 y 4 cuadrados; y G(4) = 16, probado
por Davenport en un articulo publicado en Annals of Mathematics ([29]).

Y a pesar de que Davenport es el mayor experto del momento en este tipo de
problemas, y sabe que la dificultad de su pregunta es adecuada para un estudiante,
se le escapa el hecho de que no hace falta la quinta potencia en el enunciado, y Roth
consigue demostrar que, en realidad, n = z? + 23 + 23 ya tiene solucién en enteros
para casi todo n € N.

Los avances mas significativos en el problema de Waring se han obtenido gracias
al método del circulo ([15]), que traduce el comportamiento asintético de una fun-
cién aritmética r(n) en el control de la funcién analitica compleja generatriz de r(n)
cerca de su frontera natural de convergencia, por la formula integral de Cauchy. Para
analizar el tamano de las singularidades, se hace un anélisis de la cancelacién de ex-
ponenciales complejas en los racionales, concretamente ordenados como fracciones de
Farey, con lo que surge un anélisis que depende de la aritmética del ntmero racional
que estamos estudiando y, por tanto, de su descomposicién en primos. Tipicamente,
el método produce una férmula tipo local global del estilo

r(n) ~ I6nP,

en donde la aportacion integral Z recoge la informacién en caracteristica cero, mien-
tras que la serie singular & es un producto de factores para cada primo. Uno de los
retos principales es controlar este término y asi poder demostrar que es, de hecho, la
aportacion principal, y que el resto de términos que aparecen son despreciables. Pues
bien, Roth comienza probando dos cosas: una, que cualquier entero suficientemente
grande se escribe de la forma n = Z?il xi“, [67]; v otra, la pregunta original de
Davenport. Ya, maestro en el método, obtiene la mejora que le permite deshacerse
de la quinta potencia. Para ello toma como guia un articulo anterior de Davenport
y Heilbronn [30], en donde se prueba que casi cualquier entero se puede representar
como suma de 4 cubos, hasta el momento de controlar la serie singular. Para probar
que la serie es positiva, y asi obtener el término principal, Davenport y Heilbronn
la truncaron como producto, evitando asi el uso de ceros de funciones L asociadas.
Roth va mas alla en este punto y utiliza una funcién auxiliar que permite excluir
términos no deseados de la serie y obtener la mejora del resultado.

Y tampoco se olvida de su director. Estermann [36] habia probado que cualquier
entero suficientemente grande se puede representar como suma de un cuadrado y un
libre de cuadrados, dando ademaés la férmula asintotica para el nimero de represen-
taciones de n de esta forma. Roth considera el problema restringiéndose a cuadrados
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de enteros que son a su vez libres de cuadrados. Las técnicas se encuadran en prin-
cipio en una criba elemental. Es decir, como cualquier entero se puede escribir como
n = dm? con d libre de cuadrados, para que n lo sea hace falta m = 1, es decir,
m ha de ser coprimo con cualquier primo p, y de ahi la criba. Esta, sin embargo,
es la parte facil. En la practica surge la necesidad de controlar el término de error
que aparece en cada estimacién. Para ello Roth prueba una excelente coleccion de
ingeniosos lemas, haciendo una metodica diseccién del problema, para estimar de
manera adecuada el error en las colas de los intervalos.

Es cierto que restringirse a libres de cuadrados en el problema no es una novedad
de gran importancia, pero si lo es en el hecho de convertir a Roth en un maestro del
control de la oscilacién. Por otro lado, es importante mencionar que para demostrar
el mismo resultado para todo entero n, en vez de solo para enteros suficientemente
grandes, se ha tenido que esperar més de 80 afios hasta el muy reciente articulo [53],
que utiliza, aparte de técnicas de criba y cotas no triviales para la funcién divisor, el
tratamiento de sumas del estilo n = 2?4 dy? desde un punto de vista més algebraico,
en el anillo de enteros de Q(v/d), en vez de estimaciones directas de criba sobre d
como hacia Roth. Esto permite tratar el error de forma mas directa, acotdndolo
hasta hacer viable un andlisis computacional para enteros del orden de 10°.

Otra de las herramientas bésicas en teoria analitica de niimeros es el método de
gran criba. Los métodos de criba comienzan en la época de los griegos con la famosa
criba de Eratdéstenes, que para encontrar los nimeros primos descarta todo entero
multiplo de algtin entero menor que él. Dicho de otra forma, se descarta cualquier
ntimero n = 0 (méd p) para algun primo p anterior a n. Desde entonces, los avances
que ha supuesto la teoria de criba y los escenarios en los que se puede aplicar son
inmensos. Para detalles sobre estos métodos se puede ver el libro [38] de los més
grandes expertos en la materia. Entre estos escenarios aparecen ocasiones en las
que, en vez de excluir una sola clase médulo p, se han de excluir muchas por la
naturaleza del problema. Por ejemplo, los residuos cuadraticos médulo p requieren
excluir la mitad de las clases residuales. Es en este contexto en el que aparece y toma
su nombre «la gran criba». Comienza con un articulo de Linnik [57] que le permite
demostrar que dado 4, la cantidad de primos p hasta X para los que el menor residuo
no cuadratico es mayor que dp estd acotado por loglog X. Nétese que este problema
es trivial si consideramos residuos cuadraticos, pues 1 ya lo es. Asi pues se trata
de observar cémo de larga puede ser una sucesion de enteros, todos ellos residuos
cuadraticos.

Teniendo en cuenta que se han de considerar muchas clases residuales, la idea es
obtener resultados en media, dando cotas superiores no triviales a la varianza en un
conjunto de enteros N C [1, N| de las progresiones aritméticas médulo p,

Vo) =3 (50 - 'gf')

h=0

donde
Sh,p = Z ]IN(TL) )

n=h (méd p)
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siendo 1pr(n) la funcién caracteristica del conjunto N. El punto de partida es la
identidad

p—1
pVn(p) =Y _IS(a/p),

donde S(a/p) = ZnN:1 Tar(n)e2 /P Una cota no trivial de > p<ni/s PV (p), con-
secuencia de la desigualdad de Parseval, permite a Linnik demostrar su resultado.

n [72], Roth, antes de utilizar las herramientas del andlisis de Fourier, considera
funciones ortogonales definidas en intervalos méas ajustados, pero sin solapamiento,
al considerar clases residuales de diferentes primos, aumentando asi el rango donde
puede controlar la varianza, hasta obtener

N
Y. pVn(p) < (NlogN) Y [1y(n))]* = Nlog N |N].

pSNl/Q n=1

Este articulo, junto con el trabajo inmediatamente posterior de Bombieri [8], se
considera una pieza fundamental para el desarrollo posterior del método de gran
criba.

2.2. Sus LINEAS DE INVESTIGACION

Ya desde muy joven a Roth se le conocia por su prodigioso talento en matematicas
y, mas concretamente, por su capacidad extraordinaria resolviendo problemas, como
Davenport comenté en la presentacion del Congreso Internacional de Mateméaticos
de Edimburgo.

Era capaz de utilizar técnicas clasicas con tal astucia que le permitian resolver
problemas que eran considerados por los mateméticos més potentes del mundo fuera
del alcance de las matematicas del momento. Ya despuntaba asi en los primeros
trabajos que hemos comentado.

Y a eso dedica su investigacién. Seleccionaba problemas dentro del area de la
teorfa analitica de niimeros y se daba un afio para hacer un avance significativo y, si
era asi, acabar por resolverlo completamente. Entre los problemas a los que dedicé
sus esfuerzos estan los problemas tipo Waring y el método del circulo; la distribu-
cién de nimeros libres de cuadrados, y més concretamente el fascinante problema de
entender la distancia entre dos libres de cuadrados consecutivos; geometria de ni-
meros; polinomios trigonométricos; el problema del triangulo de Heilbronn que mide
como de grande puede ser el menor de los tridngulos posibles formados por IV puntos
en el circulo unidad; el método de gran criba; aproximacién diofantica; distribucién
de enteros en progresiones aritméticas; o teoria geométrica de la discrepancia. En el
recomendable articulo [22], Chen y Vaughan, ambos muy cercanos a Roth, hacen un
extenso paseo por todo el trabajo de Roth, donde se pueden ver detalles de lo aqui
descrito.

No podemos terminar esta seccién sin dejar de mencionar dos libros en los que
la aportaciéon de Roth ha sido decisiva. El primero, de 1954, en el que hace una
traduccién al inglés del famoso libro de Vinogradov [93] quien, después de leerla,
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coment6 a Roth en el ICM de 1958 que el libro deberia ser traducido de nuevo al
ruso.

El otro libro es menos anecdético. Durante la década de los 50, Roth y Halbers-
tam, motivados por Erdés, escriben el libro Sequences, de obligada lectura a dia de
hoy para el estudio aritmético de sucesiones relacionado con adicién de sucesiones,
el nimero de representaciones de un entero como suma de enteros en un conjunto
dado, los teoremas relacionados con conjuntos de Sidon o, en general, la representa-
ciéon como suma de h elementos de un conjunto, métodos probabilisticos, sucesiones
primitivas, etc. El libro contiene pruebas de teoremas fundamentales como los teo-
remas de Schnirelmann y Besicovitch, Erdos y Landau, Dyson y Van der Corput,
Erdés-Fuchs, asi como los métodos de criba de Vigo Brunn, Selberg, o la gran criba
de Linnik y Renyi.

Dedicaremos el resto del articulo a comentar con algo méas de detalle sus trabajos
con mayor impacto en la comunidad matematica internacional, dedicados a la teoria
geométrica de la discrepancia, la distribucién de enteros en progresiones aritméticas,
o la aproximacién diofantica, razén por la que gana la Medalla Fields.

2.3. TEORIA GEOMETRICA DE LA DISCREPANCIA

Por casualidad, ;no serd que 95295560 es tu ntimero de carnet de identidad?
Si lo es, has tenido la suerte de aparecer como las tltimas ocho cifras del reciente
récord, de junio 2022, de méas de 100 billones de cifras decimales conocidas de 7
([11]). Y, muy probablemente, no seré la unica vez que aparecerd tu nimero en su
desarrollo decimal. Por ejemplo, en http://www.math.com/tables/constants/
pi.htm puedes buscar cuintas veces aparece entre los primeros 200 millones de sus
cifras decimales (en la sociedad en la que vivimos es bastante comin pasar la tarde
del domingo buscando niimeros de la suerte entre las cifras de ).

Se espera que 7 sea un numero normal, es decir, que la proporciéon de veces que
aparece cada uno de los diez digitos en su desarrollo decimal sea exactamente 1/10.

A dfa de hoy es desconocido si esta sencilla afirmacién es cierta o no. Pues bien,
en 1954, en su articulo [70], Roth da un vuelco al problema y propone una reformu-
lacién que genera una nueva linea de investigacion en teoria de ntiimeros. De hecho,
consideraba este como el mejor de sus articulos, por encima de su resultado con el
que obtuvo la Medalla Fields. Simplemente, y en palabras de él mismo, «porque he
empezado un nuevo tema de investigaciény.

El punto de partida estd en observar que, dado N € N, el niimero de veces que
el 1 aparece en los primeros N + 1 digitos del desarrollo decimal de un niimero real
« es exactamente igual al niumero de enteros 1 < n < N tal que {10"a}, la parte
fraccionaria de 10™«, pertenece a [0.1,0.2); y, de la misma, forma el niimero de veces
que aparece 817924 264 en los primeros N + 9 digitos de « corresponde al niimero
de enteros 1 < n < N tal que {10"«a} € [0.817924 264, 0.817 924 265). Esto nos lleva
al problema de entender cémo se puede distribuir una sucesién de ntmeros reales
médulo 1, en este caso la correspondiente a las partes fraccionarias {10"a}.

Decimos que una sucesién a,, estd uniformemente distribuida médulo 1 si cual-
quier subintervalo de [0, 1] contiene una proporcién de elementos de la sucesién igual
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a su longitud. Concretamente, dada a,, llamamos Zy(E) al ntumero de partes frac-
cionarias {a,} que caen en el conjunto E para n < N. Entonces, para que a,, esté
uniformemente distribuida se ha de tener

1
Jim —Zx(lab)) =b—a,

para cualquier pareja de nimeros 0 < a < b < 1. Asi pues, tenemos:

PROPOSICION 1. Un nimero a es normal si y solo si la sucesion {10"a} estd uni-
formemente distribuida modulo 1.

A pesar de lo que pueda parecer a primera vista, los dos primeros ejemplos
de sucesiones uniformemente distribuidas son sucesiones construidas ad hoc para el
problema; concretamente la sucesion {na}, donde « es cualquier niimero irracional,
y la sucesion de Van der Corput y, que aparece al tomar los digitos del entero n
como decimales de y,,, precisamente si n = ng ... ng entonces y, = Zogigk n;107%
No se conoce ningtin nimero que de manera natural sea normal, a pesar de que se
cree que cualquier nimero algebraico lo es.

La forma de demostrar que las sucesiones anteriores estdn uniformemente dis-
tribuidas es gracias al (en su dia) innovador criterio de Weyl ([96]) que afirma que
una sucesién a,, estard uniformemente distribuida médulo 1 si, y solo si, para todo
entero k # 0,

lim %SN(/C) o,

N—o00

pasando asi el problema original a un problema de estudio de la cancelacién en las
conocidas sumas de Weyl, Sy (k) = 27]:;1 e?mikan T transformacion de un problema
aritmético en un problema de anélisis de Fourier esta servido. De hecho, este tipo de
sumas aparecen en innumerables articulos, tanto dentro de la teoria de niimeros como
del analisis. Por mencionar algunos ejemplos, destacamos el problema del reticulo,
iniciado por Gauss y dando lugar a una teorfa independiente en si misma, a veces
combinando tanto teorfa de nimeros, como andlisis, [24, 41, 48, 51, 16, 32, 26, 25].
También las sucesiones de Sidon [81], que nacen de estudiar la convolucién de series
trigonométricas para ser uno de los temas de mayor interés en teoria analitica y
combinatoria de nimeros [23, 63], las series trigonométricas lagunares y el estudio
de Hadamard de convergencia de funciones analiticas complejas, [76], o el estudio
del espectro de singularidades de series de Fourier con frecuencias en polinomios,
como el ejemplo de Riemann, 3°, -, Sen@n#%), en [18, 17].

En el intento de encontrar sucesiones uniformemente distribuidas, Van der Corput
observa un fenémeno extraordinario y de vital importancia en el futuro [27]. Ninguna
sucesién que esté incluida en el intervalo [0, 1] puede estar demasiado bien distribuida
a lo largo del intervalo. Concretamente, a la par que encuentra su sucesion, formula
la siguiente conjetura:

CONJETURA 2. Dada una sucesion a,, en I =1[0,1), y un ndmero K, arbitrariamente
grande, existe un entero N y dos subintervalos de I de la misma longitud I, e I tal
que

‘ZN(II) — ZN(I2)| > K.
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Es decir, incluso si una sucesién esta uniformemente repartida en el intervalo,
hay cierta discrepancia en su distribucién. La conjetura se probé 10 anos después, en
1945, por Van Aardenne-Ehrenfest [1], y 4 afios més tarde de forma cuantitativa [2].
Para su prueba, Van Aardenne-Ehrenfest considera la hoy en dia llamada funcion
de discrepancia

An(D) = |Zx(I) - NI,

para la que obtiene la cota sup;(An(I)) > c% para infinitos valores de N

y cierta constante c. Es importante mencionar la desigualdad de Erdés-Turdan que
da una relacién directa entre la discrepancia y las sumas de Weyl, concretamente
demuestran que, cualesquiera que sean K > 1y N > 1,

1 1 LS
D(N) = sup NAN(I) < i1+ 3}; mSN(k)»
estableciendo la equivalencia entre limy_, oo D(N) = 0 y la distribucién uniforme de
la sucesion.

El pionero trabajo de esta mujer, [2], da la primera cota inferior no trivial de la
discrepancia y abre las puertas a otra cuestion de enorme interés. Surge el problema
de comprender qué tipo de funciones g(N) se admiten como cota inferior de la
discrepancia. Roth no duda en hacer de este problema uno de sus retos particulares,
consiguiendo, en el que puede ser su mejor trabajo, la amplisima mejora D(N) >
cy/log N para infinitos N.

La grandeza del articulo de Roth es que formula el problema de una manera que
abre camino a un nuevo campo de investigacién como es la teoria geométrica de la
discrepancia. Y es tan simple, aparentemente, como hacer una reformulacién geomé-
trica del problema en términos de la distribuciéon de puntos en el cuadrado unidad.
Hay un principio oculto, y aun asi bien conocido, segiin el cual detrds de cada canti-
dad a analizar en teoria analitica de nimeros hay otra, nombrada de manera familiar
por el reconocido H. Iwaniec como su «companera», que permite sacar informacion
adicional del problema que nos interesa, para poder atacarlo correctamente. Obvia-
mente, la dificultad estriba en saber dénde se encuentra esta «companeray» amiga y
secreta. Para Roth fue simple encontrarla en el caso de la discrepancia, y consiste
en pasar de una a dos dimensiones continuas en el problema. Considera intervalos
I, = [0,a] y al pardmetro a en la funcién Ay (I,) le asocia otro b, con el simple
cambio de variable N = nb, con n < N entero, pasando de una variable discreta N
a otra b de naturaleza aparentemente continua cuando N y m son enteros grandes,
més facil de atacar con herramientas de analisis. En particular, permite darnos una
equivalencia con la pregunta formulada por Van der Corput, al colocar de forma
astuta n puntos en el cuadrado unidad, pues ab no es mas que el area del cuadrado
de lados a, b dentro del cuadrado unidad.

En general, Roth define la discrepancia de una coleccién de puntos P en el hi-
percubo unidad [0, 1]* respecto a una caja B(z) = [0,71] X --- x [0, 2], donde
x = (x1,...,75) € [0,1]*, como el nimero de puntos dentro de la caja Zp(B(x)),
menos su volumen reescalado Nz - - - xy, esto es,

D(P,B(SL’)) = |Z7:(B(at)) - N.I‘l : xk\
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En su articulo, Roth consigue dos cosas. La primera es demostrar que obtener una
cota D(N) > g(N) es equivalente a obtener una cota sup,¢jo 12 D(P, B(z)) >
g(N); la segunda es obtener la cota general

~/[0 1]k |D(P’B(x))‘2d$ > (log]\/')lf—l7 (1)

de donde se deduce trivialmente sup ¢ 1jx D(P, B(z)) > (log N)E=D/2 " que para
k = 2 mejora sustancialmente el resultado original de Van Aardenne-Ehrenfest.

En la demostracion Roth utiliza un tipo de particiéon diadica del cubo para apro-
vechar al maximo el area donde no puede haber puntos, simplemente contando la
cantidad, y después, de modo més determinante, aprovecha la ortogonalidad de las
funciones caracteristicas de estos conjuntos para medir el tamafio minimo que puede
tener la discrepancia, introduciendo lo que hoy en dia se conoce como el método de
la funcién ortogonal de Roth.

Es cierto que el resultado no es el mejor posible y afios después, en 1972, W.
Schimdt [79] lo mejora con métodos puramente combinatorios, obteniendo la mejor
cota posible sup,¢(g 12 D(P, B(x)) > log N, en vista del resultado de Lerch [56].
Sin embargo, el método de Roth no habia mostrado toda su potencia.

En lo que queda de seccién incluyo un breve resumen personal de los excelentes
articulos [19, 3, 21], escritos en parte por W. Chen, alumno directo de Roth, y que
explican con claridad el avance de esta teoria.

Una astuta seleccion de la funcién ortogonal permitié a Halasz ([49]) recuperar
el resultado de Schmidt, esta vez de forma geométrica. Por otro lado, Bilyk [7],
Lacey y Vagharshakyan generalizan el método para obtener un resultado valido
en dimensiones mayores; concretamente sup, ¢, 1» D(P, B(x)) > (log N)(E=1)/2+ex
para una constante ci que solo depende de la dimensién. Es importante mencionar
que en general no se sabe el mejor exponente posible, aunque se cree que podria
ser k/2, y se considera un problema «ezcruciatingly difficult» («insoportablemente
dificily).

La propia definicién del problema, médulo 1, invita a considerar funciones perio-
dicas y andlisis de Fourier. Asi es como Roth da una prueba alternativa del resultado
de Davenport que afirma que (1) es esencialmente la mejor cota posible. Es intere-
sante mencionar que la busqueda de distribuciones de puntos con discrepancia baja
no es solo de interés tedrico sino que tiene aplicaciones en otras disciplinas. Por
ejemplo, en [97], Wozniakowski prueba que estas distribuciones son las que dan las
mejores aproximaciones en integracién multivariable, con consecuencias directas en
la aproximacién de soluciones a problemas con informacién limitada dentro de la
teoria de la complejidad de la informacion.

Si en vez de tomar cubos, uno toma cualquier objeto geométrico A con funcién
caracteristica 1(A), una forma natural de definir la discrepancia serfa

D(P, A) = [PUA| - Nu(4) = /[ A Zx(Py) N (o),

donde dZ es la medida de contar, mientras que p es la medida usual del volumen
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del objeto. Esta férmula pone en evidencia la relacion directa de la discrepancia con
la geometria y la teoria de la medida.

Es interesante recordar que el problema surge de la sucesién de Van der Corput,
que se define como el desarrollo decimal de una sucesién diddica en [0,1]*, por lo
que estd estrechamente relacionada con la funcién parte fraccionaria, {3 }. En este
punto, la periodicidad de la funcién nos abre la puerta al uso directo del andlisis
de Fourier. Teniendo en cuenta que las traslaciones en el objeto dan lugar a la
convolucién entre la funcién caracteristica y la medida, no hay més que considerar
la transformada de Fourier para separar el problema en dos partes independientes
F{D(P,A)} = F{la}xF{dZn(P,y) — Ndu(y)}. Por un lado aparece la geometria
y por otra la teoria de la medida. Beck utiliza estas técnicas para obtener cotas para
la discrepancia media sobre dilataciones y traslaciones de un objeto ([5, 6]).

Como explican en [20], se podria decir que estudiar la discrepancia en media
L? es como estudiar el decaimiento de la transformada de Fourier de la funcién
caracteristica de rotaciones, traslaciones y dilataciones de un objeto convexo, [12, 90].

Mencionamos por tltimo que Skriganov [83] reemplaz6 el uso natural de Z/27Z ~
IF2 en la sucesién de Van der Corput por el cuerpo F,, e hizo la bella observacién de
que el conjunto de todas las posibles distribuciones de N puntos tiene estructura de
espacio vectorial sobre ), lo que permite el uso de las funciones de Chrestenson-
Levy, que forman una base ortonormal de L2([0,1]*) para cada p fijo, y asi del
anélisis de Fourier-Walsh en [0, 1]*.

2.4. PROGRESIONES ARITMETICAS

El interés de Roth en este problema comienza al leer el articulo de Van der
Waerden [94], en el que se prueba que cualesquiera que sean r y k, si tomamos
un numero suficientemente grande N de enteros consecutivos y los coloreamos con
r colores distintos, hay una progresiéon aritmética de longitud k cuyos elementos
tienen todos el mismo color. Este teorema se encuadra dentro de la teoria de Ramsey,
originada por el filésofo-matemético Ramsey en 1930 ([64]), que se pregunta por el
tamano necesario de un conjunto aleatorio para que contenga algin subconjunto con
cierta estructura. Como ejemplo, Ramsey demuestra su famoso teorema que asegura
que en cualquier fiesta de mas de seis personas, siempre hay tres que son amigos
mutuos o desconocidos mutuos.

En el caso de conjuntos que contengan progresiones aritméticas, en la linea del
teorema de Van der Waerden, Erdds y Turdn conjeturan en 1936, [35], que si un
conjunto de enteros tiene densidad superior positiva, entonces debe contener una
progresién aritmética de longitud arbitrariamente larga. El concepto de densidad
superior de un conjunto A,

d(A) = lim sup M,
N—o00 N
donde A(N) = |AN|[1, N]|, mide la probabilidad de que un entero escogido al azar
caiga dentro del conjunto. Teniendo en cuenta que las progresiones aritméticas po-
seen probabilidad positiva, que decrece con la razén, parece natural la conjetura de
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Erdés y Turdn. Y, aun asi, no fue hasta 1975 cuando fue completamente resuelta por
Szemerédi [85] en 46 paginas de complicados argumentos puramente combinatorios.

Pero de nuevo es Roth quien da la primera contribucién al problema y prueba la
conjetura para progresiones aritméticas de longitud 3, [68]. A diferencia de Szemerédi
y dada su formacién, la prueba de Roth utiliza herramientas puramente analiticas
y, més concretamente, una novedosisima manera de utilizar el método del circulo,
del que ya es un experto. Y es que el método del circulo se ide6 para analizar
la representacién de un entero como suma de los elementos de un conjunto, no
para estudiar las propiedades aditivas de un conjunto, que es lo que hace Roth sin
precedente.

Demostrar la conjetura es equivalente a demostrar que cualquier conjunto sin
3 términos en progresién aritmética debe cumplir A(N) = o(N). Roth Va un poco
més alld y con su método consigue probar que, en ese caso, A(N) < Toalog ¥ 10 . Para
describir la prueba vamos a seguir el trabajo original de Roth, utlhzando para ello
nomenclatura actual como por ejemplo en [52] o [62].

Como en el método del circulo, la prueba comienza por considerar las sumas
exponenciales que caracterizan el problema. Para este propésito utilizamos la trans-
formada discreta de Fourier, herramienta habitual en teoria aditiva de niimeros pa-
ra obtener las propiedades de un conjunto. Para la funcién caracteristica de A,
14(n), la transformada se define como 1(a) = + ny;ol 14(n)xny(—na), donde
xn(t) = e 2™/N s el cardcter aditivo médulo N. En este contexto, llamando Aps
a la cantidad de progresiones aritméticas del conjunto A y teniendo en cuenta que
tres elementos z, y, z estan en progresion aritmética cuando x + z = 2y, nos interesa
estudiar la suma

p3—z]1A 2)1a(— NQZ]IA (—2m),

T,Y,2

donde la segunda igualdad se sigue del teorema de inversiéon de Fourier. Teniendo en
cuenta que el tamaiio del conjunto cumple 14(0) = |A|/N, la prueba serfa directa
si el resto de los coeficientes de Fourier de la funcién fuesen todos suficientemente
pequerios, ya que en ese caso

Apz = N"HAP + E,

donde
E=N?Y"1a(m)*1a(—2m)
m#0

serfa pequefio, con lo que A,z ~ N7'|A|> > 0 para |A| suficientemente grande.
Obsérvese que en este argumento el tamaiio de |A| debe ser lo suficientemente grande
para que N~ ! AJ]® sea mas grande que el tamafio de las progresiones aritméticas
triviales z = y = z contenidas en cualquier conjunto. Estas tienen el mismo tamano
que el conjunto, con lo que necesitamos N~1|A|?> > |A|, asi que es suficiente que
|A| > NY/2.

Falta por tanto considerar el caso en el que alguno de los coeficientes de Fourier
de 14 es grande. Es el momento de observar que una de las principales propiedades
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de la trasformada de Fourier, en la que como hemos visto Roth era un maestro, es
su capacidad de utilizar la ortogonalidad para obtener cancelacién suficiente en las
sumas. En el caso de la transformada discreta, la férmula en cuestién es

5 Xq(m){o si o # 0,

0<m<y_1 qg sia=0.

Asi pues, si tenemos un coeficiente de Fourier grande es porque no hay cancelacion;
es decir, los términos son 0 médulo ¢ para algin ¢g. En otros términos, salvo una tras-
lacion, que dependera del coeficiente grande, el conjunto contiene alguna progresion
aritmética a + kq. La razon de la progresiéon la encuentra Roth al aproximar, como
es costumbre, el argumento « por racionales % Es decir, un coeficiente grande in-
dica la presencia de una progresién aritmética, quizds en un intervalo mas pequeno.
Para terminar la prueba, Roth utiliza un argumento iterativo, aumentando la densi-
dad del conjunto a considerar en intervalos cada vez mas pequenos. Concretamente,
supongamos que 1 4(m) es grande, y que |A| = 6N. Usando la periodicidad de la
transformada moédulo N, un sencillo argumento empleando el principio del palomar
permite deducir que existen dos multiplos sucesivos de m que estdn muy proximos,
digamos a distancia ¢q. Esta sera la razén de la progresién aritmética P buscada.
Como mencionamos anteriormente, basta ahora utilizar las propiedades de la con-
volucién para encontrar un entero x tal que |A N (z — P)| > (6 4 [1.4(m)|)|P|, con
lo que la densidad relativa aumenta en relacion al tamano del coeficiente de Fourier.
Tterando el proceso llegamos a encontrar un conjunto de densidad mayor que 1, lo
cual es una contradiccién, y concluye la prueba del teorema.

Y de nuevo, el problema tratado por Roth es de interés incluso hoy en dia. Anos
més tarde de su primer teorema, en [75], Roth consigue extender sus argumentos
analiticos para probar la existencia de progresiones aritméticas de longitud 4, pero
el control en el término de error en la transformada se hace cada vez més dificil.
La ventaja de su método es que obtiene cotas explicitas para el tamafno del mayor
subconjunto de enteros en el intervalo [1, N] sin progresiones aritméticas. Estas cotas
no son Optimas, y las han mejorado progresivamente eminentes autores como Heath-
Brown [50], Bourgain [10] o Sanders [77], hasta la mejor cota actual obtenida por

Bloom en 2016, A%V) < (logli;%\,N)4. Las mejoras obtenidas van desde refinamientos
sofisticados del método de Roth explotando la periodicidad de la transformada de
Fourier, hasta el anélisis de Fourier en conjuntos de Bohr, introducidos por Bourgain
en la teoria combinatoria aditiva.

El teorema de Roth, asi como mas adelante el de Szemerédi, han sido exten-
samente estudiados en la literatura, produciendo diferentes pruebas y resultados de
muy distinta naturaleza, de los que quizés es interesante mencionar la generalizacion
de Furstenberg [39] a un espacio de probabilidad general utilizando teoria ergédica
e ilustrando el caracter mas combinatorio del problema.

El propio Roth continué su estudio personal de la teoria de Ramsey, generalizando
su resultado a sistemas lineales [69], o con su nombrado «Teorema 1/4» en el que
prueba que, para cualquier conjunto A C [1, N] de densidad d, existe una progresién
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aritmética P C [1, N] de longitud [ tal que la funcién de discrepancia cumple
|[ANP|—1d| > d(1—d)N'/*,

demostrando asi que cualquier conjunto ni muy pequeno ni muy grande, d # 0,1,
no puede estar bien distribuido en todas las progresiones aritméticas. Su estudio
sobre la irregularidad de la distribucién de conjuntos sobre progresiones aritméticas
lo contintia en [73] y [74].

Por dltimo, debemos mencionar el inmenso trabajo de Gowers sobre las U nor-
mas, creadas por él precisamente para estudiar la presencia de estructura dentro
de un conjunto dado. Con su teoria, por la que le otorgaron la Medalla Fields en
1998, consigue mejorar en [42] y [43] la estimacién para conjuntos A, C [1, N] sin
progresiones aritméticas de longitud k, y demostrar la existencia de una constante
c, tal que

N
(loglog N)e(k)

La cota permanece inamovible hasta que, en 2017, Green y Tao [46] obtienen

[Ax(NV)] <

N

[A4(N)] < (log N)°*

Como los autores explican en su articulo, las ideas principales se basan en el método
de Roth, solo que para el incremento de densidad y regularidad utilizan teoremas
de recurrencia «a la Khintchine» [55]. No es por casualidad que sean estos auto-
res quienes obtienen esta importante mejora. Y es que ellos mismos son capaces de
probar que cualquier subconjunto de primos de densidad superior positiva contiene
progresiones aritméticas de primos. Primero lo hace Green en [44] para progresiones
de longitud 3, y luego junto con Tao en [45] para progresiones de longitud arbitra-
riamente grande. Este celebérrimo resultado es en parte la razéon por la que Tao
consiguié la Medalla Fields en 2006.

2.5.  APROXIMACION DIOFANTICA

El trabajo de Roth en relaciéon con la aproximacion diofantica esta en la base de
nuestra concepcién de ntimero real, y su aportacion es de tal relevancia que sin duda
merece la concesién del mayor de los reconocimientos que existen hacia el trabajo
de un matematico, la Medalla Fields.

En la Grecia antigua se creia que cualesquiera dos cantidades eran conmensura-
bles, es decir, que su cociente era un nimero racional, o razén de dos enteros. Llega
el teorema de Pitagoras y, con él, la prueba de la existencia de niimeros irracionales,
como es la diagonal del cuadrado unidad. Ya desde el principio su existencia ejerce
una influencia perturbadora en el concepto de nimero.

Medir lleva intrinseca la comparaciéon con la unidad de medida, con lo que si un
nimero es inconmensurable con la unidad, jcémo se puede medir? El truco natural
para poder medir es aproximar nuestra cantidad por niimeros que si son conmesura-
bles con la unidad, es decir racionales, cometiendo un pequeno error que, con suerte,
es despreciable.
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Supongamos que queremos aproximar un nimero real « por racionales. Comence-
mos por observar que, a medida que el racional tiene denominador mayor, la distancia
a « serd menor, pues el denominador dicta el tamano en que estamos subdividiendo
el intervalo unidad en el que se encuentra el ntimero. Asi pues, vamos a medir lo
buena que es la aproximacion en funciéon del denominador. Como cualquier niimero
estéd entre dos enteros consecutivos, si dividimos ese intervalo en ¢ subintervalos, se
tendrd que « estard a menos de la mitad de distancia de uno de sus extremos, es
decir, la aproximacién trivial es | — §| < 2—1q para todo ¢ y algtin p en funcién de q.
Nuestro objetivo es, por tanto, el siguiente problema, que nos permitira aproximar
a de la mejor manera posible. Asumiremos a > 0, por simplicidad.

PROBLEMA 3. Dado un nimero real a > 0, encontrar infinitos racionales % para los
que |a — §| < qi para r lo mds grande posible.

En 1842, en [33], Dirichlet demuestra que cualesquiera que sean oy @ > 0,
siempre hay un racional % con g < Q tal que

1
a— p‘ < —. (2)

ql 9@
Teniendo en cuenta que si o = 3 entonces cualquier racional distinto de o cumple
|a — 5{ = ‘“‘lib;fd > \bITV vemos que (2) es en algtn sentido el mejor resultado posible.

La prueba de (2) utiliza lo que hoy en dia se conoce como principio del palomar de
Dirichlet.

Por otro lado, si « es irracional, usando la anterior aproximacién para el nimero
|a— % |~! y un argumento recurrente, Dirichlet prueba que existen infinitos racionales
para los que
p 1
a—=| <=,

q q
dando asi la primera caracterizacién de los nimeros irracionales. Si ahora tenemos
en cuenta que para cualquier racional p/q, 2¢% — p? es un entero no nulo, se tiene

2¢° -p* _ ¢
Ao B .
’ al  @PV2+2E T ¢

para alguna constante ¢, con lo que vemos que r = 2 es el mejor exponente que se
puede esperar en el Problema 3.

La prueba surge del hecho de que v/2 es raiz de un polinomio cuadratico con
coeficientes enteros. Bésicamente es consecuencia de utilizar el teorema del valor
medio en el polinomio f(x) = 2% — 2, con lo que, al igual que en el caso anterior,
surge la duda de si se podra modificar el exponente al omitir los nimeros reales
cuadraticos.

En 1844, en [58, 59], y con més detalle en [60], Liouville prueba que para las raices
de polinomios de grado d, el mejor exponente que se puede esperar en el Problema 3
es d. Concretamente, si o es tal que p(a) = 0, siendo p(z) € Z[z] un polinomio con
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coeficientes enteros irreducible de grado d, entones existe una constante explicita
c(a) tal que

p‘ c(a) 3)

para todo racional g.

De nuevo, esta condicién permite a Liouville obtener un criterio sobre el grado
de un numero algebraico dado, asi como probar por primera vez en la historia la
existencia de nimeros trascendentes, dando sus famosos ejemplos de nimeros de
Liouville 3, 4 a,10~™. Es importante recordar que 20 afios después Cantor en [14]
demuestra que los nimeros algebraicos son numerables, mientras que los reales no
lo son, con lo que casi todos los nimeros son trascendentes.

Aun con la importancia que conlleva, y a diferencia del caso de irracionales
cuadraticos, (3) no es mas que una cota inferior, y por tanto queda por ver si es
6ptima. Comienza asi un largo e interesante camino cuyo extraordinario colofén no
es otro que el teorema de Roth. En lo que sigue diremos que p = p(«) es una medida
de la irracionalidad de « si existe una constante c(«) tal que

()

q#

p
a—q’> (4)

se verifica para todo racional Z. El primer resultado que mejora significativamente
la desiguladad de Liouville se debe a Thue [88], que consigue probar que si « es
un numero algebraico de grado d > 3, entonces pu = % + 1 es una medida de la
irracionalidad de o. Como consecuencia del resultado, Thue demuestra que si f es
una forma irreducible de grado d > 3 definida en Z[x, y] y ¢ € Z, entonces la ecuacién
dioféntica f(z,y) = c tiene solamente un nimero finito de soluciones enteras. Desde
entonces, a este tipo de ecuaciones diofanticas se las llama ecuaciones de Thue.

La prueba del teorema de Thue se puede entender como una ingeniosa generali-
zacion del teorema del valor medio utilizado por Liouville. Si un polinomio se anula
en un punto hasta orden n, dos niimeros racionales cercanos a € estaran a distancia
como una potencia negativa del denominador que depende de n. Por tanto, en un
intervalo menor no podra haber més que un racional tan proximo a la raiz. Thue
construye una serie de polinomios de grado creciente para los que los intervalos con
la propiedad anterior en realidad cubren la recta real, con lo que la desigualdad (4)
con p fijo solo puede tener una solucién. Concretamente, los polinomios de Thue son
del estilo

P(z) —aQ(z) = (z — )" Gn(z, @), (5)

aumentando para cada n el grado de G,, en z, y aprovechando el grado constante
d—1 en a. Curiosamente, la dificultad central es demostrar que la identidad anterior
no es trivial en algin racional, es decir, hay un racional para el que P, @, y G, no
son a la vez nulos, pues en ese caso no estarian dando ninguna aproximacion.

Para demostrarlo, Thue controla el grado del polinomio G en funcién de la apro-
ximaciéon que quiere obtener, asegurandose que el wronskiano

W(x) = P'(x)Q(x) — Q'(2) P(x)
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no es idénticamente nulo, construyendo lo que ahora se conoce como teorema del
indice. Obsérvese que es natural considerar el wronskiano en el sentido de que cual-
quier derivada en (5) de orden k pequefio en comparacién con n sigue dando una
buena aproximacién de orden (z — )"k,

A partir de aqui, primero Siegel [82], en 1921, rebaja el exponente y demuestra que
w= g+sf 1 es una medida de la irracionalidad de a para cualquier s € N, con lo que
escogiendo s ~ V/d se obtiene la mejora p = 2v/d. Después, Dyson en [34] v Gelfond
en [40] de forma independiente, refinan el método llegando hasta u = v/2d. Pero
todos los ataques hasta ese momento utilizan las mismas ideas de Thue, consiguiendo
mejoras que dependen del grado del ntimero algebraico considerado.

Por otro lado, es facil ver que u = 2 es cota inferior para la medida de irracio-
nalidad de cualquier nimero irracional «. Efectivamente, dado « consideramos su
desarrollo en fracciéon continua definida mediante la sucesién ag = a, a, 11 = ﬁ
Llamando ahora a,, = [a,], se dice que el nimero racional

1
P _ [ag;ai ..., an] = ag +
an S 1
1 B 1
a
2 L 1
as + ———
R a%,,
es la n-ésima convergente de «, y es inmediato ver que a = lim,,_, oo %. Es conse-
cuencia directa de la conocida identidad
qnPn—1 — Pndn-1 = (—=1)", (6)
que la desigualdad
Pn 1
i
| 243

es cierta para al menos una de cada dos convergentes consecutivas, dando asi el
resultado deseado.

Es 1948 y, dada la distancia entre la cota superior y la cota inferior, independiente
del ntimero real considerado, no esta claro cudl sera la verdadera magnitud para la
medida de la irracionalidad y, lo que es peor, se esta falto de ideas para conseguir
resolver la cuestién. Sin embargo, debido a que la menor distancia entre enteros es
obviamente la unidad, la identidad (6) sugiere de alguna forma que p = 2 es la cota
Optima. Esta es justamente la conjetura de Siegel, que afirma que para cualquiera
que sea el € > 0, p = 2 + ¢ es una medida de la irracionalidad de « para todo «
algebraico de grado d > 2.

Y es justamente esta conjetura la que prueba magistralmente Roth, con herra-
mientas al alcance de cualquier experto del momento, pero con enorme ingenio. La
observacién de partida es que es suficiente con demostrar la desigualdad (4) para
cualquier racional salvo para un nimero finito, simplemente cambiando la constante.
Es decir, de forma andloga a la que Thue demostré que, como mucho, habria una
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solucion a la desigualdad contraria, Roth permitia un niimero finito. Asi pues, la idea
es generalizar la aproximacién a polinomios que dependen de p variables. De nuevo
surge la necesidad de probar que un polinomio multivariante no es idénticamente
nulo, resultado que demuestra gracias a la introduccién del wronskiano generalizado

W (z) = (det Aip; (),

donde ¢;(z) son ! polinomios en p variables, y A; son operadores diferenciales del

estilo _ ]
e () (2)
il il \ Oy Oz,

de 6rdenes ¢ =0,...,l -1, donde ¢ = i; + - - - 4+ i), aunque ya el propio Roth admite
que este tipo de wronskianos habia sido utilizado por Siegel con anterioridad.

La prueba de Roth ahora sigue el mismo esquema que la original de Thue, ne-
cesitando demostrar que los wronskianos generalizados solo se anulan todos a la
vez cuando los polinomios son linealmente dependientes, consecuencia directa de su
prueba del teorema del indice. El teorema se deduce de observar que un polinomio no
nulo no puede tener aproximacién muy buena en tantos racionales como queramos,
pues en ese caso los wronskianos generalizados serian nulos.

Las ideas de independencia en la demostracién han llevado a consecuencias no-
tables en teoria de la aproximacién diofdntica. Por un lado, Baker elabora su teoria
de formas lineales en logaritmos de niimeros algebraicos [4]. Por otro, Schmidt esta-
blece un resultado en aproximacién diofdntica simultanea [78] y su famoso teorema
del subespacio [80], que afirma que las soluciones enteras de n formas lineales con
coeficientes algebraicos Ly (Z), ..., L,(T) que cumplen

(L1 (T) X - - X Lo (T)] < [7] 7,

con € > 0, estdn en la unién de un nuimero finito de subespacios de Q™. El teorema
del subespacio tiene una versiéon p-adica relativa a ecuaciones S-unidad mucho maés
general [95], en la linea del teorema de Ridout [65] que generaliza el teorema de
Roth, al caso en que la factorizacion de los racionales se restringen a un conjunto S
finito de niimeros primos.

A pesar de que el teorema de Roth da el mejor resultado posible en el sentido
de que 2 es el infimo del conjunto de medidas de irracionalidad de cualquier nimero
algebraico independientemente del grado, quedan dos cuestiones en el aire. Por un
lado esta la dependencia de € como funciéon del denominador ¢. En este sentido,
Lang conjetura que la funcién ¢?*¢ que aparece en la medida de irracionalidad se
podria cambiar por ¢?(log q)' ™. Esta conjetura la propone basandose en el articulo
de aflos anteriores de Khintchine [54] en el que se obtiene el primer resultado de
teorfa métrica de la aproximacién diofantica, concretamente que si 21 (z) es una
funcién continua no creciente, entonces el conjunto

K(w@) = {acr:

o — p’ < 1(q) para infinitos p}
q q
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tiene medida de Lebesgue 0 si Zq21 q¥(q) converge, y su complementario tiene
medida de Lebesgue 0 en caso contrario.

Por ultimo, hay que destacar que los resultados obtenidos hasta ese momento son
inefectivos, en el sentido de que no devuelven una cota explicita para la constante
¢(a), lo cual es muy relevante a la hora de establecer un criterio para la trascendencia
de un ndmero, asi como para cuantificar el nimero de soluciones que puede tener
una ecuaciéon de Thue. El primer resultado efectivo se debe a Roth y Davenport [31],
que utilizan el teorema de Roth para demostrar que si g, es el denominador de la
n-ésima convergente en la fraccién continua de o y

. loglog g,,(logn)'/2
lim

n— oo n

= —|—OO7

entonces « es transcendente.

Un resultado general lo obtuvo Feldman [37], basdndose en la teoria de Baker de
formas lineales en logaritmos [4], obteniendo cotas explicitas para constantes c(«)
y 7(«), dependiendo del niimero algebraico o de grado d, para las que la relacién
lo — §| > % es cierta cualquiera que sea el racional %. Las cotas en 7(«) fueron
mejoradas por Bugeaud and Gyory [13] usando esencialmente el mismo método de
Feldman-Baker, para hacerlas depender del regulador del cuerpo de niimeros Q(a),
y posteriormente por Bombieri [9] con un método completamente independiente de
las formas lineales en logaritmos.
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