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Diametro transfinito, constante de Chebyshev,
capacidad logaritmica

por

Francisco Luquin

RESUMEN.  El propésito de este trabajo es definir y desarrollar algunas pro-
piedades bésicas del didmetro transfinito y la constante de Chebyshev de un
conjunto infinito y compacto del plano complejo. Ambos conceptos fueron in-
troducidos en 1923 por M. Fekete, demostrando ademas su igualdad numérica.
Ademés de probar esta, calculamos este invariante numérico para el caso de
un intervalo y el circulo unidad, senalando por tultimo el papel fundamental
que juegan estos conceptos en el posterior desarrollo de la teoria de la apro-
ximacién de funciones mediante polinomios con coeficientes enteros. También
hacemos notar que otra definicion completamente distinta de las anteriores, la
de capacidad logaritmica, nos da el mismo valor.

Atendiendo a los nombres y definiciones de didmetro transfinito, constante de
Chebyshev y capacidad logaritmica es dificil pensar que pudieran estar relacionados.
Sin embargo, observando la expresion analitica de sus definiciones y la identidad

= 1
|(z=21) (2= z,)| = exp _210g|z—7z»| ,
i=1 ’

uno podria intuir que existiera una cierta relacion entre ellos; de hecho, tienen el
mismo valor numérico.

En este articulo, desde un punto de vista constructivo, estudiaremos la igualdad
de los dos primeros conceptos y su relaciéon con la Teoria de la Aproximacion de fun-
ciones mediante polinomios con coeficientes enteros, o Aproximacién Diofantica de
funciones mediante polinomios. Veremos que, en sus inicios a principios del siglo XX,
los trabajos sobre este tipo de aproximacion se reducian a esporadicas publicaciones
tratando casos particulares, si bien la resolucién de estos problemas individuales era
por métodos y técnicas totalmente nuevas y originales. Solo a partir de los trabajos
de M. Fekete, sobre todo con su introduccién del concepto de didmetro transfinito
[8], se establecié un marco comin que permitié entrelazar y relacionar los diferentes
trabajos existentes hasta esa fecha, configurandose las bases para esta nueva teoria
[9, 1].

Para la relacién e igualdad con la capacidad logaritmica, ver [2, 5, 19, 20, 21].

En todo lo que sigue, salvo definicién distinta, denotaremos por E un conjunto
infinito y compacto del plano complejo C.
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1. DIAMETRO TRANSFINITO

Denotemos por

1 1 1
z1 z9 RN Zn n
Viz,..yza) = | . — S| = IT G — =) (1)
: : ‘ : k=1
z{‘_l zg_l ezl k<i
el determinante de Vandermonde para z1,22,...,2, € E, n > 2. Es claro que en (1)
hay
n(n—1
n-1)4+n-2)4+--+1= %
factores. Sea
Vn:Vn(E): max \V(Z1,Z27~--azn)|- (2)
21,29,...,2n €EE

Este méaximo existe, en virtud de que E es compacto.
Hagamos

2
dp =V,
Esté claro que ds es el diametro del conjunto E. Por esta razén, d,, se llama didmetro

de orden n del conjunto E. Para n > 3, d, es el maximo de la media geométrica de
los lados de los poligonos de n lados por sus diagonales inscritos en E. El limite

d=d(E)= lim d, >0

n—oo

se llama didmetro transfinito del conjunto E (ver [8]).
Veamos que {di} es una sucesion decreciente y que, por lo tanto, existe este
limite.
En efecto, supongamos que el méximo (2) se alcanza en el sistema de puntos
fla s 7fn+1a
V&1, &nt1)| = Vg

Como
V(& bng1) = Eng1 — &) Ent1 — &2) - (Enr1 — &)V (&L, -+, &)

resulta
Vi1 < &ngr — &1l -+ &ns1 — &alVa- (3)

Del mismo modo, obtenemos

Vn+1 S |§n - §1| e |§n - gn—ngn - £7L+1|V7l

Virr < 61— &f -+ [&1 — &nll€r — Eng1|Van.
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Multiplicando (3) y (4), resulta

n+1 2 n+1,
V +1 § Vn+1Vn )

n

simplificando y elevando a i obtenemos

2

n+1)n(n—1)"
dnJrl S dna

y como d,, > 0 para todo n, siempre existe el limite

lim d, =d,
n—oo
y por ende el didmetro transfinito del conjunto FE.

Si F es un conjunto finito, entonces, por definicién, d(E) = 0.

Llamamos puntos de Fekete a n puntos de E en los cuales se alcanza el maximo
de (2), y al polinomio F,, que los tiene como raiz, polinomio de Fekete. La bisqueda
de los puntos de Fekete de un conjunto E es un problema estudiado, estos tienden
a adoptar la posicion mas alejada posible unos de otros y se colocan en la frontera
exterior de E, ademds su solucién no es tnica, por ejemplo, si E = {z € C: |z| = 1},
se sabe que todo conjunto de puntos equiespaciados es de Fekete, verbigracia, el
conjunto de las raices m-ésimas de la unidad. Los sistemas de puntos de Fekete
son muy utiles en la busqueda del polinomio de interpolacién de una funcién, y
es interesante estudiar la distribucién de dichos puntos cuando n — oo [2, 5]. Asi
mismo los polinomios de Fekete son asintéticamente 6ptimos para la resolucién del
problema de la constante de Chebyshev [5, 19]. Los puntos de Fekete también tienen
conexion con polinomios ortogonales y ecuaciones diferenciales [2].

2. CONSTANTE DE CHEBYSHEV

Sea H,, el conjunto de polinomios moénicos de grado n,

Po(2) =2"+c12" 4+ ey,

con coeficientes complejos arbitrarios ¢y, ..., c,. Hagamos
mn =my(E) = inf mix|P(z)] = inf |P], (5)
y escribamos
T =m/" (7 = my). (6)
El limite
T=7(E)= lim 7, (7)
n—oo

se llama constante de Chebyshev del conjunto E (ver [8]).
Demostremos que existe un polinomio perteneciente a H,, que alcanza el infimo
(5) ¥ que existe el limite (7). En efecto, sea

Py (2)y..y P (2),. .. ()
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una sucesién de polinomios de H,, tales que

méx | Py, (2)| = mpy, k — oo.
z€E
Fijemos unos puntos z1,...z,+1 € E y expresemos estos polinomios por la férmula

de Lagrange

(z—21) (2= 20-1)(2 — 2041) - (2 — Zn41)
P, (z)= P, (z,)- 9
nk( ) VZ=1(ZV_ZI)"'(ZV_szl)(ZV_ZV+1)"'(ZV_Zn+1) nk( v) ©)
Sea G D E un recinto acotado del plano tal que F estd en su interior ([15, pp. 194—
199]). Las expresiones (9) muestran que la sucesién de polinomios {P,, (z)} estd
equiacotada (o sea, es uniformemente acotada) en el recinto G, pues

| Py, (2)] < Izneég | Py, (2)| = s k — oo,

es decir, el conjunto de nimeros |P,, (z,)| estd acotado y, ademés, z estd acotado
en G. Como P,, (z) son funciones analiticas, se puede aplicar el principio de compa-
cidad de Montel:

Para que un conjunto de funciones analiticas en un recinto G sea com-
pacto en G, es necesario y suficiente que este conjunto esté equiacotado
en el interior de G.

Recordemos que un conjunto de funciones analiticas en un recinto G se dice que
es compacto en G si de cualquier sucesiéon de funciones de este conjunto se puede
extraer una sucesion parcial uniformemente convergente en el interior de G.

Por lo tanto, de (8) se puede extraer una sucesién parcial de polinomios {P,, 1 (2)}
que es uniformemente convergente en E. Estd claro que la funcién limite también es
un polinomio de la clase H,,

th(2) = 2" 4+ 12" P+ ey, (10)

pues junto con los polinomios elegidos convergen también sus coeficientes. En virtud
de (8), para el polinomio limite se tiene

[tnlloo = I?Eéé( [tn(2)| = m, > 0.

El polinomio (10) se llama polinomio de Chebyshev de grado n de desviacién mini-
ma (uniforme) a cero en el conjunto E. Sefialemos que, en el caso E = [—2,2], el
polinomio de Chebyshev es de coeficientes enteros.
Otra demostracion de la existencia de este polinomio puede verse en [9, p. 15].
En cuanto a la unicidad de tales polinomios, se sigue aplicando un resultado
conocido de Haar (ver [9, p. 16]), que enunciaremos en una version generalizada.
Aqui el conjunto X puede ser cualquier espacio compacto de Hausdorff.
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Si X tiene al menos n puntos y f1,..., fn son elementos de C(X) (fun-
ciones continuas complejas), entonces la aprozimacion de f € C(X)
mediante polinomios generalizados, Y ._, ay fi, es Unica, si y solo si 0
es la dnica funcion de la forma Y ;_; aifi que tiene n ceros distintos.
En particular, como una funcién de C(X), el polinomio t,(z) estd uni-
vocamente determinado.

Luego determinar los ¢, (z), equivale a considerar la aproximacién de la funcién
2" mediante combinaciones lineales de las funciones 1, z, 22,..., 2", pero, al ser
estas polinomios de grado a lo mas n—1, no pueden tener mas de n—1 ceros distintos
sin ser idénticamente nulas.

Veamos ahora que existe el limite (7). Para ello verifiquemos que la sucesién {7, }
estd acotada. En efecto, si zp € F, de (6) se sigue que

= 3 < 4 — 20)"| = méa - <
Tn n/rzneaé(|tn(z)|_n/rznea]%(|(z 20)™| rjleaédz 20| < D,

donde D es el didmetro del conjunto E.
Sean ahora «, § los limites inferior y superior de la sucesién 7,,

liminf 7, = «, limsup , = 5.
n—oo n—00

Se tiene a < 8 < 0o (por ser acotada). Demostremos que se verifica la igualdad.
Para un € > 0, tomamos (de los infinitos n € Z* que existen) un n tal que
Tn < a + €. Entonces, en F se tiene

x|t (2)| = 7 < (a+)".

Sean gy s, 0 < s < n—1, enteros positivos, y zg € F; entonces, para todo z € E,
se verifica
(2 = 20)*(tn (2))"] < D* (o + €)™,

de donde
Mingrs < méx |(z — 20)° (t (2))7] < D*(er+€)"™,

y, haciendo M = gn + s, resulta
v < DS/M(Oé+€)nq/M < Ds/M(a+€)lfs/M'

Pasemos a limites en esta desigualdad, cuando M toma valores de una sucesién para
la cual se alcanza el limite superior, lim sup,;_, ., 7ar; dejando n fijo, obtenemos

B<a+e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, resulta

Por lo tanto,
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Luego existe el limite (7).
Otra forma de probarlo seria a partir de la desigualdad

mn1+7L2 S mnl mnza

de donde

Mg < M.

Sea M = gn + s un entero arbitrario, 0 < s < n — 1. Entonces

my < MpgMs < m%ms

™ = Wy < m;]L/]Wmi/M _ Tqun/MTsS/M _ Trllfs/MTss/M'
Para cualquier n fijo, podemos pasar a limites cuando M — oo, de tal modo que se
alcance el limite superior; obtenemos
limsup7y =8 < 7.
M —o0
Pasando ahora a limites cuando n — oo, de tal modo que se alcance el limite inferior,

resulta

B < liminf 7, = «,
n—oo

lo cual implica que

b = a.

3. CAPACIDAD LOGARITMICA

Definamos (para esta seccién ver [2, 3, 5, 18, 19, 20, 21]) la siguiente variante de

la energia logaritmica de n puntos cualesquiera z1, ..., z, € E; escribamos
1 ] 2/(n(n—1))
I'(B) = —— Z log ———— = —log H|Z¢—Zj| .
n(n —1) < |zi — 2] L
AV L 1<J

Si consideramos que estos n puntos son los ceros de un polinomio P de grado exac-
tamente n (usaremos la notacién 9P = n), el problema de encontrar un conjunto de
Fekete de n puntos consiste en hallar el

inf I'(E).
Bglzn()

Veamos ahora el andlogo continuo de la buisqueda de los puntos de Fekete.

DEFINICION. Sea M(E) el conjunto de todas las medidas positivas finitas de Borel u
con soporte S(u) C E'y masa 1. Dada pn € M(E), se denomina potencial logaritmico
asociado a p a la funcién

Uu(z) = [ tog T )

|2 =t



LA GACETA % ARTICULOS 323

y energia asociada a p al valor

10) = [ [ o = dutt) dutz) = [ U, dut).

|z — |

Al valor infimo

I(E)= inf I
(E) . ()

lo llamaremos constante de Robin de E. La cantidad
C(E) = e~ 1(B)

se denomina capacidad logaritmica de F.

El célculo del valor de la constante de Robin y la btsqueda de una medida cuya
energia coincida con este minimo son una version continua del problema de hallar
las cantidades d,, y los puntos de Fekete.

Es conocido que la cantidad I(E) se alcanza en una medida ug, y si I(E) <
oo entonces esta medida es tnica. Una medida pug que cumpla I(E) = I(ug) se
denomina medida de equilibrio para E y el potencial U, (z) asociado a la medida
de equilibrio se denomina potencial de equilibrio. El siguiente resultado caracteriza
a la medida de equilibrio:

TEOREMA DE FROSTMAN. Sea E un subconjunto compacto de C, con C(E) > 0.
Entonces:

(a) U,y (z) < I(E) para todo z € C.

(b) U,p(z) = I(E) casi en todas partes sobre E, esto es, excepto para z pertene-
ciente a un subconjunto de E de capacidad cero.

Otro teorema fundamental, ademds del anterior, para la teoria del potencial es
el siguiente:

TEOREMA DE FEKETE-SZEGO. Sea E un subconjunto compacto de C. Entonces la

sucesion de los didmetros de orden n de E, {d,},>2, es decreciente y

d(E) = nh_{rgo d, = C(E).

Estos resultados se pueden sintetizar en el siguiente [5, 20]:

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DEL POTENCIAL. Sea E un subconjunto
compacto de C. Entonces:

(¢) d(E) = 7(E) = C(E).

(b) Los polinomios de Fekete son asintdticamente dptimos para el problema de
Chebyshev,
lim || F||" = 7(E).
n—oo nilE

Ademdas, si C(E) > 0, entonces pg serd unica y se verifica lo siguiente:
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(c) Los puntos de Fekete tienen distribucion asintdtica pg; es decir, los puntos de
Fekete se equidistribuyen segun la medida de equilibrio de F,
(d) El limite
lim |Fy(2)]'/" = exp(=Up(2))

n—oo

converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de la componente no
acotada (conezxa) de C\ E.

La teoria del potencial logaritmico se aplica en el estudio de un gran ntmero
de problemas en teoria de aproximacién, como por ejemplo al analizar el compor-
tamiento asintético de las raices n-ésimas de sucesiones de polinomios ortogonales

[2, 18].

4. RELACION ENTRE d Y T

En este apartado (ver [8]) probaremos que el didmetro transfinito es igual a la
constante de Chebyshev del conjunto E, es decir,

d=r.

Para ello, veamos primero que se verifican las desigualdades

my, < Yol < (n+ 1)my,. (11)
En efecto,
V<x7w1a cee 7’(/}71)
S P IR (g — ) e (@ — ).
V(1/117---71/1n) ( 1) ( )
Supongamos que x, 91, ...,¥, € E y que en 1, ...,1Y, se alcanza el maximo
[V (¥1,...,0,)| = V.
Entonces,
, ’ V(wilv"’vwn) V’n+1
< _ coi(p — = < .
ma S WK |(@ =) - (2= gn)l = mix )\ T ST S (12)

Ahora bien, como los polinomios de Chebyshev son ménicos podemos escribir la
igualdad

1 1 1
1 T2 Tn+1
V(z1, ... Tpy1) = : : : ,
vt gt xZI}
to(z1) to(xe) ... tp(Tper)

y desarrollando este determinante por los elementos de la tltima fila obtenemos

\V(ml,...,xn+1)| < |tn($1)||V($2,...,$n+1)|+~'-—l—‘tn(l'nJrl)HV(LL'l,...,xn)|. (13)
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Si, ahora, x1,...,2,4+1 € F son tales que se alcanza el maximo
[V(z1,...,Zn41)] = Vg1,
de la desigualdad (13) obtenemos
Vat1 < (n+1)m, V. (14)

De (12) y (14) se sigue (11).
Las desigualdades (11) pueden expresarse en la forma

V,
< L <y 1)
n
Multiplicando las desigualdades anteriores para n = 2,3,...,n y teniendo en cuenta
que Vo < 2my = 271, resulta
9 2 2 2 9 2
(3 ) TR < dy < (o )T (7 ) TR (15)

2 5
Pero V,""*" — 1y ((n+1)1)™# D7 — 1, cuando n — oo. No queda, pues, mas que
examinar

2
z 2 n
lm (ry75 - 7))+,

n—oo
Sea )
T, = (g - ) 007,
con lo cual
2 n
In7, =—— kln 7. 16
. (n+1)n 1; Tk (16)
Vemos que en esta suma hay
1
1424---4+n= @

sumandos, ya que In7y estd repetido k veces. Como 7, — 7 cuando k — oo, la
sucesion formada por los 7; en la que cada 7 se repite k veces converge hacia 7. Por
lo tanto, la sucesién correspondiente de logaritmos

InTy, In7o, In7o, ..., InTy,, ..., InTy, ... (17)

tiende hacia In 7. Es sabido que la sucesién cuyo término general es la media arit-
mética de los términos de otra sucesién converge hacia el mismo limite; en nuestro
caso, con (16) y (17),

lim InT,, =1InT.
n—oo

De aqui que

lim T,, = 7.
n—oo

Pasando ahora a limites en (15) obtenemos la igualdad requerida, 7 = d.
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5. CALCULO DEL DIAMETRO TRANSFINITO: EJEMPLOS

5.1. CircuLo

Sea E el circulo {z : |z| < p}. Como el principio del médulo méximo nos asegura
que si f(z) es una funcién analitica en un conjunto cerrado y acotado E, el méximo
de |f(2)| se alcanza en la frontera de E, podemos considerar indistintamente un
circulo o su circunferencia ya que el didmetro transfinito no varia. Denotemos por

C, su circunferencia {z : |z| = p}.

Para cualquier polinomio P,(z) = 2" + ¢12" 1 4+ -+ + ¢p, ¢; € C se tiene

p2nSp2n+|cl|2p2n72+“_+‘Cn|2:

pues
1 e —m 4% 0 sik#m
— 2z — =
2mi Je, z p*F sk =m.

Por lo tanto, aplicando esto al polinomio ¢,(z), resulta
p" < my,.
Ahora bien, para p,(z) = z" se tiene
, .
max |pn(2)] = o

por lo tanto,
pngmngl)nv Tn = /My =P

d=71= lim 7, = p,
n—oo

luego el didmetro transfinito del circulo |z| < p es igual a su radio.

5.2. SEGMENTO RECTILINEO

Sea E el segmento rectilineo —a < z < a.

1 dz
_— P 2z
i PP

< m.

|2|

ax | P, (2)|%,
=p

Para cualquier polinomio P, (z) = 2™ + ¢12" L + -+ + ¢y, ¢; € C, se tiene

mix [P, ()| = mix [Py(acosa) = mix [Qu(a)],

donde @, () es un polinomio trigonométrico:

Qn(x) =ap+ajcosx + -+ + ay cosne,

Ahora bien,

2n

a 1 — 1 [ )
g3t < lao* + 3 ]; Jakl* = o [W (@n(@) de < midx |Qn()]?,
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de modo que
n

a [
iz S (BAX |Qn(@)] = mix|Pa(z)]
Esta desigualdad se verifica para cualquier polinomio con el coeficiente superior igual
a 1, luego en particular para el polinomio de Chebyshev de este segmento.

Por otra parte, para el polinomio de Chebyshev de coeficientes reales de este

segmento
n

_a x
ty(x) = n=1 CO8 (n arc cos a),
se tiene
a'll
tn = .
g (o) = g

Por lo tanto,

a’ﬂ

Wﬁmngﬁ
de donde
d=7= lim ¢Ym n_,

n—oo
luego el didmetro transfinito del segmento —a < x < a es igual a la cuarta parte de
su longitud.
El didmetro transfinito de este intervalo también se podria calcular considerando
el mismo cambio pero para 0 < x < 27. Entonces, como antes para cualquier
polinomio,

P.(2) = Py(acosz) = a"cos™ x +cra" tcos" a4+,

i —iz\ " et iz\ "1
(Y e ()

n

n n
; a S Na%Y i ik
Z Agett®, A, = o = A_,, P,(2) = Z Ape~ ke,

k=—n k=—n

Ahora, teniendo en cuenta que

2m .
1 ei(kfl)z de = {0 sik 7é L
0

27 1 sik=l,
obtenemos
A < 3 I = o [ (030 e ) (30 A an
k=—n k=—n k=—n
y de aqui,

n\ 2 n n
a < ik A, o—ikx _ ‘ 2
<2n> 2 < nggﬂ ((ké Are ) ( E Are >> = —géa?éa |Pn(2)].

k=—n
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Aplicando esta desigualdad a t,,(z), resulta
an

Si, como antes, consideramos el polinomio de Chebyshev de coeficientes reales de E,

obtenemos a “
21/(2n) <71, < 21/n w
g ==y

y de aqui,

, a
d=7= lim 7, = =
n—00 2

5.3. COMENTARIOS ADICIONALES

Si se considera probado que si E C R (ntimeros reales) entonces t,,(z) tiene coefi-
cientes reales para cada n, podriamos calcular directamente sobre estos polinomios
el didmetro transfinito de un intervalo.

En [9, pp. 22-23], para el clculo del didmetro transfinito de un intervalo y circulo
cualesquiera, se calculan directamente los polinomios de Chebyshev para el intervalo
[—1,1] y para el circulo unidad (en este caso t,(z) = 2™), y por ende sus didmetros
transfinitos, y de estos pasamos a los valores correspondientes a cualquier intervalo
y circulo aplicando las igualdades

d(zo + E) =d(E), d(20F) = |2|d(E), Vz€C, ECC,
a las expresiones

a+b |b—aq|

[a,b] = 5 + 5

para cualquier segmento [a,b] y circulo E C C de centro zg y radio p, siendo T el
circulo unidad. De donde

[7171]3 E:ZO+PT7

o) = o Lagr = 22,

luego el diametro transfinito de cualquier segmento es la cuarta parte de su longitud.
Para el calculo explicito del didmetro transfinito de més subconjuntos compactos
del plano, por ejemplo arcos circulares, ver [11, 14, 21].

6. DIAMETRO TRANSFINITO Y APROXIMACION DIOFANTICA DE FUN-
CIONES

Salvo que se sefiale algo distinto, todos los resultados de este apartado —y mucho
méas— se encuentran enunciados y demostrados en el libro [9]. No obstante, con el
fin de mostrar un poco parte de la técnica que se emplea, presentaremos algunas
demostraciones.

Aparentemente, el primer resultado concerniente con la aproximacién de funcio-
nes mediante polinomios con coeficientes enteros como tal, es el siguiente de P4l [17]
en 1914:
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Sea [ una funcion continua de valor real definida en un intervalo [—a, o,
0 < a < 1. Entonces f puede ser aprozimada uniformemente con preci-
sidn arbitraria (c.p.a.) mediante polinomios con coeficientes enteros si y
solo si f(0) es un entero.

Kakeya [12] public6 en la misma revista la siguiente generalizacién del resultado
de PAl:

Una funcidn continua de valor real definida sobre [—1,1] es aprozimable
uniformemente c.p.a. mediante polinomios con coeficientes enteros si y

solo si f(—1), f(0) y f(1) son enteros y f(—1)+ f(1) es par.

Ademss, en este mismo trabajo establece lo siguiente:

En cualquier intervalo de longitud > 4 ninguna funcion puede ser apro-
rimada uniformemente c.p.a. mediante polinomios con coeficientes ente-
ros, excepto si ella misma es uno de tales polinomios.

En 1925 Chlodovsky [6] demuestra que

st [a, b] es un intervalo que no contiene un nidmero entero, entonces cual-
quier funcién real continua sobre [a,b] puede ser uniformemente aproxi-
mada c.p.a. mediante polinomios con coeficientes enteros.

L. V. Kantorovic [13] (Premio Nobel de Economia en 1975) en 1931 demuestra
que

una funcion continua de valor real sobre [0,1] es aproxzimable uniforme-
mente c.p.a. mediante polinomios con coeficientes enteros si y solo si
£(0) y f(1) son enteros.

Veamos la prueba de este resultado.

Que la condicion es necesaria es trivial, ya que un polinomio de coeficientes ente-
ros toma un valor entero en un niimero entero. Para ver la suficiencia emplearemos
uno de los métodos de demostraciéon utilizados en esta teoria: usar los resultados ya
obtenidos en aproximacién mediante polinomios con coeficientes reales. Veamoslo.

Es conocido que la sucesion de los polinomios de Bernstein

s = 30 () () -

de una funcién f(x) converge uniformemente a dicha funcién sobre [0, 1], por lo que
serd suficiente con buscar la aproximacién para los {B,(f,z)}. Sea {B.(f,z)} la
sucesién de polinomios de Bernstein donde cada coeficiente de (1 — x)"~* se ha
sustituido por su entero mas préximo, luego

n—1

7@ = B(f,0)] < [£(@) = Balf. )| + 5 D0 o0 — )

=1

IN
TR

+ - =g, Ve [0,1],

<
2
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ya que f(0)y f(1) son enteros y ademds

n—1 nfl(n)
in(l _ x)n—i < Z 711 ;Ci(l _ :L‘)n_i <
i=1 i=1 (1)

Si consideramos polinomios con coeficientes reales, entonces el bien conocido
teorema de Weierstrass de 1885 establece que cualquier funcién continua puede ser
aproximada uniformemente c.p.a. mediante dichos polinomios, sobre cualquier inter-
valo cerrado y acotado. Vemos que en el caso que nos ocupa —el de la aproximacion
uniforme mediante polinomios con coeficientes enteros— existen dos diferencias fun-
damentales para que se verifique dicho teorema. La primera es que solo aquellas
funciones que satisfagan ciertas condiciones aritméticas son aproximables, aumen-
tando estas conforme la longitud del intervalo tienda a cuatro. La segunda es que, en
aproximacién mediante polinomios con coeficientes enteros, si el conjunto sobre el
cual ha de tener lugar la aproximacién es tomado demasiado «grandey, el problema
es trivial; en concreto, si el didmetro transfinito no es menor que uno, no existe dicha
aproximacion.

Hay un resultado anterior publicado por Hilbert [10] en el afio 1894, en el cual de-
mostraba la existencia de polinomios con coeficientes enteros y normas cuadréticas
arbitrariamente pequenas. Si bien el resultado es sobre polinomios con coeficien-
tes enteros, el trabajo no estuvo encuadrado dentro del marco de la aproximaciéon
diofantica sino en el de la teoria de los polinomios ortogonales, en concreto, en la
de los polinomios de Legendre; no obstante, después de los trabajos antes citados
de M. Fekete se reconoceria la relacién y aplicaciéon de dicho teorema en la Teoria
de la Aproximaciéon Diofantica de funciones mediante polinomios. El enunciado del
teorema es el siguiente:

, Yz el0,1].

1
n

Sib—a < 4, entonces para todo 0 < & < 1, existe un polinomio P, (x)
con coeficientes enteros racionales, no simultaneamente nulos, tal que

f; P2(x)dx <e < 1.

Este teorema no es valido para los segmentos de longitud mayor o igual a cuatro.
M. Fekete en [8] también demuestra el siguiente teorema:

Para cualquier ndmero natural n, existe un polinomio P,(x), de coefi-
cientes enteros no simultdneamente nulos, de grado no superior a n, tal

4 < b—a "/2_
que mis [Pa(o)] < 20 +1) (1)

Luego si b—a < 4 siempre existe un polinomio de coeficientes enteros no todos nulos,
tal que Iiléi(b |P,(z)] < e <1,y como en el caso del teorema de Hilbert, esto no
alz<

ocurre si b — a > 4.

La importancia de la existencia de este tipo de polinomios de normas arbitraria-
mente pequenas viene dada por los resultados de tipo general (ver [9, p. 9, pp. 15-25])
que vemos a continuacién. Sea R cualquier subanillo discreto de C; por discreto se
quiere decir que R es discreto como subconjunto del espacio topolégico C. No obs-
tante, para las demostraciones necesitaremos principalmente la siguiente condicién
equivalente a que un subanillo R de C sea discreto: si 0 # a € R entonces |a| > 1.
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PROPOSICION. Sea (H, | - ||*) un espacio lineal normado de funciones que contiene
a R[z] (polinomios en z con coeficientes de R) y f € H\ R[z]. Si f es aproximable
c.p.a. mediante elementos de R[z], existen elementos mdnicos de C[z] (polinomios
en z con coeficientes de C) con normas || - ||* arbitrariamente pequerias.

Veamos la prueba de esta proposicién:
Por hipétesis, para todo € > 0 existen elementos distintos ¢(z),p(z) € R[z] que
verifican

lg—pl*=llg—f+f—pl" <llg—=fII"+If —pl"<e/2+e/2<e.

Ahora bien, al ser ¢(z) y p(z) distintos, su coeficiente principal ¢ € R serd distinto
de cero y, al ser R subanillo discreto, |¢| > 1. Entonces (g(z) — p(z))/c es ménico,
pertenece a Clz] y ||(¢g —p)/c||* < e.

TEOREMA. Sean E un subconjunto compacto de C. Entonces, d(E) > 1 si y solo si
todo polinomio mdnico p(z) de C|z] verifica ||p|g = méx.cp [p(2)| > 1.

Luego como consecuencia de este teorema y de la anterior proposicién se demues-
tra que:

Si d(E) > 1 entonces ninguna funcidn sobre E puede ser aproximada
uniformemente c.p.a. mediante elementos de R[z] excepto si ella misma
pertenece a R|z].

Este resultado también es valido para la aproximacién en norma L, ([a,b]), con 1 <
p < oo.

Veamos esto ultimo para el caso cuando el anillo de los coeficientes es el de los
enteros racionales. El enunciado quedaria:

Si [a,b] es un intervalo de longitud cuatro o mds, entonces ningin ele-
mento de Ly([a,b]) \ Z[z], 1 < p < o0, puede ser aprozimado en norma
L, mediante elementos de Z[z].

Hagamos su demostracién:
Es conocido que el polinomio ménico de Chebyshev de segundo orden de grado n,

1 sen ((n+1)cos™tx

es el de minima desviacién Li([—1,1]) a cero entre todos los de su clase, y verifica
|Unll1 = 217", Mediante el usual cambio de variable del intervalo [—1, 1] al intervalo
[a,b], y = b8y 4+ 252 obtenemos que, sobre [a,b], [|Unli = (b — a)((b— a)/4)"
donde U, es el polinomio ménico de menor L; norma en [a,b]. Aplicando ahora la
desigualdad de Holder para un p fijo, 1 < p < 0o, y un polinomio ménico R, (x) de
grado < n, tenemos, para p~! +q¢ ! =1,

b b 1/p b 1/a
IRl = [ Ra@iae < ([ Ratpac) ([ arac) < iRl 0 02
a a a
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y, de aqui,

b— n
IRally = (0= ) Rl = (-0 (P) 21

Es curioso que en norma L, no haya que imponer condiciones aritméticas a la fun-
cién.

Ademas del didmetro transfinito existen otras constantes también asociadas a un
subconjunto compacto F de C.

1.— En [8] Fekete también considera el conjunto H,, de polinomios ménicos con coe-
ficientes complejos y cuyos ceros todos pertenecen a F y sus correspondientes
R - -1
valores My, t,(2), Tn = mn/ " para los cuales se cumple
lim 7, =7=d=d.
n—oo

2.— Puede probarse ([9, p. 143]) —de manera similar a como en el caso del didmetro
transfinito— que existe el limite

’ 1/n
dim [|P||" = 5(E),

donde P, # 0 es un polinomio de coeficientes enteros de grado < n y minima
norma uniforme sobre E. Se verifica que §(E) < \/d(FE), y d(E) < §(E) si
d(E) < 1. A diferencia de d(F), la cantidad §(E) si puede variar por traslacion
de E.
El caso del intervalo E = [0, 1] es un caso particular ya que, como observaron
Schnirelman y A. O. Gelfond, existe una esperanzadora relacion entre el valor
de 6([0,1]) y el teorema del nimero primo ([4], [9, p. 143], [16, pp. 179-193]).
H. L. Montgomery ([16, p. 182]) considera el conjunto F de todos los polinomios
con coeficientes enteros, irreducibles sobre Q (ntiimeros racionales) y todas sus
raices pertenecientes al intervalo [0, 1], y toma

;. e 1/N

b= hl{pE 1]r__1f c 1\%

OF=N

donde ¢y > 0 es el coeficiente principal de F'. Prueba que 6(E) < 8y conjetura
que 0(E) = 5.

La aplicacién del método del didmetro transfinito ha sido muy fructifera en di-
ferentes areas de las matemaéticas; ya hemos visto que su técnica ha sido utilizada
tanto dentro de la Teorfa del Potencial como en las Teorias de la Aproximacién [20] y
de los Polinomios Ortogonales [2, 3, 5, 19]. Una aplicacién en Geometria y Topologia
puede verse en [11, 14, 19, 21].

ACGRADECIMIENTOS. El autor agradece a su colega Pedro Alegria de la UPV/EHU
y al revisor sus tutiles comentarios, asi como la prontitud de este en la lectura y
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