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Series de productos de senos (y cosenos)

por

Antonio J. Duran, Mario Pérez y Juan Luis Varona

RESUMEN.  En este articulo mostramos expresiones explicitas para las series

> m+1

PR 1_1 n(rma)

m=1

conn € NU{0} y |z1] + |z2| + -+ Jax| < 1,0

oo k

Gt g L@ s 72
m=0 j=1

asi como algunas otras con cosenos en vez de senos, o con un pardmetro adi-
cional.

1. INTRODUCCION

Llamamos «identidad bésica» a la siguiente férmula, que se puede encontrar en
[13, §5.4.15, (20), p. 744]: para cada k € N,

o erl k

Z Hben T ;) ij, (1)

=1 j=1

si|zq| + |ze| + -+ |zi| < 1.
Unas pocas observaciones antes de continuar:

(a) Para k =1, eso es la serie de Fourier de z/2:

o0
-1 m+1 1
(=1) sen(mmz) = - x, |z| < 1.
m™m 2
m=1
(b) El (—1)™*! se podria evitar usando sen(mmx) = (—1)"*! sen(mm(1—=x)). Esto
se podria hacer en cualquiera de los x;, y lo que ocurre es que la expresién
serfa valida en un dominio distinto; por ejemplo, con k = 2 tendriamos

[e%e] 2 1 .
1 s(1—x)ze, si|l—x|+ |z2| <1,
5 Ilsen(ﬂ'mxj): f( 1)72 | 1] [
(mm) s21(1 —x2), si|z|+[1 -2z <1

j=1
En la préctica, esto complica mucho las expresiones y los dominios en los que
dichas expresiones son validas, asi que no nos vamos a ocupar de ello.

m=1
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(c) Si escribimos (1) en la forma

oo 1ym+1 ! 1k !
sen(rmax Ilsenﬂm 77” Il

Z (rm)R+ H v ys) = 5 Ys

m=1 r=1 s=1 r=1 s=1

(que es vélido cuando |z1|+- - -+ |xg|+|y1|+- - - +]yi| < 1) y derivamos respecto
de todas las variables y;, obtenemos

oo

m+1 k 1 k
E HSGH TMI HCOS 7rmys = inzr,
r=1

=1

que es [13, §5.4.15, (21), p. 744]. Solo con este truco se pueden sumar bastantes
méas combinaciones trigonométricas que las que analizamos en este articulo,
pero de nuevo no incidiremos mas en ello.

(d) De (1) también se deduce que, para n un entero positivo,

%) m+1 k+2n
Z H sen(mmz;) = 0.
=1 j=1

En efecto, basta usar (1) con k + 2n en lugar de k y derivar 2n veces con
respecto a una cualquiera de las variables x;. Por supuesto, esto se podria
aplicar a muchas otras series de las que aqui sumamos.

El objetivo de esta nota es dar una identidad mucho més general que (1), que
proporciona una expresién explicita para las series

] 1)m+1 k
§ : k+2n H sen(mma;)
i j=1

con n € NU {0}, y que de nuevo es valida si |x1| + |z2| + -+ + |zx| < 1. Dicha
expresién, que resultard ser un polinomio (simétrico) en las variables z;, se puede
ver en el teorema 3. En realidad, conviene cambiar mz por 2mm en el denominador de
los sumatorios; en la serie anterior no tiene ninguna importancia pues se compensa
cambiando x; por x;/2 y extrayendo una constante multiplicativa del sumatorio,
pero también analizaremos series con expresiones del tipo ((2m + 1)7)* y ahi el 2
ya no se puede cargar en los x; ni extraer una constante multiplicativa. Asf pues, lo
que daremos en el teorema 3 es una expresiéon explicita para

o m+1

Z 2m7r oy Hsen 2mmx;/2), (2)

1 j=1

conn € NU{0}, y vélida si |z1|+|z2|+- - -+ |2zk| < 1. (Por supuesto, en el teorema 3
escribiremos sen(mmx;), pero aqui hemos puesto 2mmx;/2 para que se vea claro a
qué nos referimos.)
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Asi mismo, estudiaremos las series de la forma

Z B Gl K ﬁ sen((2mm — p)x;/2) (3)
s, (2 — p)hen =1 o

(teorema 8) y

()" g

(teorema 5). En particular, (4) con p = 0 proporciona las sumas de

S o VN
2 (@ e LLsen(@m 4 D /2) 5)
m=0 j=1

(corolario 6). Es interesante destacar que al sumar (2) aparecen los nimeros de
Bernoulli, mientras que en (5) aparecen los de Euler; en los casos generales con p,
en (3) aparecen los polinomios de Apostol-Bernoulli, y en (4) los de Apostol-Euler.

Por dltimo, estudiaremos series similares con productos de cosenos. Véanse los
teoremas 9 y 10 y el corolario 12. Realmente, quizas hubiera sido més natural estudiar
primero lo que ocurre con las series de productos de cosenos (algunas expresiones
son més sencillas y lo que ocurre con los senos se puede obtener derivando), pero
nuestro interés en este tema surgié de intentar generalizar la «identidad bésica» (1),
vy hemos querido mantener las argumentaciones a partir de alli.

Las técnicas que utilizamos en este articulo son las mismas que aparecen en [8,
§ 3], pero explicadas con mds detalle. En realidad, el objetivo de [8] es méds general
y méas ambicioso, lo cual no siempre permite encontrar expresiones tan «cerradasy
como las que aqui obtenemos. En particular, en [8] no se analizan las series (3)
o (4). Ni tampoco se muestra cémo los coeficientes de los monomios (en las variables
Z1,...,Zk) con los que se expresaran las series estdn relacionados con las particiones
de Ramanujan (véanse las secciones 5y 9).

Recordemos que los polinomios de Bernoulli Bg(x) y los polinomios de Euler
Ey(z) se definen, por medio de una funcién generatriz, como

k

S B =Y RGO ©

ZeZEZ

(dos series que son convergentes en un entorno de z = 0). No es dificil demostrar
usando (6) y algin célculo con series de Taylor que By (z) y Ex(z) son polinomios
monicos de grado k. Ademds, se denominan niimeros de Bernoulli a By (0), y ntimeros
de Euler a 2¥Ey,(3). Las definiciones y propiedades de estos polinomios y ntimeros
se pueden ver en [7].

Los polinomios de Bernoulli y los de Euler son casos particulares de los denomi-
nados polinomios de Appell, que fueron introducidos por Appell en 1880 (véase [2])
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y comparten muchas propiedades interesantes. Una familia de polinomios de Appell
Ay (z) se define por medio de una funcién generatriz

) E
xTrz Z
A(z)e :E Ak(x)g,
k=0

donde A(z) es una funcién analitica en un entorno de z = 0. Si A(0) # 0, cada
polinomio A (z) tiene grado k (si A(z) tiene un cero de multiplicidad m en z = 0,
los polinomios Ag(z), ..., Am—1(z) son nulos y los demés Ax(x) tienen grado k—m).
Dos propiedades tipicas de los polinomios de Appell son A} (z) = kAr_1(z) y la
«férmula binomial»

k
Agla+b)=>" (’;) Ap_i(a)b. (7)
=0

Los polinomios de Apostol-Bernoulli y de Apostol-Euler son también polinomios
de Appell, y se definen anadiendo un pardmetro A a las funciones generatrices (6).
Veremos las definiciones, y las propiedades que necesitemos, en la seccién 6.

2. UNOS POLINOMIOS AUXILIARES (SENOS)

Fijado k£ € N, comencemos definiendo

(_1)’m+1 iTmx
Pi(z)= > e lz| < 1. (8)
meZ\{0}

Vamos a identificar estos P (z). En particular, aqui vemos que Py (z) es un polinomio
de grado k que es una ligera variacién del polinomio de Bernoulli By (z):

PROPOSICION 1. Sea k € N. Se tiene

Pi(e) = 2 By((1+0)/2),

para x € (—1,1) (y también en los extremos si k > 2).

DEMOSTRACION. La férmula de Hurwitz para los polinomios de Bernoulli dice esto:

2mima
e

Bi(x) = —k!' > G

meZ\{0}

véalido para x € (0,1) si k =1y para z € [0,1] si k¥ > 2. Aunque hay otras maneras
de demostrar esa férmula, se prueba muy facilmente por induccién integrando por
partes sin mas que usar Bj(z) = kBi_1(x) (se puede ver, por ejemplo, en [11,
secci6én 2] tomando A = 1).
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Entonces, podemos escribir (8) como

Pk(l‘) — Z (_1)m+1 eiﬂmm - _ Z ermm ei7r2m(r/2)
(2mmi)k (2mmi)k
meZ\{0} m€eZ\{0}
1 orim/2ta/2) _ 1
_ Tim T E— 1 2
> G B+ 2)/2),
meZ\{0}

valido para (1 4+ x)/2 € (0,1), es decir, x € (—1,1) (y también en los extremos
x==1sik>2). O

En particular, de ahi, y dado que los polinomios de Bernoulli son ménicos (y el
polinomio k-ésimo tiene grado k), es obvio que Pr(z) es un polinomio de grado k
cuyo coeficiente director es 1/(2Fk!).

Maés adelante utilizaremos de manera explicita los coeficientes de los polinomios
Py (z), asi que vamos a darlos. Emplearemos aqui que los polinomios de Bernoulli
cumplen

k
Bk(CL + b) = Z (?) Bk_l(a)bl (9)
=0

(véase [7, férmula 24.4.12)), la denominada «férmula binomial» que, como ya hemos
comentado en la introduccién, es una propiedad que satisface cualquier familia de
polinomios de Appell.

PROPOSICION 2. Si para k € N denotamos

k
Pe(x) =Y pisa,
1=0
se tiene 1 okl o
PLk = Sy <l> (2" —2)By = TR Bj—i,
donde Bj es el nimero de Bernoulli B; = B;(0).
DEMOSTRACION. Sin mds que aplicar (9) y B; (%) = —(1 — 2'79)B; (véase [7, for-

mula 24.4.27]) tenemos

k :Ul
Py(z) = %Bk((l +2)/2) = %Z (?)Bkl(é)y
: T 1=0

1< [k 1— kil !
:—Eg l (]._2 )kal ?,

y esto prueba el resultado. O
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3.  EL RESULTADO PRINCIPAL (SENOS)

Veremos aqui una expresién general para la serie (2), que va a ser un polinomio
en las variables ;. Para ello, vamos a manipular (2) con la ayuda de los polinomios
Pj(z) que hemos definido en la seccién anterior. Previamente, necesitamos introducir
cierta notacién adicional.

Sin més que usar sen(r) = (e!* — e~%*)/(2i), tenemos

k . k .
ot~ T 5 e
i=1 : !

|
=
[N}
<

Por lo tanto,

0 m+1 k k+2n ( 1)m+1 k

Z 2m7r oy v Hsen (mma;) = —5— Z mriFo Hsen (mma;)

mzl j=1 meZ\{0} Jj=1

_ jE+2n Z €1 gk Z ﬂeiﬂm Z:Zl e

)k \k+2n
2 S B Sy Bmmi)
k
(_l)n €1 EL
) > —oi Dr2n > “eja ). (10)
€1, =21 J=1

Observemos que la condicién |z| < 1 de (8) se convierte entonces en
k
‘ E 6]‘1‘]" <1
=1

para todos los €1, ..., e posibles. Esto equivale a Z?Zl lz;| < 1.
Descompongamos ahora el Py, (x) final de (10) segtin la proposicién 2, es decir,
Pyion(z) = Zz o o rronz!. Entonces, lo que tenemos que hacer es calcular

k l
E...gk
Sp(r,..m) = Y 12]€(Z€jxj> (11)
=1

61,..‘,‘5)@::‘:1
para [ = 0,1,...,k + 2n (a menudo escribiremos S! sin sefialar su dependencia de
los ;).
En lo que sigue usaremos la «férmula multinomialy
! il l
W+ttt = > (h - l>y;y;~..y,:

lLitlot+le=l
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(en el sumatorio, los [; son enteros no negativos, pero pueden ser 0), donde los
«coeficientes multinomiales» son’

l I
=——— conl l el =1 12
(ll,lg,...,l;) AN Ll (12)
Por supuesto, el valor de este coeficiente permanece invariante ante permutaciones

de los /; (implicitamente, esto se usa a menudo).
Asf pues, con (11) podemos hacer lo siguiente:

k l
si= Y (ij%)
j=1

€1,..,=%1
_ E E 1 kb1 Uy
_27 €1 €k ll lk 51...Ekx1...xk
E1,..,6p==1 I+l =l e
1 l !
_ I o S ¥ o O S R )
=% 2 ) 2 emearteay
T4t lp=1 ’ ’ €1,..,6p==1
k
1 l 1i+1
=% > ! H( > & )xlll"'xick'
Ltotly=t N1tk G0 Yo
. 1i+1 .
Si alguno de los I; es par, > _ 5J:7+ =1—-1=0, y el correspondiente sumando
5=
. . Lj+1
en > .y —; es nulo. Sitodos los [; son impares, > _ _ 1, gj-7+ =1+4+1=2 para
- =

todo j y, en consecuencia,

l
Sh(xy,...,x1) = Z (h l;)xlll ik, (13)

li+Hlp=l
l; impares
Hay dos casos en los que es facil identificar que estos S,lf son nulos:

» Sil <k, y como estamos tomando los [; > 0 y de modo que l; +--- 41 =1,
siempre algtin [; tiene que ser 0 (que es par), luego S, = 0.

» Al sumar £ ndmeros l; impares, su suma tiene la misma paridad que k. En
consecuencia, St = 0 cuando | — k es impar.

Aplicando esas dos observaciones, (10) queda asi:

TEOREMA 3. Sean k € N y n € NU {0}. Asi mismo, sean Sk(x1,...,2x) los poli-
nomios que aparecen en (13), p i los coeficientes dados en la proposicion 2 y By los

l

ICuando k = 1, el tnico coeficiente multinomial vélido que hay es (l) = 1, asi que no hay

confusion ente coeficiente binomial y multinomial: coinciden cuando existen ambos. Para a < I,
la notacién (a) no significa nada como coeficiente multinomial; pero, si quisiéremos escribirlo con

notaciéon de coeficiente multinomial podriamos hacerlo, ya que ((ll) = #‘_a), = (a ll—a)'
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numeros de Bernoulli. Entonces,

e m+1 k B
Z 2m7r (2mm)k+2n Hsen mn;) 5(3:1,..~,:Ek)
1 =1
(—1)n n B2n—2s(%) pio
) 4 (. u
2 ;2k+23<k+28)'(2n—25)| k (Il, 7xk) ( )
—1 n+1 M 22n—23 —_9\B i
(1) O Bonae gz )

2Rl o (4 25)1 (2n — 25))

st |xy| + |@e| + -+ |zi| < 1.

4. CALCULO EXPLICITO DE LOS CASOS n =0,1,2,3,4 (SENOS)

Vamos a analizar con detalle los valores de n «pequenosy». En lugar de aplicar
directamente la férmula (14) del teorema 3, veremos, en estos casos particulares,
como se razona partiendo de las expresiones anteriores; realmente, fue el andlisis
previo de estos casos lo que nos permitié vislumbrar el teorema general.

4.1. CAsO n =0 (IDENTIDAD BASICA)

Si en (10) o (14) tenemos n = 0 (caso de la «identidad bdsica» escrita como
en (2)), el tnico [ en (11) que no es < k es I = k; en otras palabras, el miembro
de la derecha de (14) se reduce a un tinico sumando. El correspondiente coeficiente
multinomial es (ll lzl... lk:) = (1 lk 1) =kly

S,lj :k‘!ﬂh”nﬁk.

Por lo tanto (recordemos que el coeficiente director de Py(z) es pr = 1/k!, segin
vimos en la proposicién 2),

0o m+1 1 €1 Ep k k
Z 2m7r H sen(mmz;) = 3 Phok Z T (Z ijj)
, =

m=1 j=1 €1y, =21

1 11 1
:ka,kéfziﬁk!xyka:ﬁnxj

y hemos probado la «identidad basica».

4.2. CAason=1

Remontandonos a (11), I llega hasta k + 2, y todos los S,lC con | < k son nulos.
En el caso I = k + 1, también S}j“ = 0, pues no hay forma de escribir [ = k + 1
como suma de k ntmeros I; impares. Asi pues, hay que analizar los casos [ = kK y
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I = k + 2. Por supuesto, estos son los dos sumandos que aparecen en el miembro de
la derecha de (14), Sf y SF+2.

Ya hemos visto en el caso n = 0 que S,’j =klxy---xp. Para l = k + 2, la forma
de obtener | sumandos [; impares es tomando todos ellos iguales a 1 salvo uno de
ellos que sea 3; y todos los correspondientes coeficientes multinomiales en (12) son
(k + 2)!/31. Ademas, si en el término de la derecha de (13) sacamos xy - - - xy, factor
comun, lo que tenemos es

' k
S]]§+2 _ (k-;2)xlxk<2x?>

Jj=1

Usando (10) con n = 1 (los dos tnicos coeficientes de Pyya,(z) que interesan son
Dk.k+2 Y Pk+2,k+2), tenemos ahora

00 (— 1)m+1 k (_1)1 N oo
Z W Hsen mmw;) = T(pk,kHSk + Drt2,k+25 )

m=1
~1 (k+2)! k
> (Pk kt2k! T1 - T+ Pryokr2 T (Z$ ))

j=1

R

J=1 Jj=1

Segun la proposicién 2, y teniendo en cuenta que By =1/6 y By = 1,

-l (k+2\22-2, -1 2 -1
pk,k+2—m k ok+2 2*k!2!2k+26*6.2k+2k!7

_ ol (k202 1
Pra2kt2 = G700 ke +2) 22 70 T 9kF2(k 1 o)1

llegamos a
< (Zpym k k k
Zl (2m7r)k+2 H sen(mma;) (H ) ( Sok+2 2’<+2 (le )>
m= : 1=
) &
= R (1 — Zx?) Hx]

j=1 i=1

4.3. Cason=2

En este caso, en (10) aparece Pj14 y, con los mismos argumentos de paridad que
hemos manejado hasta ahora, son tres los S,lC (con I < k +4) que hay que tener en
cuenta, S,’j , S,§+2 y S,§+4 (todos los demds se anulan); a su vez, los correspondientes
coeficientes de Py44 que hay que usar en (10) son pg k44, Pk+2,k+4 Y Pkt k4. Asi,

oo ( 1)m+1 k (_1)2 i o s
W Hsen mmr;) = 9 (pk,k+48k; + Prt2 448y T+ PrrapraSyT ),

m=1
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que obviamente es la primera linea de (14). Ya conocemos Sk y S,’j“; analicemos
Sy, Ahora hay dos tipos de coeficientes multinomiales (l o k4 lk> con [; impares

(y cuya suma sea k + 4): (a) que un [; valga 5 y todos los demas valgan 1; (b) que
dos I; valgan 3 y todos los demas valgan 1. Respectivamente, se tiene

k+4 _ (k+4)! k+4 _ (k+4)!
5,1,1,...,1) 51 7 \3,3,1,...,1) 313

(por supuesto, el 5 no tiene por qué estar en la primera posicién del primer caso, ni
tampoco los dos 3 del segundo caso). Los correspondientes z}! - - 932’“ en (13) son

5 3,3
XIT2T3 - -+ T, TITHT3 - - T
y todas sus simetrias. Asi pues, extrayendo x; - - -z factor comtn, obtenemos

Slﬁ“:(ﬁ )( zj+ 3|3| Zﬁ#ig)

j=1 J1<j2

Ahora, dado que By = —1/30, Bs = 1/6, By = 1, la proposicién 2 nos dice que

-1 [k+4\2¢-2 1 14 7
p’“’k+4:(lwr4)!< k )2k+4 4T R4l 9k 30 T 15 412K HRD
-1 (k4 22-2 0 -1 2 —1
Prt2bts = (k+4)!<k+2> 2k T2 T (|4 2)121 2k 6 6. 2k (k4 2)1”

e S AL 1
Phetbtd = ) \ 4 4) 2848 70 T 9k 4 4)1

Con todo esto,

0o m+1 k
Z 2m7r k+4Hsen(m7m:j)
1 j=1
1 b 7 -1 k:+2 i
_ , !
2-2k+4(j1;[1x])<15~4!k!k'+6(k+2 Z::
k
1kt dls , (k+d)
+(k+4)!< RO AT it 72)

Jj=1 J1<J2

k 1 k
T 2.2k 2k+4(1;[ )(360 36 4

2,2
lesz)
s
1

k
120
k
(D S SRR ; ; h)H
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Nota 1. Conviene aclarar que, si k& = 1, el coeficiente multinomial (3 31@;- 4 1) no

existe, pues en la parte de abajo del coeficiente multinomial tiene que haber k = 1

ntmeros. Del mismo modo, en 811+4 tampoco tiene sentido el sumatorio ) 1.4, COD
los x?l x?z con dos variables distintas, dado que con k£ = 1 solo existe una variable z1;

asi pues, ese sumatorio tiene cero sumandos y no aparece.

4.4. Cason=3
En este caso, lo que tenemos es
S G

W Sen(mTij)
j=1

(-1)°
=" (pk,k+63;§ + P2 kr6SET 4 pryarreSET +pk+6,k+685+6)~

m=1

Ya conocemos S,’j, S,’j” y S,’j""l, asi como (por la proposicién 2) los p; x+¢. Analice-
mos S,’:+6. Ahora resulta que hay maés tipos de coeficientes multinomiales (12) con
los I; impares y cuya suma es [ = k + 6:

k+6 \ (k+6) k+6 _ (k+6)! k+6 _ (k+6)!
7,1,...,1) 7 7 \5,3,1,...,1) 531 7 \3,3,3,1,...,1) 31313

Con esto, y razonando como en el caso n = 2,
k k
k46 (k +6)! 6
st = (1) (S X
j=1

j=1
(k+6)! 4 2 (k+6)! 2,2 .2
+W Z lex]é_i_m Z Lj1TjaTjs |-

J1,J2 J1<42<js
distintos

Usemos ahora Bg = 1/42, By = —1/30, By = 1/6, By = 1 y la proposicién 2,
con lo cual

-1 (k+6\26-2 -1 62 -3l
pk’k+6(k+6)!< k >2k+6 67 k6142 2k+6 — 21 .61 2k+0k1
-1 242 1 u 7
T 6 \k+2) 2506 71T (k1 2)14130- 2546 15 412646 (% + 2)1

(i 12)
-1 (k+6>22—2 -1 2 -1
(- 70)

Pk+2,k+6 = (k;

= B == =
Dk+4,k+6 (k 1 6)! 9k+6 2 (k+4)!1216-26+6 6 . 2k+6(k 4 4)1”

202 1

-1
orre D0 = SRT6 (1 o)1

Pk+6,k+6 = (k+6)!
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A partir de aqui,

> (_1)m+1 k

(@mm)Fe sen(mmz;)
m=1 j=1
k
7 (k+2 22
k! +
2k+6<HIJ) (21 6! k! 154! (k + 2)! ; j
k
-1 (k+4)! 4 (E+4) 9 o
+6(k+4)!( Sl e > afad,)
Jj=1 Jj1<J2
1 (k +6)! : 6
+(k+6)!< T2
j=1
(k+6)! 4 .2 (k+6)! 2 2 2
* 513! Z mjle?_’_ 31313! Z m]lmth)
o J1,j2 T 1<d2<s
distintos
BEY 7'2k+7(31 4929” +212$ +70 Y @,
J1<J2
—szxs‘—zl > aat-m Y )H
djé ji J1<J2<J3

Nota 2. Recordemos que cuando k es «pequenoy, digamos k = 2, expresiones como
(33’;;61) no existen, pues «abajo» del coeficiente multinomial tiene que haber
k = 2 ntimeros. Del mismo modo, tampoco tiene sentido 3 23, x3, con tres variables
distintas, dado que con k = 2 solo existen las variables x1 y x2; asi pues, el sumatorio
ij’ms no existe en ese caso. Si kK = 1, son unos cuantos mas los coeficientes

multinomiales y sumatorios que no existen, claro.

4.5. ESBOZO DEL CASO n =4

En este caso, la novedad es S,’j+8. Observemos simplemente que los coeficientes
multinomiales que intervienen ahora con [ = k + 8 son

kE+8 \  (k+3) k+8 _ (k+3)! k+8 _ (k+38)!
9,1,...,1) 9o " \7.3,1,....,1) 73 " \5,51,...,1) 55’

k+8 _ (k+38)! k+38 _ (E+38)!
5,3,3,1,...,1)  5!31317 \3,3,3,3,1,...,1) 3131313

Con eso, el proceso para llegar a la férmula explicita de (14) seria totalmente similar
al del caso n = 3.

Nota 3. De nuevo conviene observar que cuando k = 1, 2 o 3, algunos de estos coefi-
cientes multinomiales no existen, pues «abajo» del coeficiente multinomial tiene que
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haber exactamente k nimeros. Y tampoco existen los correspondientes sumatorios
en los que deberian aparecer més de k variables.

5. LOS SUMANDOS DE S (xy,. .., 1)

Realmente, ya tenemos una férmula general en (14). Los pit2s k+2n estan iden-
tificados en la proposicion 2, y los S,’j+2s en (13). Lo que vamos a hacer ahora es
desentranar la estructura en sumandos de los S,’§+25.

Obsérvese en S,]jJrG que, cuando aparecen variables x; multiplicadas, hay que

tener en cuenta si los exponentes son distintos o no. En ) x4 2% los exponentes

J1,d2 91 g2
son distintos, luego tienen que aparecer, por ejemplo, tanto el sumando x$z3 como el

2323,y por eso solo exigimos j; # jo; en cambio, los exponentes en Y 22 22 22

J1,J2,J3 I1 327 53
son los tres el mismo, asf que, por ejemplo, solo tiene que estar el sumando x3z37%,

no r3zix3 o similares (eso estd en la esencia de lo que cuentan los coeficientes
multinomiales), y por eso hay que exigir j; < ja < j3. Ya en el caso S,§+8 va a haber
sumatorios con exponentes de tipo Zjl, ands ;*I:E?in, y aqui habria que mezclar
ambas cosas: ja < js3, j1 # Jj2, j1 # j3. Por supuesto, la casuistica es mayor cuando
mayor el n en Sk+2”.

Nuestro objetivo ahora es, partiendo de (13), analizar cudntos tipos de sumandos
aparecen en cada S,’j“‘q, es decir, cuantos coeficientes multinomiales hay de la forma

( k+ 2s

- l)conll—i—lg—l—---—i—lk:k—i—?syljimparparatodoj, (15)
1502, ---50k

donde el orden de los [; no se tiene en cuenta; cada uno de estos coeficientes mul-
tinomiales serd factor comin de una suma simétrica de monomios en S,’j“s. Lo
llamaremos «ntimero de sumandos en la descomposicién de S;j“s
notacién nsd(S,’j”s). En la seccién anterior hemos visto que (si k£ no es muy «pe-
queno)

», y usaremos la

nsd(SF) =1, nsd(Sy?) =1, nsd(SF™) =2, nsd(SFT%) =3, nsd(S;T®) =5.

Tal como velamos en las notas 1, 2 y 3, si k era «pequefio» estos niimeros podian
ser menores, pues algunos sumandos podian no existir. En concreto, y por ejemplo,
mostrabamos que

nsd(S1T) =1, nsd(S37%) =2, nsd(S¥T®) =3.

,Cémo evaluar nsd(Sy2%) en general?

Con la notacién de (15), los coeficientes de Sy 2
den con las particiones de k+ 2s mediante k enteros impares positivos, y nsd(S,]:J“Qs)
es el nimero de tales particiones. jTeoria de particiones! Puede verse algo sobre es-
to en [4, §14.3] (obsérvese también [14]); y, con més detalles, en [1]. Otro articulo
reciente en el que, quizds de manera sorprendente, aparecen las particiones, es [10].

Siguiendo con (15), tomemos s; = [; — 1, que serdn enteros no negativos cuya
suma es 2s. Asi, el nimero nsd(S,’j“s) que buscamos equivale a encontrar de cuantas

que nos interesan se correspon-
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maneras podemos obtener 2s como suma de, a lo més, k enteros positivos pares s;.
Y es claro que el niimero de particiones de 2s como suma de, a lo mas, k enteros
positivos pares, coincide con el niimero de particiones de s como suma de, a lo mas,
k enteros positivos.

A su vez, tomando particiones conjugadas, el nimero de particiones de s como
suma de, a lo mas, k enteros positivos, coincide con el niimero de particiones de s
en sumandos < k. Por ejemplo, con s = 13 tenemos el siguiente esquemas:

o|lo

. |o]le

OO
0|0 0]

Segiin sumemos por filas (izquierda, una cantidad < k sumandos) o por columnas
(derecha, sumandos < k), tenemos

13=5+4+24+2=4+4+2+2+1.

De este modo, nsd(S,fHS) serd, asi mismo, el nimero de formas de descomponer s
en sumandos < k.
Consideremos el siguiente producto de series de potencias:
(I+z+a>+2°+)(1+2>+a* +2°+--)

16
x (1423428 +2%+- ) I+ 2?23 4.0, (16)

Ahora, multipliquemos las series tratdndolas como si fuesen polinomios (estos argu-
mentos se pueden hacer con rigor, como se ve en [4, § 14.3]), con lo cual obtenemos
una serie de potencias de la forma

o0
1+ Z apz?,
E=1

Supongamos que hemos tomado el término z°! de la primera serie, el término 2
de la segunda. . ., y el término 2*¢* de la k-ésima (con los e; > 0). Su producto es

zera?ee . gher = 2B con E = eq 4 2e9 + - - - + key.
Esto se puede escribir también como

E=Q+1+-4+0)+Q+2+-+2)+ -+ (k+tk+---+k),
———

€1 €2 €k

que constituye una particién de F en e; + e3 + -+ - + e sumandos < k. Entonces,
cada particién de E producird un término z; y, reciprocamente, cada término =¥
procede de una particién conveniente de E. Por consiguiente, a, el coeficiente de 7,
es igual al niimero de particiones de F en sumandos < k.
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Retomando la notacién inicial, nsd(Sy2) es el coeficiente de x* en la funcién

generatriz
k
=1+ Z apa”

:1

<.

esto es,

k
_ k+2s
.Ul—aﬂ 1+Znsd8 )z°. (17)

s=1

Cuando s < k, en la parte izquierda de (17) darfa lo mismo tener H§:1 0 H;‘;l,
pues los factores a partir de k acabarian siendo series geométricas adicionales en
(16), que no tienen influencia en el coeficiente de z°.

Asi pues, cuando el nimero de variables z; en S,fﬁs(xl, ooz esk >s, el k
que aparece en (17) no tiene relevancia y estos nimeros nsd(Sy2%) son los mismos
que el de las particiones sin restricciéon que estudiaron Hardy y Ramanujan.

En particular, para k > s se tiene

s 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

nsd(SPT2) 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30
5 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

nsd(SEF2) 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490
5 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

nsd(S,’:JrzS) 627 792 1002 1255 1575 1958 2436 3010 3718 4565

6. DEMOSTRACIONES USANDO POLINOMIOS DE APOSTOL-BERNOU-
LLI Y APOSTOL-EULER

Los ahora denominados polinomios de Apostol-Bernoulli By (z; \) fueron defini-
dos en [3], y los de Apostol-Euler & (z; \) aparecen en [9]. Respectivamente, dichos
polinomios estan definidos por las expresiones

2eT? B 0 B k
k=0
2e%T _ & . Zk
Ve > Er(m;N) TR (19)

b
I

0

En el caso A = 1, By(x; 1) son los polinomios de Bernoulli By (z) y & (x;1) son los
polinomios de Euler Ej(z). Ademés, los polinomios & (z; —1) no existen, pues la
funcién generatriz (19) no es analitica en z = 0 cuando A = —1.

Merece la pena mencionar que, asi como los polinomios de Bernoulli y de Euler
tienen una gran relevancia en el calculo de la funcién zeta de Riemann en los enteros
pares (2k) = >_>°_, 1/m?* —fue Euler en 1740 quien encontrd el valor de esta suma,
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y posteriormente se han desarrollado distintos métodos para llegar a ella (véase [5]
y las referencias que contiene)— y la beta de Dirichlet en los impares 5(2k + 1) =
S _o(—=1)™/(2m+1)%%F1 también los polinomios de Apostol-Bernoulli y Apostol-
Euler se pueden usar para sumar series similares con un parametro anadido, como
se pone de manifiesto en [6].

El caso A = 0 es trivial (tanto en (18) como en (19), en particular & (x;0) =

22% /k!), asi que prescindimos de él. Ademds, a partir de la definicién es claro que

2
k+1

luego, en realidad, los polinomios de Apostol-Bernoulli y Apostol-Euler son esencial-
mente los mismos polinomios con el pardmetro cambiado (y con el grado desplazado
en uno). Aunque, como acabamos de comentar, esto es muy sencillo de comprobar,
aparentemente no fue observado antes de [11] (se pueden ver més detalles en [12]).
Como, salvo para A = 1, B (z; ) tiene grado k — 1 (y Bo(z; A) = 0), a menudo es
mas cémodo usar Ey(x; A) que si tiene grado k (prescindir de & (z;—1) no causa
ningun trastorno, pues este caso se corresponderia con los polinomios de Bernoulli,
que se estudian aparte).

Calculadas con procedimientos distintos, las series de Fourier de los polinomios
de Apostol-Bernoulli y Apostol-Euler se pueden encontrar en [9] o en [12]. La de los
polinomios de Apostol-Bernoulli (A =1 es Bernoulli) es

Ep(w;A) = — Brii(z; —N);

k,[ eZﬂ'im:c
Bi(z; A) = =0 (23 ) — — —_— 0 1
b5 A) k@i A) A® Z (2mim — log A)k’ SESS
mezZ\{0}
donde dx(x;\) =00 % segin sea A = 1 0 A # 1 (obsérvese que, con A = 1, esto

equivale a prescindir de d(z; A) y poner ), en (20)). Como solo consideramos
el caso A # 1, lo escribimos asi:

| e(27rimflog Az
meZ

A su vez, la de Apostol-Euler (A =1 es Euler) es

2. k! e(2m+1)7ria:
Az mze:Z ((2m + 1)mi — log A)F+1

Er(z; ) =

e((@m~+1)mi—log \)x (21)
=2k 1.
mze:z (@m + i —log\F1? 0= %<
6.1. LO QUE SE OBTIENE CON APOSTOL-EULER
Fijado A € C\ {0,—1} y k € N, definimos
. _1ym _
Qulas)) = — 1) et @mADme/2 ) < 1. (22)

©)e/2 mze:z ((2m + 1)mi — log A)k+1
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Recordemos que el caso A = 0 no lo contemplamos por ser trivial, y en el caso A = —1
no existian los polinomios de Apostol-Euler; pero prescindir de A = —1 no es nada
restrictivo, pues luego tendremos que tomar A\ = e** con u # (2m+ 1)7, y asf evitar
que, en los sumandos de la serie que queremos evaluar, algiin denominador pueda
ser nulo. Vamos a identificar estos Q(z; A).
Usando (21), podemos escribir (22) como
((2m+1)mi—log N\)z/2 emwieiﬂ/Ze((2m+1)7ri—log)\)1/2
=13 G S |
2m + D)mi — log A)F+1 =, ((2m + 1)mi — log A)k+1
e((2m+1)7rz log A\)(14x)/2+(log ) /2 A1/2

B Z ((2m + 1)mi — log A)F+1 ~ 2k

mEZ

E((1+2)/2;N),

valido para (14 z)/2 € (0,1), es decir, z € (—1,1) (y también en los extremos si
k> 2).
Dado un ntmero p real o complejo, que no sea de la forma p = (2m + 1)7 con
m € Z (para que no se anule ningtin denominador), tomamos A = e** (con lo cual
=log \). Sin méas que usar que sen(x) = (e* — e~%*)/(2i), tenemos

k elim(@m41)—ip)z; /2 _ o= (im(2m+1)—ip)z; /2

Hsen T(2m+ 1) — p)x;/2) = H 5

_ H Z J Ej(m'(2m+1) log M)z /2

Jj=leg;=
B Z €1 Ek (im(2m+1)~log A)(Z’;Zl cjm;)/2
(20)k '
€1,...,ep==%1

Entonces,

—1)m k
2 G e e | [ sen (2 + 1) = wya;/2)
k

- mze:z (2m + 1)(7r_ilzmui)k+1+2n jl;[l sen ((w(2m +1) — p)z;/2)

me(iw(27rn+1)—log )‘)(Z?:1 €jx;)/2

_ sk+142n €1 "€k (_1)
- Z (2i)k Z ((2m + 1)mi — log \)k+1+2n

mEeZ

k
E ...5
S DI O SEEEYE
j=1

€1,...,6x==%1

Nota 4. Si E;(x) son los polinomios de Euler, los tradicionalmente denominados
ntimeros de Euler no son E;(0), sino que, por definicién, son E; = 27 E;(1/2) (véase,
por ejemplo [7, §24.2, férmula 24.2.9]). Asi pues, lo l6gico para los nimeros de
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Apostol-Euler es no definirlos evaluando el polinomio en 0, sino en 1/2 (a veces se
usa &;(A) = 27€;(3; A), pero no lo vamos a hacer en este articulo para no introducir
notacién adicional).

PROPOSICION 4. Sipara A € C\ {0} y k € N denotamos

k
A) = Z ql):kxl,
1=0

se tiene 12 >
A k A
A 1.y) — 1.
qr = 21+lk!<l)6k—l(27)‘) = mgk—l(§a/\)a
donde E;(x; A) es el polinomio de Apostol-Euler.

DEMOSTRACION. Sin mds que aplicar la férmula binomial (7), tenemos

AL/2 A2 FLk 7!
Qu(w;A) = &L+ 2)/20) = (l>5k—z(§;/\)2l,
=0
y esto prueba el resultado. O

Los S} son como en (11) y (13), asf que tenemos lo siguiente:

TEOREMA 5. Sea p € C que no es de la forma (2m + 1)7 para ningin entero m, y
A= e, asi como k € N yn € NU{0}. Ademds, sean S.(x1,...,zx) los polinomios
que aparecen en (13), ql’\7k+2n los coeficientes dados en la proposicion 4 y E;(x; \) los
polinomios de Apostol-Fuler. Entonces,

Z ((Qm - 1() k+1+2” H sen 2m + 1)7T — u)wj/Q)

—1" Zq2+2s,k+2nsf+2s($17 ) (23)

21, Tk)

an 25( A) . .
1/2 2) k+2s
)"A Z 2k+2s+1 (K + 25)! (2n — 2s)! R

silxr] 4 |z + - 4 k| < 1.

. s . (o)
La serie (23) del teorema 5 estd indexada en ) _,, noen ) = | como en el
teorema 3. Veamos que, si se toma p = 0 (luego A = 1), se pueden sacar expresiones
mejores en las que aparecen los nimeros de Euler.
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En efecto, para p = 0, sea el sumando correspondiente a m > 0. Entonces, el
sumando correspondiente a —m — 1 < 0 coincide con el de m:

_1y—m—1
((2(—m(_ 11))+ . 7r k+142n H sen ((2(7m —1)+ 1)7T:Ej/2)
1 m4+1
T (- (2775+1) k+1+2n Hsen (2m + 1)7w;/2)
_1)ymt1 k
B (_1)k+1+2”(((27)n + ) )k+1+2n ) 1_[1 sen((2m + 1) /2)

k
_ (=™
—((2m + 1)m)k+it2n JI;[1 sen((2m + 1)ma;/2).
En consecuencia, hemos demostrado lo siguiente:
COROLARIO 6. Sean k € N y n € NU {0}. Asi mismo, sean Sk(z1,...,z1) los
polinomios que aparecen en (13), ql{k los coeficientes dados en la proposicion 4 y
E; = 2'E(1/2) los nimeros de Euler. Entonces,

0 (_1)7n
DR

H sen((2m + 1)mwx;/2)

m=0 J=1

+2s (@10, Tk)

_ n EQ” 2s k+2s
= (1) ZO2k+2”+2(k+2s).(2n—28)!8k (@1, s )

silry| + zo| + -0+ o] < 1.

6.2. LO QUE SE OBTIENE CON APOSTOL-BERNOULLI

Fijado A € C\ {0,1} (A =1 es Bernoulli y ya esta estudiado) y k € N, definimos

)m+1 TimxT

Pula;d) = )\I/2 Z (2mim — log )k’ ol < 1. (24)

Vamos a identificar estos Py(x; A).
Dado un ntimero y real o complejo, y con u # (2m + 1)7, tomamos A = e** (con
lo cual iy = log A\). Usando (20), podemos escribir (24) como

P \ (_l)me(2mﬂ'i—log ANz/2 emﬂ'ie(2m7ri—log Nz/2
k(@A) = = mZE:Z (2mmi —log )k mEE:Z (2mmi — log \)k
€(2m7ri—10g A)(1+z)/24+(log X)/2 )\1/2

- mze:z (2mmi — log \)* T

B((1+2)/2; A),
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valido para (1 + x)/2 € (0,1), es decir, z € (—1,1) (y también en los extremos si
k> 2).

Sin més que usar que sen(z) = (e® — =) /(2i), tenemos
k k 2m7rz pi)r;/2 _ —(2mrmi—pi)x;/2
2 - 2)
jl:[l sen((2mm — p)x;/2) 1;[ %

— H Z J a,(2m7rz log \)z;/2 _ Z €1 Eke(Qmﬂ'z—logA)(zjzlsjwj)/Q.

j=legj= E1yeney er==%1
Por lo tanto,
k
(_1)’m
meZ H j=1
_ sk+2n Z ( 1)m+1 H 2 _ ) /2)
i . i - L) sen ((2mm — p)z;

me Jj=1

mri—log (S ¥ ez,
= ,ik+2n Z €1 Ek Z (_1)m+1e(2 g )(ijl cj2i)/2
(2i)k (Qmﬂ'i — log )\)k+2n

E1,..,6p==%1 meZ

k
n E ...Ek
= (71) +1 Z 1 57 Pk+2n(Z€j‘rj;)‘>‘
Jj=1

€1,...,ep==1

PROPOSICION 7. Sipara A € C\ {0,1} y k € N denotamos

k—1

A !

A) = sz,kflf ;
1=0

se tiene

)\1/2 k )\1/2
pf:kfl = M(l)Bk_l(%;)\) = mgk—l(%é/\)a

donde Bj(x; \) es el polinomio de Apostol-Bernoulli.

DEMOSTRACION. Sin mds que aplicar la férmula binomial (7) (que se cumple para
cualquier familia de polinomios de Appell, incluso aunque los primeros polinomios
sean nulos, como ocurre aqui con By(z; A) = 0) tenemos

A\1/2 A\L/2 k k 2l
P = 2B+ 020 = 203 (§) B g
=0

Con esto, y teniendo en cuenta que el sumando correspondiente a [ = k es nulo, se
prueba el resultado. O
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Los S} son como en (11) y (13), asi que tenemos lo siguiente:

TEOREMA 8. Sea i € C que no es de la forma 2mn para ningin enterom, y A = e'*,
asi como k € N yn € N. Ademds, sean S,i(xl, ..., &) los polinomios que aparecen
en (13), pl):k+2n71 los coeficientes dados en la proposicion 7y Bj(z; \) los polinomios
de Apostol-Bernoulli. Entonces,

k

(=™
Z (2mr — p)F+an H sen ((2mm — p)z;/2)
meZ Jj=1
n—1
= (_1)n+1 Zp2+25,k+2n7185+28(m1, Ce Th)
s=0

i BQn—2s(%; >‘)

T n+1>\1/2 Sk+2s
(1) §2k+25(k+25)!(2n725)! T ()

st |za| + |xe| + -+ |z| < 1.

Nota 5. No se puede tomar g = 0 pues (aparte de que se incumplen las hipdtesis del
teorema) es el caso A = 1 y ya no estamos en Apostol-Bernoulli «normaly» (grado
uno menos que el subindice), sino en el caso Bernoulli clasico, que es el primero que
hemos estudiado.

7. SERIES DE PRODUCTOS DE COSENOS

Vamos a ver qué pasaria si, en vez de (2), intentdramos sumar

o0 erl k

Z 27rm Hcos(ﬂmxj)
=1 j=1

o alguna serie similar.

Sin més que usar que cos(z) = (€' + e~ %) /2, tenemos

ITMT —iTma
e i +e J

k k
l_Ilcos(wmxj) = H 5 — H Z eI
j=

J= j=leg;j=

Z - 17rmz_151r7
2k:

E1,..,Ex=%1

—

Por tanto, con los mismos polinomios Py que en (8), y suponiendo que k + n es par,

o ()T (-t £

1
W H cos(mma;) = 3 Z Cmnyen H cos(mma;)
m=1 =1 meZ\{0} Jj=
oy Ly [GR)NSCANIELL DARDLS
3 2k (2mmi)k+n
E1,..,6px==%1 meZ\{0}
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k
(_1)(k+n)/2 1
=—5— > gl 2w
=1

€1,..,€=%1

De nuevo la condicién |z| < 1 de (8) se convierte en | Z?:l gjxj| < 1 para todos los

posibles e1, ..., e, y esto equivale a Z?=1 |z;| < 1.
Ahora, en lugar de (11), lo que tenemos que hacer es calcular

k l

1

C]lc(xl,...,.%'k) = E Qk( E 5j$j> (25)
61,...,€}€::‘:1 ]:1

paral=0,1,...,k+n (a menudo usaremos C,l~c sin seflalar su dependencia de los z;).
Esta vez, con (25) podemos hacer lo siguiente:

1 k l
C,lC = Z Qk(zijj)
j=1

€1, =%1

1 ! l Ik 0 l

€1y =F1 1+l =l

1 l ! I 1L 1
p— 61-.-€kx1-.-xk
5 D (ll,...,l;) Do et ety

I+ Hlp=l €1,..,Ep==%1
k
1 l 5\ 1 1
= _— E | I E EA PR
~ ok L. ( Eﬂ)xl Tk
bt le=l ’ ’ Jj=1 e;=%1

Si alguno de los I; es impar, > J— 527 =1—-1=0, y el correspondiente sumando

. Ly . .
en le+~-+lk:l es nulo. Si todos los [; son pares, Zsj:il e/ =141 =2 para todo j
y, en consecuencia,

l

lite+le=l
l; pares

Para S,i habia dos casos en los que era facil identificar que esos S,lf eran nulos,
pero ahora ya solo hay uno (el caso | < k, dado que forzosamente siempre alguno
de los [; tenia que ser 0, que es par, y el correspondiente sumando se anulaba, ya
no tiene paralelismo): Al sumar k nimeros [; pares, su suma [ siempre es par; en
consecuencia, C,lC = 0 cuando [ es impar.

Con esto, y si denotamos Py, (z) = Zfion puﬁnml (al final los p; k4+n van a ser
polinomios de Bernoulli evaluados en 1/2, el k + n tiene que ser par, y los tnicos [
que nos interesan los son pares), lo que tenemos es esto:

TEOREMA 9. Sean k € N yn € NU{0}, con k+n par. Asi mismo, sean Ci(z1,. .., x))
los polinomios que aparecen en (26), py i los coeficientes dados en la proposicion 2.
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Entonces (como | es par, tomamos | = 2s),

S (_1)m+1 k (_1)(k+n)/2 (k+n)/2 .
2 (@mn)Ftn [T costmmaj) = ———— > prasnCi(@r,... 1)
m=1 j=1 s=0

k+n
B (fl)(k+n)/2( 4“2)/2 Bryn— 25( ) C ( 20)
- 2 £ 925(25)! (k+n — 25)! Dotk

st |xy| 4 |we| + -+ o] < 1.

8. DEMOSTRACIONES (PARA COSENOS) USANDO POLINOMIOS DE
APOSTOL-BERNOULLI Y APOSTOL-EULER

Recordemos que los polinomios de Apostol-Euler & (x;\), Apostol-Bernoulli
Er(x; M), asi como los polinomios Qg (xz;A) (ver (22) y la proposicién 4) y Py(x;\)
(ver (24) y la proposicién 7), ya estdn definidos en la seccién 6.

8.1. LO QUE SE OBTIENE CON APOSTOL-EULER PARA COSENOS

Dado un ntimero y real o complejo, y con u # (2m + 1)7, tomamos \ = e** (con
lo cual ip = log A\). Sin méas que usar que cos(z) = (€™ + e~) /2, tenemos

k elim(@mA1)—ip)z; /2 | o= (im(2m+1)—in)z; /2

Hcos T(2m+1) — p)z;/2) :H 5

Jj=1
_H Z 5](271' 2m+1)—log N\)x; /2
j=lej=
o Z (z7r(2m+1) logA)(Z LEi%] )/2
= Qk .
€1,..,€==1

Entonces,

Z ((2m—|—£) k+1+nHCOS 7(2m+1) — u)xj/Q)

_ jk+14n Z  (@m+ 1();21)mm)k+1+n I_IICOS m(2m +1) — p)a;/2)

1)me (im(2m+1)— log)\)(z L €3%5)/2
((2m + 1)mwi — log A)k+1+n

— ik-‘rl-‘rn Z Z

..... = :I:l MEZL
k

— jktn Z 21ka+”<Z€jxj;>\>'
E1,.eey j=1
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Ahora, si para A € C\ {0} y k € N denotamos Q(z;\) = Zf:o qﬁkxl, aplicando
la férmula binomial (7) tenemos

AL/2 A2k (k +n z

Qrtn (T3 A) = ﬁ5k+n((1+$)/2 PA) = 20k +n)! I >5k+n—l(%§>\)2lv
=

A CAY2 k) Ergn—t(30) Y2 Ergn_i(3350)
luego ¢iy 4, = 2(k+n)!( ") 27 = oFT T (htn-0)! *

Asimismo, los C}, son como en (25) y (26) (recordemos que son nulos cuando [
impar, luego podemos poner [ = 2s), asi que tenemos lo siguiente:

TEOREMA 10. Sea p € C que no es de la forma (2m + 1) para ningin entero m, y
A= e, asi como k € N yn € NU{0}. Ademds, sean Ci(x1,...,x)) los polinomios
que aparecen en (26), ql’\JC los coeficientes dados en la proposicion 4 y E;(x; A) los
polinomios de Apostol-Fuler. Entonces,

Z ((2m + i) )R+ H cos (((2m + 1w — p)z;/2)
meZ

(k+n)/2
= ’ik+n Z qg\s,k}-‘rnczs (Z’]_, cee axk) (28)
s=0

— jktny1/2 (k-f:)ﬂ Ertn— 25(%5)\)
< 22571(28)! (K +n — 2s)!

s=

st |za| + |xe| + -+ |zk| < 1.

Aunque g sea un nimero real, A = e’* es complejo, asi que da la impresién de
que la serie anterior podria salir compleja, lo cual es imposible. Pero, en (28), A solo
aparece en la forma ij+Par)\1/2€j(%; A), v eso es lo que debe ser un nimero real (no
es cierto en general si p € C). En realidad, que el teorema 10 sea verdad es una
demostracién de que esos niimeros i/ TP \1/ 25]-(%; A) son reales (lo mismo se podria
decir para situaciones similares en otras expresiones de este articulo); y, ademéds, no
es dificil demostrar eso de manera directa, como vemos a continuacion:

PROPOSICION 11. Sean &, (x; A) los polinomios de Apostol-Euler definidos en (19),
con A = e, u € R. Entonces,

Elp) = i*e™28, (L6, k=0,1,2,...,
es sitempre un numero real.

DEMOSTRACION. Multipliquemos ambos lados de (19) (con A = e™) por e/2,
tomemos x = 1/2 y z = is. De esa forma,

26(5""#) i/2

oo
e(é‘f‘ﬂ Z: 7.
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Ahora, tomando w = s + p obtenemos
2€wi/2

— =, (w—p)k
T = &)

k=0

y el resultado se sigue si mostramos que 2¢“/2 /(e 4 1) es un niimero real cuando
la variable w es real. Usando cos = (¢ + e¢7%%) /2, esto es muy sencillo:
2evi/? 2 2 1

ewt + 1 efwz/Q(ewz + 1) ewi/2 + e—wi/2 COS(’LU/2)

La serie (28) del teorema 10 estd indexada en ) ., , noen > ° | como en el
teorema 9. Si se toma p = 0 (luego A = 1) se pueden sacar expresiones mejores en
las que aparecen los niimeros de Euler.

En efecto, para p = 0, sea el sumando correspondiente a m > 0. Entonces, el
sumando correspondiente a —m — 1 < 0 se relaciona con el de m asi:

1
1)7T k+1+n U cos ((2(fm -1+ 1)77@/2)

( m+1

= C@mTD) 1 E=== Hcos (2m + 1)7mx;/2)

(-1t -
= CDF T (@m 1 D) 1:[ cos((2m + 1)z, /2)

—1)ktn(_1)m
- (((szr 1)7(r)k+)1+n HICOS ((2m + V)mz;/2).

Es decir, son iguales si k+n par y son iguales pero de signo contrario si k+n impar.
En consecuencia, tenemos lo siguiente (el caso k + n impar es tonto, pues (28)

con =07y k4 n impar es un simple «0 = 0» que no vale para nada):

COROLARIO 12. Sean k € N yn € NU {0}, con k + n par. Asi mismo, sean

C,lc(acl, ..., x) los polinomios que aparecen en (26), ql{k los coeficientes dados en la

proposicion 4 y Ey = 2 E;(1/2) los niimeros de Euler. Entonces,

oo _1)m
ZO o _(|_ 1)) IEEET ]1 cos((2m + 1)7TCL']/2)

(—1)tktm)/2 /2

= 2 q%s,k+nclgs (xla s ,l’k)
s=0
( y (k+mn)/2 E]H_ )
_ k+n)/2 n—2o8 2s
- (_1) Z% 2k+"+2(28) (k+n )[Ck (Il,...,l‘k)

st |za| + |xe| + -+ |z| < 1.
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8.2. LO QUE SE OBTIENE CON APOSTOL-BERNOULLI PARA COSENOS

Dado un ntimero y real o complejo, y con u # (2m + 1)7, tomamos A = e** (con
lo cual ip = log A\). Sin méas que usar que cos(z) = (e + e~) /2, tenemos

k k . . . .
(2m7rz—/u).rj/2 —(2mmi—pi)z; /2
H cos((2mm — p)x;/2) = H +26
j=1 j=1
G 1 2 i—log A 2 1 (Zmﬂiflog)\)(zk ejxj)/2
— H §€6j( mmi—log N)z;/2 _ Z 276 j=159%i )
Jj=le;=%+1 er=%1

Por lo tanto,

Z (2m5r_—1)m"?+" Hcos (2mm — p)z;/2)

meZ 'u 7j=1

_ ‘k+n ( 1)m+1
—i Z W Hcos ((2mm — p)z;/2)

me

mtle (2mmi— log/\)(z L E5T5)/2

it . Z Z (2mmi — log \)k+n

CER= :tl mEZ

1 k
k+n Z ZkPkJrn(jz_:lijj;)\).

€1,..,6p==1

Il
|
<

Recordemos ahora que, si para A € C\ {0,1} vy k& € N denotamos Py(x;\) =
Zf 01 pl’\k 12!, la férmula binomial (7) nos dice que

\L/2 A2 kg 7!
A = iz = 23 ()i

2L’
1=0

1/2 k 1/2
luego ppy 1,1 = 2’(/\k+n)!( 7 Brn-1(33 ) = 2ll!(/l\c+n—l)! Biin—1(5:A)-

Ademés, los Ci son como en (25) y (26) (recordemos que son nulos cuando [
impar, luego podemos poner [ = 2s), asi que tenemos lo siguiente:

TEOREMA 13. Sea p € C que no es de la forma 2mm para ningun entero m, y
A=e*, asi como k € N yn € N. Ademds, sean C]lc(xl, ..., xk) los polinomios que
aparecen en (26), pﬁk+n_1 los coeficientes dados en la proposicion 7y Bj(z; A) los
polinomios de Apostol-Bernoulli. Entonces,

Z (QmST__l)mH_n Hcos 2m7r— )xj/Q)

MmEZL M j=1
(k4+n—1)/2

o k4n A 2s
=—1 Z P2 ktn—1Cr” (T15 - o, k)
s=0
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(k+n—1)/2

_ —ik+n>\1/2 Z Bk+n—28(%;)\) CQS(x T )

L 225(2s) (k+n—2s)! KT

st |za| + |xe| + -+ |zk] < 1.

Nota 6. No se puede tomar p = 0 pues (aparte de que se incumplen las hipdtesis del
teorema) es el caso A = 1 y ya no estamos en Apostol-Bernoulli «normaly» (grado
uno menos que el subindice), sino en el caso Bernoulli clasico, que es el primero que
hemos estudiado.

9. LoOS SUMANDOS DE C(xy,...,x)

Partiendo de (26), queremos ver cuantos tipos de sumandos aparecen en cada
C,%S, es decir, cudntos coeficientes multinomiales hay de la forma

2s .
conly +lp+---+ 1 =2syl; >0 par para todo j, (29)
li,lo, .oy lg

donde el orden de los [; no se tiene en cuenta; cada uno de estos coeficientes multi-
nomiales serd factor comin de una suma simétrica de monomios en C2*. Como era
de esperar, lo llamaremos «ntimero de sumandos en la descomposiciéon de CZ%», y lo
denotaremos con nsd(C3*). Haciendo como en la seccién 4 se puede ver que (si k no
es muy «pequeiion)

nsd(C)) =1, nsd(C?) =1, nsd(C{)=2, nsd(CP) =3, nsd(C5)=>5.

Y, tal como velamos en las notas 1, 2 y 3, si k es «pequeno» estos niimeros pueden
ser menores, pues algunos sumandos pueden no existir. En concreto, y por ejemplo,
tendriamos

nsd(C) =1, nsd(CS) =2, nsd(C§) = 3.

Veamos ahora c6mo evaluar nsd(C3*) en general.

Con la notacién de (29), los coeficientes de CZ* que nos interesan se corresponden
con las particiones de 2s mediante k enteros pares no negativos, y nsd(C3*) es el
ntmero de tales particiones (en cuanto a la teoria de particiones, de nuevo remitimos
a[4, §14.3] o a [1]).

El ntimero nsd(C%S) que buscamos equivale a encontrar de cudntas maneras po-
demos obtener 2s como suma de, a lo mds, k enteros positivos pares [;, y esa
es la misma caracterizacién que teniamos para S,’c”zs en la seccién 5.2 Es decir,

k+2s\ __ 2s
nsd(S; %) = nsd(C;*).
Asi pues,
k 9]
1 25\ ,.5
H =14+ ) nsd(C;*)x

Ll71 g
j=1 s=1

2Lo que ha ocurrido es que en 8,]:+25 hemos hecho previamente s; = [; — 1 para que los s;
fuesen pares y su suma fuese 2s, y en Cis ya tenfamos que los [; son pares y su suma es 2s (eso se

. k . .
refleja en el factor Hj:l Z; que nos aparecia siempre).
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y, para k > s, los valores de nsd(C3®) coinciden con los dados para nsd(S,’j“s) en la
tabla del final de la seccién 5.

10. CALCULO EXPLICITO DE LOS «CASOS PEQUENOS» (COSENOS)

10.1. COMENTARIOS PREVIOS

La idea aqui es proporcionar varios ejemplos explicitos para series de productos
de cosenos, como en la seccién 4.

Obsérvese que, en (25) y (26), el [ va desde 0 hasta k + n (y los [; son pares);
y en (11) y (13) el I iba desde k hasta k + 2n (y los [; eran impares). El n de los
cosenos en lugar del 2n de los senos es solo un cambio de notacién, pues en los senos
estabamos tomando, como exponente de los denominadores, k + 2n, y en los cosenos
estamos tomando k + n.

La diferencia es que, por ejemplo con n = 0, en el caso de los senos solo habia que
estudiar [ = k, y en el caso de los cosenos hay que estudiar desde [ = 0 hasta k. El
nimero de sumandos en (27) va a depender de k (el niimero de variables), no como
en (14) que solo dependia de n (siempre que k no fuese muy pequefio). Esto impide
analizar cada n por separado (y sin importar el k) como hacifamos en la seccién 4.

Volviendo simplemente al caso n = 0 para senos, lo que teniamos alli es

> (—1)mtt 11

1 . 1 £
) = = = —— k! . [ .
g 3 2m7r j|:|1 sen(mmx;) = 2pk7k8k = S5k klay -z, = h T j|:|1 zj,

un solo sumando. En cambio, para cosenos, la expresién (27) (que necesita que k sea
par) da

o0 1ym+1 1)k/2 k/2

Z Zmﬂ'k HCOS mmi;) ZPQSkck T1y.e., Tp)

=1 Jj=1

D& Biadd)
2 Z229(23) (k2 2s)!

C3 (w1, ..., T8).

Siguiendo con n = 0, con senos, el inico Sli que se usaba era S,’j, que solo tenia
el coeficiente multinomial (1 1’“ 1) = k!. Con cosenos, depende de k. Con k = 2, se
usan SY y 82, y los coeficientes multinomiales que importan son estos:

(0?0) b <2?0) -

Con k = 4 se usan S8, S7 y Si, y los coeficientes multinomiales son

0 1 2 1 4 N
0,0,0,0/ 7 \2,0,0,0/ 7 \2,2,0,0/ 212
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Con k = 6 se usan S, S2, S§ y S§, y los coeficientes multinomiales son

< 0 ) ) < 2 ) )
0,0,0,0,0,0 *\2,0,0,0,0,0 ’
( 4 ) ) < 4 ) 41
4,0,0,0,0,0 " \2,2,0,0,0,0 221"

6 . 6 _ 6 6 6l
6,0,0,0,0,0) 7 \4,2,0,0,0,0/ 421" \2,2,2,0,0,0/ 212121

Asi no hay forma de poner férmulas explicitas dependientes solo de n, como se hacia
en la seccion 4.

Pero hay una cosa que se puede hacer: jun cambio de pardmetros en la notacién!
Observemos que, si uno integra Hle cos(mmt;) entre entre 0 y x; con respecto a
todas las variables t;, i = 1,...,k, se obtiene 1/(mm)* Hle sen(mmz;) (lo mismo se
podia hacer en sentido contrario derivando, claro). Asi que, cuando en las series de
productos de senos aparece k + 2n en el exponente del denominador, lo andlogo en
la de cosenos es tener 2n en su lugar.

Teniendo en cuenta que el k + n del teorema 9 tiene que ser par, vamos a poner,
en el teorema, k+n = 2N (cambiamos n por N, la k la dejamos tranquila), es decir,
(27) queda ast:

oo erl k

Z 2m7r TN Hcos(mmcj) =
= j=1

—
|

N N
ZpgsgNC,fs (l‘l, sy .T,‘k)
= (30)

(=¥ al Bon_2s(3) 0
= 5 Z 225(25) (2N ) Ck (J]l, N 7.’1%)

S=

st |z1]|+|z2]|+- - -+ |xk| < 1. En esta férmula, el ntimero de sumandos ya no depende
de k, solo de N.

Asi pues, lo que vamos a hacer ahora es estudiar esta férmula para los casos
particulares pequeios de N. El caso N = 0 ya no sirve, claro (no solo diverge sino
que no se corresponde con 2N = k+n con k positivo), hay que empezar con N = 1.

10.2. Caso N =1

Si en (30) tenemos N = 1, los tinicos s del sumatorio son s =0y s = 1 y solo
hay que usar Cj) y C? (recordar sus expresiones en (26)).
Para C}, el correspondiente coeficiente multinomial es (0 09__ 0) =1,y

Para C?, el tinico coeficiente multinomial implicado es (2 02_” 0) =21/21 =1, asi que
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Usando (30) con N =1 (los dos unicos coeficientes de Py (z) que interesan son
Po,2 ¥ P2,2), tenemos ahora

m+1 k -1 1

- k
Z 2m7r Hcos(mm:j) = ( 2) (po,zc,g—&-pz,zci) = _21(170,24-272,2(253?))-

m=1 j=1 j=1

Segin la proposicién 2, y teniendo en cuenta que By =1/6 y By = 1,

N e T |
Po2="%r\o) 22 72T 21226 24
e T T T S|
P22=9r\e) T2 0T oy 2 T
llegamos a
oo k k k
(=1)m+t -1 /-1 1 2 1 9
2 e LLeostmmo) =5 (5 g o) =5 (1 =322 47).

10.3. CAso N =2

En este caso, en (30) aparece Py, y los C,lC que hay que tener en cuenta son C,g,
C,% y C,‘i; a su vez, los correspondientes coeficientes de Py4 que hay que usar en (30)

SO Po4, P2,4 Y Pa,a- Asi,

0 m k
Z - H cos(mmzj) = (1) (po 4CJ + p2.4CP + pa 4013)-
— 2m’]‘[‘ j=1 J 2 ) ) )

Ya Conocemos CP y C%; analicemos Cj. Ahora hay dos tipos de coeficientes multino-
miales (l 12 lk:) con l pares (y cuya suma sea 4): (a) que un [; valga 0 y todos los
demas Valgan 0; (b) que dos I, valgan 2 y todos los demas valgan 0. Respectivamente,

se tiene
4 _4!_1 4 Al
4,1,1,...,1) 4 7 \2,2,1,...,1) 212

(por supuesto, el 4 no tiene por qué estar en la primera posicién del primer caso, ni
tampoco los dos 2 del segundo caso). Los correspondientes z'' - - -zt en (13) son

4.0.0 0 2.2.0 0
L1Log ~ T,y L1Lalg - Ty
y todas sus simetrias. Asi pues,

4 _
Cr = m +2!2| Z x]l 32

j=1 Jj1<j2
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Usemos ahora By = —1/30, B, = 1/6 y By = 1; la proposicién 2 nos dice que

—1/4\2* -2 1 14 7
p0,4:(>B4: =

a\o) 24 121.30  15.4120°
e T N I
P24="r\9) T2t P27 121206 T 1220

—1/4\20—2 1
Pia =l y) 3t Bo= o

Como consecuencia

m+1

mZ:l 2m7r HcosmmtJ
1 -1 k
_ 2 4 2 .2
_2-24<15 4! 12 213]-1-4'(2;1:] 2!21 Ijlxj2)>
j=1 j=1

J1<J2
k k
1 15,2, | A
=2.24(360 GRS PILES POLEY
j 1 J1<J2
k k
360 5 (7 3023: —|—15Zw +90 ) a3, ]2)
J1<J2

Nota 7. Conviene aclarar que, si k = 1, el coeficiente multinomial (272,61’___,0) no
existe, pues «abajo» del coeficiente multinomial tiene que haber k = 1 ntimeros. Del
mismo modo, en C{ tampoco tiene sentido el sumatorio > 1.4, con los 1‘31 J:?Q con
dos variables distintas, dado que con k = 1 solo existe una variable x1; asi pues, ese

sumatorio tiene cero sumandos y no aparece.

10.4. Caso N =3
En este caso, lo que tenemos es

1)m+1

oo 1 3
Z ((2’17171')6 H Ccos mﬂxj) ( 2) (p076C2 erQ,GC]% + ])476‘611l +p6,66,§) .
m=1

Ya conocemos CY, C? y Ck7 asi como (por la proposicién 2) los p; . Analicemos CP.
Ahora resulta que hay mas tipos de coeficientes multinomiales (12) con los I; pares
y cuya suma es [ = 6:

6 —9!—1 6 _ 6L 6 6!
6,0,...,0) 6! 7 \4,2,0,...,0) 42U \2,2,2,0,...,0/ 20202

Con esto, y razonando como en el caso N = 2, lo que se tiene es

6! 6!
6 __ 4 2 2 2 2
Ck = 33 + 419! Z LT, + 219191 Z Lj1Tjp Ly

j=1 J1,J2 J1<j2<Jjs
distintos
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Usando Bg = 1/42, By = —1/30, Bo = 1/6, By = 1 y la proposicién 2,
-1 <6> 26 2 -1 62 —-31

Po6="6r\o) 26 0T 64226 21.6126°
_—1624—2B_ 14 7
P26 =6 \2) 726 4T 21413026~ 72026
_ —1/6 22—2B -1 2 -1
Pao="6r\a) 26 2T 420626~ 144 28
—1/6\2° -2 1
pG’G_'(6> 2 0= 6o
Finalmente,
© m+1
Z 2m7r Hcos(mﬂ'xj)
=1 j=1
k k
-1 7 2
_2~26(21 6 "0t 144(ZI +2'2' > T 32)
Jj=1 Jj=1 J1<g2
k
1 6 6! 4 2 6! 9 9 o
+§< T o Z Ti %52 T 9519 Z xhx]zxjg)
Tog=l T gide T j1<da<Us
distintos
1
=577 (31—147296 1053 60 Y o
j=1 Jj=1 J1<j2
k
6 4,2
—21) af—315 Y ajal, —1690 > lesz%>
Jj=1 J1,j2 J1<j2<J3
distintos
Nota 8. Recordemos que cuando k es «pequeno», digamos k = 2, cosas como

(2 ), 2% 0) no existen, pues «abajo» del coeficiente multinomial tiene que haber
2 .2

k = 2 ntimeros. Del mismo modo, tampoco tiene sentido x hxﬁxh con tres variables
distintas, dado que con k = 2 solo existen las variables x; y x2; asi pues, el suma-
torio > J1.darjs 11O €xiste en ese caso. Si k = 1, son unos cuantos més los coeficientes

multinomiales y sumatorios que no existen.
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