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Una introduccién a la fiabilidad algebraica de
sistemas multiestado

por

Rodrigo Iglesias, Laura Moreno-Resa, Patricia Pascual-Ortigosa
y Eduardo Saenz-de-Cabezén

RESUMEN.  Este articulo es una introduccién al cédlculo de la fiabilidad de
sistemas mediante ideales monomiales. Un sistema es un conjunto de compo-
nentes —que pueden estar en dos o mas estados de funcionamiento— y una
funcion de estructura que determina el nivel de funcionamiento del sistema.
En este articulo veremos cémo podemos usar el dlgebra de los ideales mono-
miales, junto con técnicas de geometria y topologia algebraica, para calcular
la probabilidad de que un sistema esté en un estado de funcionamiento.

INTRODUCCION

En este articulo vamos a introducir el estudio de la fiabilidad de sistemas mul-
tiestado desde una perspectiva algebraica basada en el uso de ideales monomiales.
Para profundizar en este tema, y en las herramientas empleadas a lo largo del mis-
mo, se recomiendan los articulos [10, 11, 14, 12, 13] y las referencias que en ellos
se encuentran.

Consideramos un sistema como un conjunto de componentes junto con una fun-
cion de estructura. Tanto las componentes como el sistema se dicen binarios si ini-
camente pueden alcanzar dos niveles o estados de funcionamiento diferentes: 0 es
fallo y 1 es funcionamiento; mientras que se dicen multiestado si pueden alcanzar
més de dos estados diferentes (y crecientes en cuanto a nivel de funcionamiento o
rendimiento). El estado o nivel de funcionamiento de un sistema estd determinado
por el estado de sus componentes por medio de su funcién de estructura.

La fiabilidad (respectivamente no fiabilidad) de un sistema se define como la
probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado de funcionamiento (o
en un estado de fallo, respectivamente), donde cada componente del sistema tiene
asociada una probabilidad para cada uno de los estados que puede alcanzar. En
nuestro caso, consideramos que esta probabilidad es constante en el tiempo o, de
manera equivalente, solo consideramos la fiabilidad en un determinado instante ¢,
pero el método algebraico que vamos a presentar en este articulo se puede aplicar
a probabilidades de componentes que varian en el tiempo y a sistemas reparables
o con procesos de renovacién. Para sistemas binarios, la fiabilidad representa la
probabilidad de que el sistema se encuentre en estado 1, mientras que para los
sistemas multiestado tenemos diferentes niveles de fiabilidad dependiendo del nimero
de estados del sistema.
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El estudio de la fiabilidad de sistemas es una rama de la ingenieria que ha cobrado
gran relevancia en las iltimas décadas. De hecho, los primeros articulos relacionados
con sistemas multiestado fueron publicados a finales de la década de 1970 [3, 7].
Desde entonces, los métodos para calcular la fiabilidad de un sistema han avanzado
notablemente. Este interés creciente es debido a que conocer la probabilidad de que
un sistema funcione o falle es de gran relevancia en campos como la ingenieria, redes,
biologia, etc.

Algun ejemplo de sus aplicaciones es el estudio de fiabilidad de redes. Este proble-
ma se centra en estudiar la probabilidad de que exista, al menos, un camino entre los
vértices fuente y los vértices objetivo, teniendo en cuenta que las conexiones (aristas)
que unen los vértices de la red tienen cierta probabilidad de funcionar. Otro ejemplo
son los sistemas k-entre-n. Estos sistemas funcionan (o fallan) cuando al menos k
de sus n componentes funcionan (o fallan). Los sistemas k-entre-n son uno de los
tipos de sistemas mads relevantes y estudiados en el campo de la fiabilidad debido a
su interés tedrico y su amplio rango de aplicaciones, ver [9].

La relacién entre algebra y teoria de la fiabilidad viene dada por los ideales
monomiales: ideales libres de cuadrados en el caso binario e ideales monomiales con
exponentes en el caso multiestado. Cada nivel de funcionamiento del sistema tiene
asociado un ideal de caminos, el cual nos permite calcular la fiabilidad del sistema,
y un ideal de cortes, con el que podemos calcular la no fiabilidad del sistema. Una
vez hayamos traducido el sistema a su correspondiente ideal monomial, vamos a
necesitar su serie de Hilbert (o bien una resolucién). Con estos ingredientes y la
probabilidad de fallo o funcionamiento de cada una de las componentes, seremos
capaces de calcular la fiabilidad (o no fiabilidad) del sistema.

El articulo esté estructurado de la siguiente manera. En la primera seccién vamos
a introducir la fiabilidad de sistemas, ofreciendo definiciones precisas, por ejemplo,
de qué es un sistema o qué entendemos por un corte. En la segunda seccion introdu-
ciremos, de la manera mas liviana posible, las herramientas que vamos a necesitar,
como son los ideales monomiales, las resoluciones, la serie de Hilbert y los arboles
de Mayer-Vietoris. Con estas herramientas presentaremos en la siguiente seccién el
método algebraico para el calculo de fiabilidad de sistemas. La cuarta seccién estara
dedicada a los sistemas k-entre-n, que son muy relevantes por su amplia gama de
aplicaciones. Finalmente, describiremos, de forma breve, algunas de las lineas de
investigacion que tenemos abiertas.

1. FUNDAMENTOS DE FIABILIDAD

DEFINICION 1.1. Un sistema S = (C,¢) es un conjunto de componentes C =
{c1,...,¢n}, de forma que cada componente ¢; puede estar en un ntimero discre-
to de estados ordenados §; = {0,1,...,m;}, junto con una funcién de estructura

¢S xS x--x8, = &, donde § = {0,1,...,m} son los posibles estados del
sistema.

La definicién anterior es una definicién general de sistema. Si m; = 1, la compo-
nente ¢; se dird binaria. En caso contrario, diremos que la componente es multiestado.
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Igualmente, si m = 1 el sistema es binario mientras que diremos que es multiestado
en caso contrario. Resumiendo, tenemos los siguientes tipos de sistemas:

s Sim =1y m; =1 para todo i, el sistema es binario con componentes binarias.

s Sim =1y m; > 1, al menos para una componente ¢;, diremos que el sistema
es binario con componentes multiestado.

= Sim > 1y m; =1 para todo ¢, nos encontramos con un sistema multiestado
con componentes binarias.

= Sim > 1y m; > 1, al menos para un ¢, el sistema es multiestado con compo-
nentes multiestado.

DEFINICION 1.2. Al conjunto
D= {a: (a1,a2,...,a,) t.q. a; € §;,Vi € {1,...,n}}

lo llamaremos espacio de estados del sistema Sy cada a es un estado de las compo-
nentes.

La funcién de estructura, ¢, recibe una n-tupla con los estados de cada una de
las componentes y devuelve el estado final del sistema. Diremos que la funcién de
estructura ¢ es no decreciente si ¢p(x) > ¢(y) siempre que x > y, donde x >y
significa x; > y; para todo i.

DEFINICION 1.3. Diremos que un sistema S = (C, @) es coherente si la funcién de
estructura ¢ es no decreciente y cada una de las componentes es relevante en el
sistema, es decir, para cada componente ¢; € C existe un estado a = (ay,...,a,) de
las componentes y dos niveles diferentes j,k € S; de forma que ¢(a; ;) # ¢(a; i),
donde a; | = (Cl1, ceey, i1, l, (075 ,an).

La coherencia de un sistema nos dice basicamente que, dado un estado de las

componentes en el que el sistema funciona, si alguno de esos estados mejora, en-
tonces el sistema no puede fallar. También se puede ver de forma contraria: dado
un estado de las componentes en el que el sistema falla, si el estado de cualesquiera
de las componentes empeora, el sistema continuard fallando. Ademas, también nos
dice que no hay ninguna componente que sobre o, 1o que es lo mismo, que el sistema
cambiaria si alguna de las componentes no estuviese. Nuestro trabajo estd enfocado
a los sistemas coherentes porque, como veremos cuando presentemos el método alge-
braico (seccién 3), esta propiedad de coherencia es la que nos va a permitir trabajar
con ideales monomiales.
Ejemplo 1.4. Sea S = (C, ¢) el sistema de la figura 1. El conjunto de componentes
es C = {c1,¢2,c3,cq}. Para cada una de las componentes ¢; definimos su conjunto de
posibles estados §; = S3 = Sy = {0,1,2} y S; = {0,1}. El conjunto de posibles es-
tados del sistema es S = {0, 1,2}. Es decir, S = (C, ¢) es un sistema multiestado con
componentes multiestado. En particular, las componentes c1, c3 y ¢4 son multiestado
mientras que la componente cy es binaria.

La funcién de estructura del sistema es

d(x) = max {04, min {c;, max{co, c3} } }
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Figura 1: Sistema series-paralelo del ejemplo 1.4

Si, por ejemplo, tomamos el estado de las componentes (2,0,1,0) (es decir, la
componente ¢, estd en estado 2, la componente ¢y estd en estado 0, la componente cg
estd en estado 1 y la componente ¢4 estd en estado 0), tenemos que ¢(2,0,1,0) =1
0, lo que es lo mismo, que el sistema estd funcionando a nivel 1.

DEFINICION 1.5. Sea S = (C,¢) un sistema cuyo conjunto de posibles estados es
§={0,1,...,m}, y sea j € S. Diremos que la n-tupla x € D es

1. un j-camino del sistema si ¢(x) > j. El conjunto de todos los estados de las
componentes x tales que ¢(x) > j se denomina conjunto de j-caminos de S'y
lo denotaremos por ]—'g_j.

2. un j-camino minimo del sistema si X € f§ ; ¥ una disminucién del nivel
de funcionamiento de cualquiera de las componentes provoca que el sistema
funcione en un estado j' < j. El conjunto de j-caminos minimos de S se denota
por Fg .

3. un j-corte del sistema si ¢(x) < j. El conjunto de todos los estados de las
componentes x tales que ¢(x) < j se denomina conjunto de j-cortes de Sy lo
denotaremos por fgj.

4. un j-corte minimo del sistema si x € fgj y un aumento del nivel de funciona-
;
miento de cualquiera de las componentes provoca que el sistema funcione en

. . . . L. —=C
un estado j’ > j. El conjunto de j-cortes minimos de S se denota por Fg ;.

Salvo que digamos lo contrario, trabajaremos con caminos y, por ello, abusaremos
de la notacién y emplearemos Fg,; para referirnos a F 5 i

Cabe destacar que, cuando trabajamos con sistemas binarios, solo distinguimos
entre camino y corte al existir inicamente dos posibles estados.

Ejemplo 1.6. En el ejemplo 1.4
= la tupla (2,0,1,0) es un 1-camino del sistema.
= (0,0,0,2) es un 2-camino minimo del sistema. Obsérvese que ¢(0,0,0,2) = 2
pero si disminuimos el estado de la tnica componente en la que es posible (es

decir, la componente 4 pasaria de estar en estado 2 a estado 1), el sistema ya
no estaria en estado 2.

» la tupla (1,1,2,1) es un 2-corte minimo. Si aumentamos la componente 1 o la
componente 4 (que son las tinicas que podrian subir de nivel de funcionamien-
to), el sistema pasa de estar en estado 1 a estado 2.



LA GACETA % ARTICULOS 501

De hecho, todos los posibles j-caminos minimos estan recogidos en el cuadro 1.

1-caminos minimos | 2-caminos minimos
(1,1,0,0) (0,0,0,2)
(0,0,0,1) (2,0,2,0)
(1,0,1,0)

Cuadro 1: 1-caminos minimos y 2-caminos minimos del ejemplo 1.4

DEFINICION 1.7. Sea S = (C, ¢) un sistema multiestado tal que puede alcanzar m+1
estados diferentes. Para cada 0 < j < m, la j-fiabilidad de S es la probabilidad de
que el sistema esté en estado j o superior.

Notemos que, si trabajamos con sistemas binarios, en la definicién 1.7, m = 1.
Por lo tanto, tendremos la 0-fiabilidad que es, basicamente, la probabilidad de que
el sistema esté en estado mayor o igual que 0 (que es 1), y la 1-fiabilidad, que es la
probabilidad de que funcione en estado mayor o igual que 1. Como un sistema binario
unicamente tiene esos dos estados, la 1-fiabilidad es la probabilidad de que el sistema
funcione. Por lo tanto, en un sistema binario no especificaremos que trabajamos con
1-fiabilidad, simplemente hablaremos de fiabilidad.

Para ser capaces de calcular la fiabilidad de un sistema S necesitamos conocer la
probabilidad de funcionamiento o fallo de cada una de las componentes del sistema.
Decimos que las componentes del sistema son

» Independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) cando todas las componen-
tes tienen la misma probabilidad de fallo/funcionamiento y sus estados no
dependen de los estados de otras componentes.

= Independientes y no idénticamente distribuidas cuando las componentes tienen
diferente probabilidad de fallo/funcionamiento y sus estados no dependen de
los estados de otras componentes.

= Dependientes e idénticamente distribuidas cuando todas las componentes tie-
nen la misma probabilidad de fallo/funcionamiento y sus estados de funciona-
miento dependen de los estados de funcionamiento/fallo de otras componentes.

= Dependientes y no idénticamente distribuidas cuando las probabilidades de
fallo/funcionamiento son diferentes y sus estados dependen de los estados de
otras componentes.

Con todas estas definiciones, solo nos faltarian las herramientas para poder cal-
cular, en la seccién 3, la j-fiabilidad (y cotas) de un sistema (tanto binario como
multiestado) usando ideales monomiales.

2. HERRAMIENTAS BASICAS

Las herramientas que vamos a presentar en esta seccién son los ideales mono-
miales, las series de Hilbert, las resoluciones y los arboles de Mayer-Vietoris.
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2.1. IDEALES MONOMIALES

Los ideales monomiales son los encargados de relacionar el dlgebra con la teoria
de la fiabilidad: un sistema coherente tiene un (o més) ideal monomial asociado.
Esta relacion la exploraremos en profundidad en la seccion 3.

En este pequeno apartado vamos a recordar qué es un ideal monomial y alguna
propiedad importante sobre ellos.

Sea k un cuerpo y R = k[z1,...,2,] el anillo de polinomios en n variables
sobre k. Sea a = (a,...,a,) € (NU{0})™. Un monomio en R es un producto
u = z{'z3? -z, denotado por u = x*. La n-tupla a se denomina multigrado del

monomio u. Si a € {0,1}" diremos que u es un monomio libre de cuadrados. Los
monomios satisfacen que x2 - xP = x2TP, donde la suma es componente a compo-
nente.

DEFINICION 2.1. Un ideal I C R generado por monomios (libres de cuadrados) se
dice que es un ideal monomial (libre de cuadrados).

Sea I un ideal de R. Recordemos que el conjunto {g1,...,gs} es un conjunto de
generadores de I, y se dice que I es un ideal finitamente generado, si cada g € I
se puede escribir como g = >°7_, a;9;, donde cada a; € R. Sabemos que un ideal
monomial siempre estd finitamente generado.

LEMA 2.2. (Lema de Dickson) Sea I = (z* t.q. a € A) C Kklx1,...,2,] un ideal
monomial. Entonces, I se puede escribir de la forma I = (wa(l),...,ma(s)>, donde
a(l),...,a(s) € A. En particular, I tiene un conjunto de generadores finito.

En el caso de los ideales monomiales sabemos ademas que existe un conjunto de
generadores minimo:

PROPOSICION 2.3. Todo ideal monomial I tiene un conjunto minimo de generadores.
En particular, sea G(I) el conjunto de monomios en I que son minimos en términos
de divisibilidad. Entonces, G(I) es el unico conjunto de generadores minimo de I.

Sabemos también que, si I,J € R = k[z1,...,2,] son dos ideales monomiales,
entonces se tiene que:

s JUJ es un ideal monomial.
= /N J también es un ideal monomial.
w [:J={f€Rt.q. fge I, Vg€ J} también es monomial.

= El radical y la saturacion de un ideal monomial, también son monomiales.

2.2. RESOLUCIONES Y SERIES DE HILBERT
2.2.1. RESOLUCIONES

Todo ideal I € R = k[z1,...,z,] tiene una estructura de R-médulo. Hay médulos
que no son libres o, lo que es lo mismo, existen médulos cuyos generadores tienen
relaciones entre si. Sea M = (f1, ..., fm,) un R-médulo. El submédulo generado por
las relaciones existentes entre los generadores f1,..., fi, del médulo M se denota
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por Syz(f1,..., fm) y se denomina mddulo de las primeras sizigias de M (o primer
mddulo de sizigias de M). Entre los generadores del médulo de sizigias pueden
existir también relaciones, y al médulo que generan se le denomina segundo maodulo
de sizigias de M. Reiterando el proceso, podemos llegar a calcular el i-ésimo maodulo
de sizigias, para i € N. El conjunto formado por el médulo M y sus médulos de
sizigias son los objetos clave para describir una sucesion exacta llamada resolucion

libre de M.

DEFINICION 2.4. Sea M un R-médulo. Una resolucién libre de M es una sucesién
exacta de la forma,
P2 P1 po
e Fy = F — Fy— M =0,

donde cada F; = R™ es un R-mddulo libre. Si existe un s tal que Fs; # 0 pero
Fs41 = Fsqp2 = --- = 0, entonces decimos que la resolucién es finita de longitud s.

El teorema de las sizigias de Hilbert nos proporciona una cota superior para la
longitud de un médulo finitamente generado:

TEOREMA 2.5 (Teorema de las sizigias de Hilbert). Sea R = Kk[z1,...,z,]. Todo R-
modulo finitamente generado tiene una resolucion libre de longitud, a lo mucho, n.

Este teorema es especialmente importante para nosotros puesto que un ideal
monomial es, en particular, un médulo finitamente generado.

2.2.2. RESOLUCIONES GRADUADAS

Cuando anadimos graduacién a un anillo de polinomios, aparece la nocién de
minimalidad. En nuestro estudio es de gran relevancia conocer si un determinado
ideal tiene resolucion minima libre, puesto que con ella podremos obtener las mejores
cotas (a través de nuestro método) y los mejores resultados a la hora de calcular la
fiabilidad de un sistema. Veremos maés adelante que para calcular la fiabilidad no
vamos a necesitar toda la informacién proporcionada por una resolucién, sino que
serd suficiente con uno de sus invariantes llamado los niimeros de Betti.

DEFINICION 2.6. Un mdédulo graduado sobre R = k[z1,...,z,] es un R-médulo M
con una familia de subgrupos {M; t.q. t € Z} del grupo aditivo de M. Los elementos
de M; se denominan elementos homogéneos de grado t en la graduaciéon. Los M;
deben satisfacer:

" M = ®ez My,

» R, M, C M4+, donde R,, C R denota el conjunto de los polinomios homo-
géneos de grado m.

Para poder definir una resoluciéon graduada, necesitamos el concepto de homo-
morfismo graduado:

DEFINICION 2.7. Sean M y N dos R-médulos graduados. Un homomorfismo ¢ :
M — N se dice que es graduado de grado d si ¢(M;) C N¢iq, para todo ¢ € Z.
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DEFINICION 2.8. Si M es un R-mdédulo graduado, entonces una resolucién graduada
de M es una resolucion de la forma

4)./—'.2—)./—'.1 .7:0 M%O

donde cada F; & R(—dy)®--- P R(—d,) y R(—d;) es el R-médulo graduado R, pero
con el grado de sus elementos desplazado hacia abajo en d;. Es decir, los elementos
de grado m en el j-ésimo factor de F; pasan a ser de grado m — d;. Ademas, cada
homomorfismo ¢; es un homomorfismo graduado de grado 0, lo que hace que se
preserve la estructura de graduacion.

Ejemplo 2.9. Sea I el ideal monomial cuyo conjunto minimo de generadores es
G(I) = {#* zy,y?}. Una resolucién para este ideal es

05 RZ R R ES T 50,

donde los homomorfismos ;, para i € {0,1,2}, estdn definidos por las matrices

y yr 0 y
o= (2 zy y?), pr=|-z 0 y|, 2= | -1
0 -2 —=z T

Se puede comprobar que g1 = 0y @192 = 0. Ademads, esta resolucion puede
escribirse como resolucién graduada de la siguiente forma:

0 — R(—4) 2 R(-3)® R(—4) ® R(-3) 2% R(-2)> 2% T — 0.

Gracias al teorema de las sizigias graduadas de Hilbert, tenemos una cota superior
para la longitud de esta resolucion:

TEOREMA 2.10. Sea R = Kk[x1,...,2,]. Todo R-mddulo graduado finitamente gene-
rado tiene una resolucion graduada finita de longitud, a lo sumo, n.

Hemos adelantado que, al introducir una graduacién en el anillo de polinomios,
anadiamos el concepto de minimalidad:

DEFINICION 2.11. Supongamos que
0=F 2 F - BRSPS M=o

es una resolucion graduada de M. Diremos que la resolucién es minima si para cada
s > 1 > 1, todas las entradas no nulas de la matriz graduada de ¢; tienen grado
positivo (es decir, no hay constantes en la matriz graduada).

Ejemplo 2.12. Si nos fijamos en el ejemplo anterior, tenemos que la resolucién no es
minima porque @2 tiene un elemento no nulo que es de grado 0 (una constante). Si
miramos las diferenciales con cuidado, podemos observar que ¢, tiene una columna
que es combinacion lineal de las otras dos: 2%col.=y-1% col. + z-3% col. Esto significa
que la segunda columna puede desaparecer junto con la columna tnica de po. Asi,
una resolucién graduada minima para el ideal I = (2%, xy, y?) es

0— R(—3)2 2% R(-2)> 2% T — 0,
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donde los homomorfismos ¢; para i = 0,1 estdn ahora definidos por las matrices

Y 0
o= (2 wxy ¥?), pr=|-2 y
0 -z

Una forma de caracterizar las resoluciones minimas es usando la siguiente pro-
posicién:

PROPOSICION 2.13. La resolucion
e Fe S Fe o B R B M0

es minima si, y solo si, para cada i > 0, @; lleva la base estandar de F; al conjunto
minimo de generadores de Im(y;).

Cuando trabajamos con resoluciones minimas, tenemos que

Fi= @ Rr=(-a).

acN”n

Cada uno de los rangos f3; o que aparecen en una resolucién minima, y que po-
driamos denotar por §; a(—a)(M), es un invariante llamado i-ésimo nimero de Betti
del R-modulo multigraduado M en el multigrado a, donde un R-moédulo se dice mul-
tigraduado si M = @ My, con My, = My, ., parab € N*, y RaMyp C Mayp.
Nota 2.14. Cuando a no es multigraduado, sino que es simplemente graduado, los
Bi.a se denominan nimeros de Betti graduados.

de RY= en una resoluciéon no necesariamente minima de M. Cuando M es un mddulo

graduado y, en particular, cuando M es un ideal monomial, 5; »(I) mide el ndmero

de generadores minimos en multigrado a en el i-esimo médulo de sizigias de I.
Terminamos este apartado con el siguiente resultado

Los ntiimeros de Betti siempre satisfacen que 3; a < 7;.a, donde ; o son los rangos

TEOREMA 2.15. Dos resoluciones minimas del modulo M son isomorfas.

2.2.3. SERIES DE HILBERT

La serie de Hilbert es una herramienta que nos va a permitir enumerar los mo-
nomios que pertenecen a un ideal monomial.

DEFINICION 2.16. La serie multigraduada de Hilbert de un R-mdédulo multigraduado
finitamente generado es la serie formal

HSy(x) = dimg(Ma)x?,

aeNj

donde dimy(M,) es la dimensién de M, como k-espacio vectorial.



506 FIABILIDAD ALGEBRAICA DE SISTEMAS MULTIESTADO

Nota 2.17. En el anillo Z[[z1, . .., x,]] €l elemento 1 —z; tiene elemento inverso, dado
por la serie

1
=14z +a?+ad+...
1-— xX;
La serie multigraduada de Hilbert del anillo polinémico completo R = k(z1, ..., 2]
es un elemento de Z[[z1, . . ., ]|, que es la suma formal de todos los monomios de R.
Tenemos asi que
g1
HSr(x) =[] g

i=1

~

Sea R(—a) el R-mddulo graduado libre generado en multigrado a. Luego R(—a) =
(x*) como médulos multigraduados. La serie multigraduada de Hilbert de esta tras-

lacién de R es
Xa

[l -
Nota 2.18. Si I es un ideal monomial, la serie multigraduada de Hilbert de R/ es
la suma de todos los monomios que no estén en 1.

HSR(_a)(X) =x2- HSR(X) =

Nota 2.19. La serie multigraduada de Hilbert de un ideal monomial se puede expresar

como
K (x)
[l 1 -2’

donde KCps(x) es conocido como el K-polinomio de M o numerador de la serie de
Hilbert, HNyy.

Para alcanzar nuestro objetivo de calcular la fiabilidad de un sistema, el nume-
rador de la serie de Hilbert va a jugar un papel esencial.

Una buena forma de calcular la serie multigraduada de Hilbert de un ideal mo-
nomial es usando una resolucién del ideal. Ya hemos visto que una resolucién multi-
graduada de un ideal monomial I es una coleccion de médulos F;, con ¢ > 0, junto
con homomorfismos ¢; : F; — F;_1 para ¢ > 0 y un homomorfismo ¢q : Fog — 1,
que expresan la estructura del ideal. Para cualquier resolucién del ideal monomial I,
tenemos que

HSM(X) =

d
HSi(x) =Y (~1)"HS(F;x),
i=0
donde F;, con i = 0,...,d son los médulos distintos de cero que aparecen en la

resolucién de I.

Las resoluciones con las que estamos trabajando son multigraduadas, por lo que
cada uno de los F; = Daenn R(—a)Yi=, para ciertos escalares ; 5. Tenemos entonces
que

Yio(-1)! (ZaeNg %‘,axa>
H;'L:1 (1 —x;) .

HS[(X) =
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Nota 2.20. Recordemos que, si la resolucién es minima, los nimeros de Betti, §; a,
satisfacen que f; » < 7i.a para cualquier i. La serie multigraduada de Hilbert tiene,
entonces, la siguiente forma:

d .
> imo(—1) (ZaeNg; 5i7axa>
H?:1 (1—) .
Como ya hemos sefialado, los niimeros de Betti son muy importantes en nuestro

trabajo porque van a proporcionarnos las cotas mas éptimas (de las obtenidas con
nuestro método) porque se elimina redundancia en HN)y.

HS](X) =

2.3. ARBOLES DE MAYER-VIETORIS

Hemos dicho en el apartado anterior que, en general, no vamos a necesitar calcular
una resolucién (minima) de un ideal por completo. Lo que nos interesard van a ser
los rangos de dicha resolucién (minima) para poder calcular el numerador de la serie
de Hilbert.

Los arboles de Mayer-Vietoris (MVT) son una herramienta que puede conside-
rarse como una descipciéon de un ideal junto con la parte relevante de su m.c.m.-
reticulo —los minimos comunes multiplos de los subconjuntos de generadores del
ideal, con el orden parcial dado por la divisibilidad— o como un algoritmo que nos
ayuda a calcular invariantes homologicos del ideal. En este apartado vamos a ver
cémo podemos utilizar el M VT de un ideal monomial I para calcular los rangos de
una resolucién de I o, si existe la resolucién minima, sus niimeros de Betti.

Para profundizar en el estudio de MVT de un ideal monomial I, se recomienda
ver [15].

Sea I C R = Kk[z1,...,z,] un ideal monomial cuyo conjunto de generadores
minimo es G(I) = {my,...,m,}. Sea I; = (my,...,m;) para cualquier j < r e
I=I_10{(m) = {mi,y,May,...,Mr_1,), donde m; ; = mem(m;, m;).

DEFINICION 2.21. Dado un ideal monomial I C R = k|x1,...,z,] cuyo conjunto de
generadores minimos es G(I) = {my,...,m,}, definimos la sucesidn exacta (recur-
siva) de Mayer-Vietoris de I de la siguiente forma. Partiendo de Iy = (0), para cada
1 < s < r tenemos la siguiente sucesién exacta de ideales:

0— I — Iy 1 @ (mg) — I, — 0.

Nota 2.22. La construccién del MVT de un ideal monomial I depende de como
elegimos el monomio distinguido que usamos para partir el ideal. Este monomio se
denomina pivote.

Para un ideal monomial I y un orden en los generadores tenemos diferentes
arboles dependiendo de cémo elegimos el pivote.

Ya hemos adelantado que los MVT se pueden emplear para calcular algunos
invariantes homoldgicos de un ideal monomial. Para calcular el M VT de un ideal
monomial I tenemos que I es la raiz del drbol. Cada nodo J del drbol tendrd dos
hijos, un hijo J por la izquierda y un hijo J’ por la derecha (si J estd generado
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por r monomios, entonces, con la notacién de la definicién 2.21, J representa a jr y
J' = J._1). Este &rbol es al que denominamos drbol de Mayer-Vietoris del ideal I y
lo denotamos por MVT(I).

Para leer informacion de un M VT necesitamos asignar indices de posicionamien-
to a cada uno de los nodos:

= [ tiene posicién 1.
= Si J tiene posicién p, entonces J tiene posicién 2p y J’ tiene posicién 2p + 1.

Vamos a emplear la siguiente notacién:
MVTy(I)=1I, MVT,(I)=J, MVTy,(I) = jy MVTopia(I)=J".

Dado un ideal monomial I, todos los multigrados a € Nj tales que f5; a(I) # 0
estan presentes como exponentes de los generadores en alguno de los nodos del
MVT(I). En general, obtendremos todos los multigrados de los generadores v; (1)
de una resolucién no minima de I. Bajo algunas circunstancias, si se obtienen exac-
tamente los niimeros de Betti del ideal, cf. [15]. Los tinicos multigrados que aparecen
en MVT(I) y que son relevantes para el célculo de la homologia de I son aquellos
que estan en posicién 1 (para la que obtenemos Hy) o par. El grado de homologia al
que contribuyen se puede leer de la posicion en el arbol. Para ello, vamos a asignar
dimensién a cada uno de los nodos de MVT(I) del siguiente modo:

« dim (MVTy(I)) =0.

v Sidim (MVT,(I)) = d, entonces

dim (MVToy(I)) = d+ 1y dim (MVTapy1(I)) = d.

Para leer los nimeros de Betti de un M VT tenemos que f; o es el nimero de
monomios en nodos en dimensién 4, posicién 1 o par en el 4rbol y con (multi)grado a.

Ejemplo 2.23. Vamos a calcular el MVT del ideal monomial
1= <1'1$27 L2X3,T3T4, $4$5> g ]k[‘rlv s 7l'5].

Dicho MVT esté expuesto en la figura 2, con los nodos relevantes en negrita, y
cada nodo esta escrito de la forma (posicién, dimensién) generadores.
De este arbol podemos obtener los nimeros de Betti graduados, que son 8y 2(I) =
4,81 3(I) =3, 814(I) =1y B25(I) = 1. Ademds, el numerador de la serie de Hilbert
del ideal es
.H'.ZV]Z,5 = (1L’1.’£2 —+ o3 —+ T34 —+ .T4£L'5)
— (21227425 + T3T4T5 + T2T3T4 + T1T273)

+ X1T2X30475
También podemos obtener los niimeros de Betti multigraduados, que son:
Bo,(1,1,0,0,00() = Bo,(0,1,1,0,0) (1) = Bo,(0,0,1,1,00() = Bo,(0,0,0,1,1)(1) = 1,

ﬁl,(1,1,1,0,0)(1) = 1,(0,1,1,1,0) (I)= 51,(0,0,1,1,1)(1) = /31,(1,1,0,1,1)(1) =1,
32,(1,1,1,1,1)(1) =1
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(1,0) 2129, Tox3, X34, T4X5

T

(2,1) z122T4%5, T3T4T5 (3,0) w2, w23, T374

/ SN

(4,2) 122232475 (5,1) T1T2T475 (6,1) Zo2xg3Zy (7,0) 2122, T2T3

/

(14, 1) Ir1T2x3 (15, 0) T1T2
Figura 2: MV'T del ideal monomial T = (z1x9, 20923, 324, T4x5) C K[21, ..., T5].

Ya hemos dicho que el MVT da los rangos para una resoluciéon de un ideal
monomial I. Dependiendo, por ejemplo, de como ordenemos los generadores, obten-
dremos los rangos de una resolucion o de otra. Con ellos, siempre podremos escribir
el numerador de la serie de Hilbert del ideal. Sin embargo, no siempre es seguro que
vayamos a obtener los nimeros de Betti (es decir, los rangos de la resoluciéon minima
de T). Si que podemos asegurar que si no existen generadores repetidos en los nodos
relevantes de un M VT de dimensiones contiguas, obtendremos los niimeros de Betti
del ideal (y, por tanto, los rangos de la resolucién minima del mismo).

3. METODO ALGEBRAICO

En la seccién 1 ya hemos dado la definicién de sistema coherente multiestado
y hemos terminado explicando lo que son los j-caminos (minimos) y los j-cortes
(minimos).

Sea S = (C, ¢) un sistema multiestado de n componentes y que puede alcanzar
m + 1 niveles de funcionamiento diferentes.

DEFINICION 3.1. Para cada 0 < j < m, la j-fiabilidad del sistema S, denotada por
R ;, es la probabilidad de que el sistema este funcionando, al menos, a nivel j.

Vamos a ver cémo podemos emplear el método algebraico para calcular las dife-
rentes j-flabilidades del sistema S.

Consideremos de nuevo R = k[z1, ..., 2,] un anillo de polinomios sobre el cuerpo
k. Cada tupla s1,...,8, € S1 X -+ x S, se corresponde con un monomio xy* - - - x5»
en R. Por la propiedad de coherencia del sistema tenemos que los elementos de Fg ;
se corresponden con un ideal monomial en R, denotado por Ig ;. El conjunto de
generadores minimo de /g ; estd compuesto por los monomios correspondientes a los
elementos de fs’j. Por lo tanto, obtener los j-caminos minimos de S es equivalente

a calcular el conjunto de generadores minimo de Ig ;.
Ejemplo 3.2. Imaginemos que tenemos el sistema binario S (representado en la

figura 3), con dos componentes, cuya funcién de estructura es ¢(x) = max{xzy,xs}.
Su ideal de 1-fiabilidad es Is1 = (21, z2).
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states co

(0,1)e (L 1)b—

(0,0) (1,0) states ¢

(b) Representacién de la relacién existen-

(a) Representacién del espacio de estados te entre los estados del sistema y mono-
del sistema S mios. Sombreado, el ideal de 1-fiabilidad.

Figura 3: Representacion grafica del ejemplo 3.2.

DEFINICION 3.3. Sea S un sistema multiestado que puede alcanzar m + 1 niveles
de funcionamiento diferentes. Para cada 0 < j < m, el ideal monomial Is ; definido
anteriormente se denomina ideal de j-fiabilidad del sistema.

Con estas definiciones tenemos las herramientas necesarias para calcular la j-
fiabilidad de un sistema S. En la secciéon 2 ya vimos que el numerador de la se-
rie de Hilbert de un ideal monomial nos proporciona una férmula, en términos de
T1,...,Ty, que enumera todos los monomios en un ideal monomial. Por lo tanto, el
numerador de la serie de Hilbert de Is j, H Ny, ;, enumera todos los monomios de
Is ; o, lo que es lo mismo, todos los monomios que se corresponden con los estados
de Fg ;. Para todo monomio x7" ---2%" en HNpg  sustituimos cada z}’" por p;q,
—Ila probabilidad de que la componente i esté funcionando, al menos, a nivel a;—,
y la probabilidad del monomio sera la probabilidad conjunta de que cada una de sus
variables esté funcionando al menos al nivel de su exponente. En el caso en el que
las probabilidades sean independientes, esta probabilidad conjunta viene dada por

n
ai an\ .
pT(Z‘l o $nn) - sz,ay
=1

Nosotros consideraremos que trabajamos siempre con probabilidades independientes.
Usando estas sustituciones obtenemos por tanto la probabilidad de j-funcionamiento
del sistema, es decir, la j-fiabilidad del mismo.

Recordemos de la seccién anterior que podiamos escribir el numerador de la serie
de Hilbert de varias formas. En particular, si estd escrita como la suma alternada
de los rangos de una resolucion, es decir,

HN[S_J. (X) = Z(*l)i Z %,axa )

=0 aeNy

donde ;4 es el rango del i-ésimo médulo en multigrado a y d es la longitud de la
resolucién, truncando en cada uno de los sumandos somos capaces de obtener cotas
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para la j-fiabilidad. Escrito matematicamente, los truncamientos quedarian asi:

k
Rs,; < Z(—l)i Z Yi,aX® | para k=0 o k par,

1=0 aeNy
k

Rsj > Z(—l)’ Z Yi,aX™ | para k impar.
1=0 aeNy

Cuando la resolucién es minima, es decir, cuando los rangos de la resolucién son
los ntimeros de Betti, al truncar en H Ny ; obtenemos las mejores cotas posibles con
este método.

Un resumen algoritmico del método algebraico seria:

1) Asociamos al sistema S sus ideales Ig ; de j-fiabilidad.

2) Obtenemos el conjunto de generadores minimo de Is ; para obtener del conjun-
to de j-caminos (respectivamente j-cortes, si queremos calcular la no fiabilidad)
minimos Fg ;.

3) Calculamos el numerador de la serie de Hilbert de Is; para obtener la j-
fiabilidad (respectivamente j-no fiabilidad) de S.

3’) Calculamos una resolucién de Ig ;. La suma alternada de los rangos de la
resolucién proporciona una férmula para el numerador de la serie de Hilbert
que nos permite obtener cotas, truncando en cada sumando.

Cl _

=

Cy

Figura 4: Sistema series-paralelo del ejemplo 1.4

1-caminos minimos | 2-caminos minimos
(1,1,0,0) (0,0,0,2)
(0,0,0,1) (2,0,2,0)
(1,0,1,0)

Cuadro 2: 1-caminos minimos y 2-caminos minimos del ejemplo 1.4
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Ejemplo 3.4. Sea S el sistema del ejemplo 1.4 —representado de nuevo en la figura
4— y para el que conociamos los j-caminos minimos —volvemos a recogerlos en el
cuadro 2—.

Imaginemos que las probabilidades de las componentes de dicho sistema son las
siguientes:

p1o =1 p1,1 = 0.95 pro=0.9
P20 =1 P21 =0.9

p3,0 =1 p3,1 =0.9 p32 =0.8
papo =1 a1 = 0.9 pa2 = 0.85.

Como ya tenemos los j-caminos minimos para j = 1,2, podemos obtener los
ideales de j-fiabilidad de manera sencilla:

Is1= <x1x2,x1x3,x4>,
2.2 2
Iso = (xiz3, 7).

Una vez que ya conocemos los ideales de j-fiabilidad, lo que vamos a hacer es
calcular los numeradores de la serie de Hilbert. Para ello empleamos los arboles de
Mayer-Vietoris como vimos en la seccién anterior, los cuales nos dan como resultado:

HNpg, = 2109 + 2103 + 24 — (012023 + 210224 + T123T4) + T1220324,
_ 2.2 2 2.2 2
HNyg, = xyx5 + x5 — 2771377,

Recordemos que una vez conocemos el numerador de la serie de Hilbert del ideal

de j-fiabilidad es sencillo calcular la j-fiabilidad: esencialmente basta con sustituir

los x por p; q.
Vamos a comenzar calculando la 2-fiabilidad del sistema S ya que es mas sencilla:

Rg2=0.72+40.85 — 0.612 = 0.9558.

Asi, la probabilidad de que el sistema funcione en estado al menos 2 es de 0.9558.
Veamos qué ocurre cuando calculamos la 1-fiabilidad del sistema:
Rs1 = 0.855 4 0.855 + 0.9 — (0.7695 + 0.7695 + 0.7695) + 0.69255
= 2.61 — 2.3085 + 0.69255 = 0.99405
Tenemos entonces la probabilidad de que el sistema funcione en estado mayor
o igual que 1 y en estado mayor o igual que 2. Llegados a este punto, somos capa-
ces de calcular la probabilidad de que funcione en estado exactamente 1 o 2, y lo
denotaremos por rg;:
rso=1—-Rgi1=1-0.99405 = 0.00595,
rsi1 =Rgs1 — Rg2 = 0.99405 — 0.9558 = 0.03825,
rso = RS’Q = 0.9558
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Las cotas que obtendriamos para este ejemplo, truncando en el numerador de la
serie de Hilbert, son las siguientes:

Rg1 > 2.61 —2.3085 = 0.3015,
Rgs <261,
Rgo < 1.57

Como podemos observar, son cotas no demasiado buenas: para la 1-fiabilidad
obtenemos como tnica cota superior 2.61 (por lo que es totalmente prescindible) vy,
como cota inferior, obtenemos 0.3015 que queda muy lejos de la probabilidad exacta
que habiamos calculado; para la 2-fiabilidad solo somos capaces de calcular una cota
superior que, de nuevo, no nos sirve de nada.

4. SISTEMAS k-ENTRE-1

Los sistemas k-entre-n y sus variantes (consecutivos, lineales consecutivos, circu-
lares consecutivos. .. ) son uno de los tipos de sistemas mds importantes estudiados
en teoria de la fiabilidad debido a su interés teérico y a su gran nimero de aplica-
ciones (ver, por ejemplo, [4, 9]).

La versiéon multiestado, la cual es méas 1til cuando tratamos de modelar situa-
ciones de la vida cotidiana, ha sido objeto de estudio durante las tltimas décadas,
a partir de su primera definicién en [3]. Desde entonces, varios autores (ver, por
ejemplo, [6] y sus referencias) han definido estos sistemas de diversas formas y han
desarrollado métodos particulares para calcular su fiabilidad.

4.1. SISTEMAS BINARIOS k-ENTRE-n
DEFINICION 4.1. Un sistema binario k-entre-n es un sistema con n componentes
que funciona si al menos k de sus n componentes estan en funcionamiento.

El ideal de fiabilidad de un sistema binario k-entre-n viene dado por
I = (x* t.q. x* es un monomio libre de cuadrados de grado k en n variables).

Ejemplo 4.2. Vamos a calcular la fiabilidad de un sistema 2-entre-4 cuyas compo-
nentes tienen las siguientes probabilidades de funcionamiento: p; o =1, p1,1 = 0.9,
P20 = 1, P21 = 085, P30 = 1, P31 = 095, Pao = 1, P41 = 0.83.

Para este ejemplo, el ideal de fiabilidad es

Iy = (w122, 2123, T124, ToX3, T2y, T3T4).

Utilizando los arboles de Mayer-Vietoris, tenemos que el numerador de la serie
de Hilbert es

HNI2,4 = r1T9 + r1x3 + 114 + ToX3 —+ xoxy + T34
— 2(x122w3 + T1229T4 + T123T4 + T2T3T4)

+ 371727374,
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y, sustituyendo las probabilidades de las componentes, tenemos los siguientes resul-
tados:

R = 4.6685 — 2 - 2.78195 + 3 - 0.6032025 = 0.9142075,
Rg > 4.6685 — 2 - 2.78195 = —0.8954,
Rg, < 4.6685.

De nuevo, las cotas aportadas por nuestro método no son muy tutiles. Esto es porque
el ideal no tiene suficientes generadores.

DEFINICION 4.3. Un sistema binario k-entre-n consecutivo es un sistema de n com-
ponentes que funciona si, y solamente si, kK componentes consecutivas funcionan.

El ideal de fiabilidad de estos sistemas es

Jen = (X1 Th, T2+ Thg1, -+ s Tpkgl T

Ejemplo 4.4. El arbol de Mayer-Vietoris calculado en el ejemplo 2.23 corresponde
al ideal de un sistema binario 2-entre-5 consecutivo.

4.2. SISTEMAS k-ENTRE-n MULTIESTADO

La primera definicién de sistema k-entre-n multiestado fue propuesta en [3] por
El-Neweihi et. al.:

DEFINICION 4.5 (El-Neweihi et. al., 1978). Un sistema S es un sistema k-entre-n
multiestado si su funcién de estructura satisface

(%) = T(n_k+1) (1)

donde (1) < w(9) < -+ < Xy es un reordenamiento de las variables de forma que
sus estados quedan en una secuencia no decreciente.

Estos sistemas también se conocen como sistemas k-entre-n multiestado simples.

En [2] Boedigheimer y Kapur dieron una definicién ligeramente distinta. En
ambas definiciones las componentes deben tener el mismo nimero de estados que
el sistema. Los ideales de j-fiabilidad correspondientes a estas definiciones vienen
dados por el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.6. FEl ideal
Iemi=( [ «llico)

oC{1m)
|lo|=k

es el ideal de j-fiabilidad de un sistema k-entre-n multiestado, como los definidos
por El-Neweihi et. al. en [3] y por Boedigheimer y Kapur en [2].

La generalizacion, en términos de ideales monomiales y permitiendo estados di-
ferentes entre las componentes y el sistema se presenta en [13]:
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DEFINICION 4.7. Sea S un sistema multiestado que puede alcanzar los niveles {0, . . .,

M} y tal que la componente 4 tiene M;;1 niveles de funcionamiento {0, ..., M;}.
Sea nj < n el nimero de componentes tales que M; > j para cada j € {0,..., M}
(para facilitar la notacién, supongamos que son las componentes 1,...,n;). S es un

sistema k-entre-n multiestado si para todo j € {1,...,M} el ideal de j-fiabilidad
de S, Is ;, es de la forma

Is;j=( [ «llico).
oC{1,...,n;}
lo|=k

Ejemplo 4.8. Sea S un sistema multiestado tal que S = {0,1,2,3}, S; = {0, 1,2, 3,4},
Sy ={0,1,2,3}, S3 = 84 = {0,1,2} y S5 = {0,1}, y sea ¢(x) = x(4). El sistema se
comporta como un sistema 2-entre-5 para los niveles j = 1,2,3 (de acuerdo con la
definicién de El-Neweihi et. al.)

Los ideales de j-fiabilidad para este sistema son:

Is1 = (1202, 2123, T124, T1T5, Tol3, ToTa, ToXs5, T3Ta, L3Ls5, L4T5),

_/.2.2 2.2 2.2 2.2 2.2 2 2
Is 2 = (2775, T723, ¥175, T3T3, ToTy, T3Ty),

Iss = (xix3).
Afios més tarde, Huang, Zuo y Wu definieron en [5] los sistemas k-entre-n mul-
tiestado generalizados como sigue.

DEFINICION 4.9. Un sistema de n componentes se denomina sistema k-entre-n mul-
tiestado generalizado si, para 1 < j < M, ¢(x) > j cuando existe un valor entero !
(j <1< M) tal que al menos k; componentes estdn en estado ! o superior.

En la definiciéon de los sistemas k-entre-n multiestado simples, siempre debia
haber el mismo nimero de componentes funcionando a determinado nivel para que
el sistema funcionase. En este caso, para cada nivel de funcionamiento se permite
un numero diferente de componentes funcionando en ese estado.

Si denotamos por ¢ la funcién de estructura del sistema S y por IV; el nimero
de componentes en estado j o superior, esta definicion puede ser reescrita como

B(S) > j si
N; > kj,
Njt1 2 kjya,

Por lo tanto, podemos denotar al sistema S como S, (x,.... k) )- Cuando k < -+ <

k., el sistema se dice sistema k-entre-n multiestado generalizado creciente, y si ky >

-+ > ky, el sistema se dice sistema k-entre-n multiestado generalizado decreciente.
Para estos sistemas, también conocemos los ideales de j-fiabilidad.
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PROPOSICION 4.10. FEl ideal de j-fiabilidad de un sistema k-entre-n multiestado ge-
neralizado S = Sy, (k, ... ky) viene dado por

M
Isj = In (ky,cokrr) = Zl(ki,")»i'
i

Terminamos la seccién realizando, en términos algebraicos, el ejemplo 8 en [5].
Ejemplo 4.11. Tenemos un sistema k-entre-3 multiestado generalizado que puede
tomar cuatro estados (0,1,2,3) y de forma que k; = 3, ks = 2 y k3 = 2. Por
lo tanto, tenemos un sistema k-entre-n multiestado generalizado decreciente. Las
probabilidades de las componentes son las siguientes: p1 o = 1, p1,1 = 0.9, p1,2 = 0.6,
P13 =04, p2o=1,p21=0.9,pa2=0.7 pa35=02p30=01p31 =1, p32 =038,
p3,3 = 0.3, donde p; ; es la probabilidad de que la componente ¢ funcione, al menos,
a nivel j.

= Para que el sistema esté en estado 3 tiene que haber, al menos, 2 componen-
tes en estado 3 o superior (k3 = 2). Por lo tanto, el ideal de 3-fiabilidad es
Iss = (2%y?, 2323, y323). El numerador de su serie de Hilbert viene dado por
HNpg, = a3y + 232° + 32 — 2(2%y2®) e, introduciendo las probabilida-
des de cada una de las componentes, tenemos que la probabilidad de que el
sistema funcione en estado 3 o superior es Rg 3 = 0.396, que es, en este ca-
so, igual a la probabilidad de que el sistema funcione, exactamente, a nivel 3:
rss = Rs’g = 0.396.

= El sistema estara en estado 2 o superior si al menos 2 componentes estan en
estado 2 o superior, luego Isz = I(2.3) 2+ 1(2,3),3 = [(2,3),2 = (w22, 2222, 9% 22).
El numerador de la serie de Hilbert es HNy,, = @ Y2+ a2 49222 —2(2?y22?)
y tenemos Rg2 = 0.826. Ademds, podemos obtener rgo = Rgo — Rg3 =
0.826 — 0.396 = 0.430.

s Como k1 = 3 el sistema estard en estado 1 o superior si las tres componentes
estan funcionando en estado 1 o superior, o si al menos 2 componentes estan en
estado 2 o superior o si al menos 2 componentes estan en estado 3 o superior.
El ideal de 1-fiabilidad es [S,l = 1(3,3)71 + 1(273)72 + 1(273),3 = 1(373)71 + 1(273),2 =
(vyz, 2%y?, 2222, y22?%), HNypg, = xyz+ 229? + 2222 + 9222 — (zy?2? + 2%y +
m2y22) y obtenemos que Rg; =089 yrs1 = Rg1 —Rg2 = 0.89 — 0.826 =
0.064.

» Finalmente, rgo = Rgo —Rgs1=1-0.89 =0.11.

Para ampliar informacion sobre estos sistemas y sus variantes, también estudia-
das con el método algebraico, se recomiendan las referencias [11, 12, 13].

5. LINEAS DE INVESTIGACION ABIERTAS

En este articulo hemos hecho una muy breve introduccién a todo el trabajo
que estamos realizando. Para ampliar la informacién relacionada con este tema se
recomiendan, entre otras, [1, 10, 11].
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Actualmente estamos estudiando si el método algebraico puede ayudarnos a de-
terminar la importancia de las componentes. Es decir, si una componente tuviese que
mejorar, jcual deberia ser para que la fiabilidad del sistema aumente mas? Nuestro
método nos va a ayudar a determinar la importancia de una componente desde el
punto de vista estructural, es decir, teniendo en cuenta la posicién en el sistema.
Una parte del estudio esta desarrollada en [8]. Por otro lado, estamos viendo si los
support posets —ver capitulo 2, seccién 2.3 de [11]— puede sernos de ayuda. Ade-
mas de la parte tedrica y comprobar si el método es 1til o no, queremos saber si, a
nivel computacional, el método algebraico es utilizable: estamos desarrollando una
clase de C++ con el software libre CoCoALib que nos diga el orden de importancia
(estructural) de las componentes.

Por otro lado, y también relacionado con los support posets, ya estudiamos en [11]
que los ideales que comparten la misma polarizacién, también comparten ciertas
propiedades e invariantes (como los niimeros de Betti). Tenemos como objetivo seguir
investigando mas propiedades compartidas.

Los sistemas k-entre-n multiestado, aunque ampliamente estudiados ya duran-
te nuestra trayectoria de investigacién, poseen mas variantes en las que, quiza, el
método algebraico pueda ser de ayuda.

Finalmente, también queremos estudiar la relaciéon de los sistemas multiestado,
las matroides (relacién ya estudiada, entre otros, por Arne Bang Huseby) y los ideales
monomiales.

Cualquier sugerencia o idea relacionada con los temas propuestos durante el
articulo, serdn bien recibidas en los correos electronicos de los autores.
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