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Las funciones booleanas y el lema de Bonami

por

Maria José Gonzalez, Paul MacManus y Maria Cristina Pereyra

RESUMEN.  En este articulo expositivo estudiamos la relacién entre las fun-
ciones booleanas y los teoremas de hipercontractividad de Aline Bonami. Nos
concentramos en la teoria de la eleccion social, y presentamos algunos de los
resultados mas importantes en el area como los teoremas de Friedgut-Kalai-
Naor (FKN) y de Kahn-Kalai-Linial (KKL), y la famosa conjetura entropia de
Fourier / influencia.

1. INTRODUCCION

La idea de escribir este articulo surge a partir de la conferencia impartida por
Aline Bonami en el Seminari d’Analisi de Barcelona en la Universitat Autonoma de
Barcelona el 29 de mayo de 2024, con ocasién de la celebracién de la jubilacién de
Joaquim Bruna. El titulo de la conferencia era Riesz products, old and recent results.
Una vez finalizada su presentacién, J. Bruna le pregunté por qué sus resultados
sobre hipercontractividad son tan utilizados en el mundo aplicado. En este articulo
expositivo intentaremos explicar esta relacion entre los teoremas de Bonami y su
aplicacién dentro de la teorfa de la eleccién social.!

El puente de conexién son las funciones reales definidas en el cubo discreto
{=1,1}", también llamado el cubo de Hamming, prestando especial atencién a las
funciones booleanas: f : {—1,1}" — {—1,1}. Las funciones booleanas aparecen en
todo tipo de contextos, tales como la teoria de computacion, la combinatoria, la
teoria de la eleccién social y la probabilidad discreta. También estan intimamente
conectadas a las desigualdades funcionales y al analisis de Fourier en grupos discre-
tos. El lema de Bonami al que se refiere el titulo de este articulo, y que sera clave en
nuestra exposicion, forma parte de los resultados sobre hipercontractividad de las
funciones reales en el cubo de Hamming demostrados por Bonami.

En los parrafos siguientes apareceran varias nociones matemaéticas con las que
el lector quizas no esté familiarizado; esto no debe ser motivo de desanimo puesto
que el objetivo de las secciones siguientes del articulo seréd presentar dichas nociones
detalladamente.

En el contexto de la teorfa de la eleccion social, una funcién booleana f :
{-1,1}" — {—1,1} representa un sistema de votacién donde n es el nimero de
votantes. Cada votante elige entre dos candidatos A y B (1 y —1, respectivamente).
La funcién f define el sistema de votacién, asignando 1 o —1 a cada vector de unos

1Social choice theory en la literatura matematica en inglés.
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Aline Bonami con Nessim Sibony (izquierda) y Joaquim Bruna (derecha). Foto de
Aline Bonami.

y menos unos. Es decir, las entradas representan los votos individuales, y la salida
representa el resultado de la votacién. A modo ilustrativo consideremos un sistema
electoral con dos votantes, en el que el candidato ganador es A a no ser que todos
voten a B. En este caso la funcién booleana seria f(1,1) = f(1,—-1) = f(-1,1) =1,
F(=1,-1) = —1.

De forma més general consideramos funciones f : {—1,1}" — R. Asignando
la medida uniforme en el cubo discreto {—1,1}", es decir, u(z) = 5 para todo
x € {—1,1}", definimos la media o esperanza de f como

Elfl=5, > [,

ze{—-1,1}"

y la norma | f|, := (E[|f|p])1/p para todo p > 1. Cuando p = 2, el espacio
L?({—1,1}") es un espacio de Hilbert, donde el producto interior se define como

(f.9) =Bl =5 Y. f@)l)

ze{-1,1}"

En este contexto se desarrolla la teoria del andlisis de Fourier en el cubo discreto
{=1,1}", que veremos detalladamente en la seccién 2.

Denotaremos [n] := {1,2,...,n}, notacién comin en el area de las funciones
booleanas. Para cada subconjunto S C [n], consideremos las funciones

Xo =1,

Xs(z1,...,20) = Ha:i.

i€S
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Como veremos més adelante, las funciones xg, S C [n], forman un sistema ortogonal,
y toda funcién f : {—1,1}" — R se puede escribir de forma tnica como un polinomio
multilineal:?

fler,@a, .. o) = > asxs, (1)

SC[n]

con ag € R. Por ejemplo, la funcién f definida anteriormente tiene representacion
de la forma:

1 1
flz,22) =1— 5(1 —z1)(l —x9) = 5(1 + 21 + x2 — T1X2).

Las funciones yg representan la base de Fourier, y ag = (f, xs) los coeficientes
de Fourier de la funcién f, que a partir de ahora denotaremos f(S ) = as. De esta
forma, toda funcién real definida en el cubo de Hamming se puede expresar en su
desarrollo de Fourier (1) y el grado de f se define como el grado de este polinomio.

El lema de Bonami establece que cuando f : {—1,1}" — R tiene grado d, se
verifica la siguiente desigualdad de tipo Holder inversa:

I1£lla < 342 ]2,

es decir, E[f1] < 9d(E[f2])2.

Para explicar la relacién de este resultado con las funciones booleanas necesita-
mos introducir uno de los conceptos méas importantes en el andlisis de las funciones
booleanas: la influencia. Regresando a la interpretacién de una funciéon booleana
f:{-1,1}" = {-1,1} como un sistema de votacién, resulta natural definir la in-
fluencia del votante ¢ como el porcentaje de escenarios en los que el voto de ¢ es
decisivo, es decir, si este cambia su voto de 1 a —1 o viceversa, el resultado de la
votacion varia también. En el ejemplo anterior, el voto del votante 1 es decisivo en
los escenarios (1,—1) y (—1,—1). Por tanto su influencia es 1/2, igual que la del
votante 2.

En general, dada una funcién booleana f, la influencia de la variable i se define
como la probabilidad de que f(:y) # f(x'), donde 2* = (21,...,—xi,...,Ty), es decir,
L(f)= I{fﬂ e{-1,1}": f(z) # f(z")}].

La influencia total de la funcién booleana f se define como I(f) = >"" , L(f). En
términos de los coeficientes de Fourier

L= Y 1f9P

SC(n]: i€S

= > 1FS)PIS|

ScCn]

27L

2La representacién como polinomio multilineal es tinica pero no la representacién como polino-
mio, puesto que, por ejemplo, xf’ =x;.
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(ver la seccién 2.5), donde |S| es el tamatio del conjunto S.
Puesto que E(ys) = 0 para todo S # (), la esperanza y varianza de f vienen

dadas por E[f] = f(0) y

Var(f)= Y [f(SP

SC[n]: S#£0

respectivamente. Observemos ahora que I(f) > Var(f). Esta desigualdad nos per-
mite obtener de forma trivial la siguiente cota superior para la maxima influencia
de f: méx;en Li(f) > + Var(f). Sin embargo, el sorprendente teorema de Kahn-
Kalai-Linial (KKL) establece que

méax I;(f) > CI‘)% Var(f),

1€[n]

donde C' > 0 es una constante absoluta. Este es uno de los resultados méas relevantes
en el analisis de las funciones booleanas. Como veremos en la seccion 4, el ingrediente
clave en su demostracién es el lema de Bonami. Una consecuencia del teorema de
KKL es que en el caso de un sistema de votaciéon mondétono con n votantes, existe
una coalicién de tamaifio comparable a n/logn que bésicamente controla el resultado
de la votacién. Este resultado es conocido como el problema de Ben-Or y Linial.

El lema de Bonami es equivalente a un caso particular del llamado teorema de
hipercontractividad, también un resultado de Bonami [6, capitulo III, teorema 3], y
al que dedicaremos la seccién 3.2. Este teorema dice que ciertos multiplicadores de
Fourier T, sobre funciones f : {—1,1}" — R son contracciones y regularizaciones
de f, en el sentido de que ||T), f||q < || f||, para un rango de ¢ > p. Estas desigualdades
tienen aplicaciones importantes en los campos de la ciencia de la computacion y la
teoria de grafos aleatorios [18].

Finalizamos esta introduccién enunciando una de las conjeturas mas famosas en
el area, que analizaremos con maés detalle en la seccién 5. La identidad de Parse-
val garantiza que para funciones booleanas f : {—1,1}" — {—1,1} tenemos que
>_scn] |]?(S)|2 = 1 (ver la seccién 2). Por tanto, podemos definir una medida de
probabilidad en {S : S C [n]} que asocia a cada subconjunto S la probabilidad
|7(S)|2. Denotando la entropia de esta distribucién de probabilidad por H(f), el
problema que permanece abierto es la conjetura entropia de Fourier / influencia,
que abreviaremos conjetura EFI: existe C' > 0 tal que, para toda funcién booleana f,
H(f) < CI(f).

Es decir, para funciones booleanas f: {—1,1}"* — {—1,1},

SRS P logy ——— < Y IFS)PIS).
SCln] |f(S>| SCln]

La importancia de esta conjetura radica en el hecho de que, de ser cierta, implicaria
resultados como el teorema de KKL o la llamada conjetura de Mansur [15].
Este articulo estd organizado de la siguiente manera:
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En la seccién 2 presentamos las definiciones basicas de la teoria de funciones
booleanas, la descomposicién de Fourier y las nociones de influencia individual y
total. Discutimos los ejemplos candénicos en el contexto de la teoria de la eleccion
social, como la funcién mayoria, las dictaduras, las funciones AND y OR, las juntas,
las tribus, y las funciones booleanas mono6tonas.

En la seccion 3 demostramos el lema de Bonami y deducimos algunos corolarios
que nos seran tutiles mas adelante. Enunciamos el teorema de hipercontractividad y
algunos casos particulares. Entre ellos, el llamado teorema de hipercontractividad-
(4,2), que es equivalente al lema de Bonami.

En la seccién 4 demostramos que una funcién booleana afin es una constante
o una dictadura. Como consecuencia del lema de Bonami mostramos los teoremas
de Friedgut-Kalai-Naor (FKN) y de Kahn-Kalai-Linial (KKL). El teorema de FKN
muestra que una funcién que es aproximadamente lineal debe estar cerca de una
dictadura. Para terminar la seccién, presentamos una aplicaciéon del teorema de
KKL a la resolucién del problema de Ben-Or y Linial.

En la seccién 5 discutimos las conjeturas EFI y MEFI (ménima entropia de Fou-
rier / influencia). Mostramos cémo obtener una primera aproximacién a la conjetura
EFT pero con una cota dependiente de la dimensién n y de orden logn. También
estudiamos las conjeturas en determinadas clases de funciones, donde o bien se han
comprobado o se han obtenido resultados parciales. Finalmente mostramos la cone-
xién entre el teorema de KKL y las conjeturas MEFI y EFI.

Los autores desean expresar su agradecimiento a Joaquim Bruna, de la Univer-
sitat Autonoma de Barcelona, por sus comentarios y correcciones sobre una versién
previa de este articulo, y a José Luis Ferndndez, de la Universidad Auténoma de
Madrid, por las multiples y valiosas conversaciones sobre la conjetura EFI. Agrade-
cemos también al evaluador/a por la exhaustiva lectura de este articulo y por sus
comentarios, que han ayudado a mejorar notablemente esta presentacién.

2. FUNCIONES BOOLEANAS, ELECCION SOCIAL, E INFLUENCIA

En esta seccion, presentamos las funciones booleanas, su desarrollo de Fourier
y el concepto de la influencia. Miramos también algunos ejemplos canénicos de la
teoria de la eleccién social, en concreto, ejemplos de sistemas de votaciéon. Una
referencia excelente en esta materia es el libro Analysis of Boolean functions por
Ryan O’Donnell [23]; en particular, las notas histéricas al final de cada capitulo son
muy informativas.

2.1. CuBO DE HAMMING, FUNCIONES BOOLEANAS, Y CARACTERES

El cubo de Hamming de dimensidn n, escrito como {—1, 1}", consiste en vectores
de longitud n con valores en +1. Es decir:

{-1,1}" = {(z1,22,...,2y,) : ; = £1}.

Observemos que este conjunto tiene 2" elementos.
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El conjunto de funciones definidas en el cubo de Hamming de dimensién n con
valores reales, f : {—1,1}" — R, es un espacio vectorial que denotamos F,. Una
funcién f : {—=1,1}" — {—1,1} se llama funcidn booleana y el conjunto de estas
funciones se escribe B,,. En total, hay 22 funciones booleanas definidas en {—1,1}".

Asignamos la medida uniforme al cubo de Hamming. Bajo esta medida, las va-
riables x; son variables aleatorias independientes uniformemente distribuidas que
toman los valores 1 y —1. Los elementos f(z1,...,z,) de F, representan por tanto
variables aleatorias.

Definimos el producto interior de dos funciones f, g € F,, por:

(f.9) =Bl =5 Y. fl)gl)

ze{-1,1}"

La norma correspondiente es ||fll2 = /{(f,f) v el espacio de Hilbert resultante
(Fns (-, ) se escribe L2({—1,1}"). Todas las funciones booleanas tienen norma igual
al.

Para S C [n] := {1,2,...,n}, el cardcter, o funcidn de paridad, correspondiente
se define como:

X@(xly ceey l‘n) = 17
Xs(T1y. .0, Tn) = Hwi para todo S # ().
i€s
El ntimero de caracteres es igual al nimero de subconjuntos S C [n], es decir, 2".
Vamos a ver a continuacion que la colecciéon de caracteres es una base ortonormal

para L?({—1,1}"). Nétese que cada cardcter es una funcién booleana.
Los caracteres cumplen:

xs(@)xv(z) = xsav(z),
Elxv] = dy(V),

donde SAU es la diferencia simétrica de S y U, y donde dp(V)=1siV =0y O en
caso contrario. Tomando V = SAU se obtiene:

(xs:xv) = E[xsxv] = E[xsav] = dp(SAU).

Como SAU = () si, y solo si, S = U, hemos demostrado que los caracteres forman
un conjunto ortonormal en L*({—1,1}"). ;Y por qué forman una base? Porque
L2({—1,1}"), visto como espacio vectorial, tiene dimensién 2". Esto tltimo se debe
a que las funciones indicatrices, 1q}(7) = dq(x) para a € {—1,1}", forman una base
ortogonal para L2({—1,1}").

Alternativamente, para la funcién 1.y, a € {=1,1}", tenemos:

1+a1x1 1+ asxs 1+ a,x,
]l{a}(]}): . 9 9

2
= 2% Z (H%)XS(QT)- (2)

SC[n] €S
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De modo que cualquier funcién real es una combinacién lineal de caracteres y, como
estos son ortonormales, tienen que ser una base ortonormal para L?({—1,1}").

2.2. COEFICIENTES DE FOURIER

Como los caracteres forman una base ortonormal, cada funcién f: {-1,1}" - R
tiene un desarrollo tnico del estilo:

flx) =Y F(S)xs(x), (3)
SCn]
donde f(S) = (f,xs) representa el coeficiente de Fourier de f asociado a Sy el
polinomio (3) se denomina el desarrollo de Fourier de f.
Por ejemplo, por (2) los coeficientes de Fourier de 1y,} son:

Lia} () = 5 [Ta:= o Xs(a)-

Como consecuencia del desarrollo de Fourier (3), tenemos la identidad de Plan-
cherel

Blfd =5 Y f@e@)= Y f©)3s)

ze{-1,1}" SCln]
v la identidad de Parseval
1 ~
Blf*] = Yo @ =Y IF9” (4)
ze{-1,1}" SCln]

En particular, si f es booleana, tenemos que ZSC[n] |f(S)|2 =1.

Ademés, para toda f : {—1,1}" — R, se pueden escribir cantidades como la
esperanza, la varianza y la covarianza en términos de los coeficientes de Fourier:

E[f] = f(0),
Var[f]:E[fz] ~E[f]? = Z |J?(S)|2,

SC[n],S#0

Cov(f,g] =E [fg] —E[fIE[g]= > [(S)3(9).
SC[n],S#0

2.3. ESTRUCTURA DE GRUPOS

El cubo de Hamming es un grupo multiplicativo de 2" elementos, con el produc-
to de dos elementos definido por x -y = (21y1, Z2Y2, - - . , TnYn). Evidentemente, la
identidad es el punto 1 := (1,1,...,1) y cada elemento es su propio inverso. Con
esta estructura el grupo es isomorfo al grupo aditivo Z5.
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También forman un grupo multiplicativo las funciones booleanas, con el producto
de dos funciones f y g definido por (f - g)(z) = f(z)g(x). Con esta estructura, B,
es isomorfo al grupo aditivo Z2 .

El grupo dual de {—1, 1}" consiste en las funciones ¢ : {—1,1}" — T (los ntumeros
complejos de norma 1) que respetan la estructura de grupo: ¢(zy) = ¢(x)é(y). Es
decir, el grupo dual consiste en los homomorfismos que van del cubo de Hamming
a T. En particular, ¢(1) = 1 y ¢(z)? = ¢(2?) = ¢(1) = 1y, por tanto, todos los
elementos del grupo dual son funciones booleanas.

Para S C [n], xs es booleana y

xs(xy) = [[(@y)i = [J (@) Hfm Hyz = xs(y),

i€S €S

de modo que xg es un elemento del grupo dual del cubo de Hamming. jResulta
que los tnicos elementos del grupo dual son los caracteres! Se puede consultar por
ejemplo [23, seccién 8.5], o cualquier texto de andlisis de Fourier en grupos, como el
texto cldsico de Rudin [26, capitulo 1].

2.4. EJEMPLOS CANONICOS

Aqui presentamos algunos ejemplos relacionados con la teoria de la eleccién so-
cial, donde se investigan sistemas de votacién o de agregacién de opiniones. Digamos
que tenemos dos alternativas 1 y —1 y una sociedad de n votantes. Cada punto del
cubo de Hamming representa un conjunto de preferencias individuales de todos los
miembros de la sociedad. Una funcién booleana es entonces una regla que decide
una preferencia del conjunto de la sociedad a partir de las preferencias individuales.

2.4.1. DICTADURA, MAYORfA, AND vy OR

Las funciones dictadura son los caracteres que corresponden a los conjuntos de
un solo elemento, los x ;-
EJEMPLO 1. La i-ésima funcién dictadura d; : {—1,1}" — {—=1,1} se define como
d;(x) == ;.

En este caso, el resultado de la eleccién depende tnicamente del votante i, el
dictador. Es evidente que los coeficientes de Fourier de d; vienen dados por:

C/l\(S)— 1 SiS:{i},
' " 10 en caso contrario.

Entre los mecanismos de votacién mas comunes se encuentra el de la mayoria.

EJEMPLO 2. Para n impar,® la funcién mayoria Maj, : {—1,1}" — {—1,1} se
define como Maj, (x) = sgn(z1 +x2 + -+ + x,).

3Cuando n es par, se puede usar la misma férmula cuando 1 + --- + =, # 0 para definir
la funcién Maj,, (z) y cuando la suma es 0 se puede asignar valor 1 o —1 arbitrariamente. En la
practica, cuando hay un empate, una autoridad superior decide, por ejemplo, un tribunal supremo.



LA GACETA % ARTICULOS 59

Esta funcién toma el valor 1 si, y solo si, el nimero de coordenadas que toman
el valor 1 es mayor que el nimero de las que toman el valor —1.

Calcular los coeficientes de Fourier de esta funcién es algo complejo, pero tenemos
la férmula siguiente [23, teorema 5.19]:

- 0 si |S| es par,
Mai(8) = 4 s ey
i () s8I = 2k 1.

2k

EJEMPLO 3. La funcién OR,, : {—1,1}" — {—1,1} se define como
+1 sixz#(—1,—
-1 six=(-1,—

ORn(x){ 1,...,—1),

—1,...,—1).

Esta funcién corresponde al caso en el que el candidato 1 gana salvo que todos
los votantes voten en su contra. Se puede escribir también como OR,,(z) = méx(x;)
o como OR,,(7) = 1 —21;_4;(x). Como ya sabemos los coeficientes de Fourier de la
funcién indicatriz 1;_1y, obtenemos:

. 1—1/27-1 si S =0,
OR,(S) = { / '

(—=1)I81+1/27=1 " en caso contrario.
EJEMPLO 4. La funcién AND,, : {—1,1}" — {—1,1} se define como

—1 ) 1,1,...,1
ANDn(a:): S%x#( ) ) ) )7
+1 sixz=(1,1,...,1).
En este caso el candidato 1 gana solo cuando todos votan a su favor. Esta fun-
ci6n se puede escribir como AND,,(x) = min(z;). También, tenemos AND,, (z) =
— OR,,(—x); por tanto los coeficientes de Fourier de esta funcién son:

—14+1/2""t s S =0,
1/2n1 en caso contrario.

AND,(S) ={

2.4.2.  JUNTAS, TRIBUS, Y FUNCIONES MONOTONAS

Los siguientes son ejemplos algo mas elaborados que los anteriores.

EJEMPLO 5. Una funcion booleana es una k-junta si depende solo de k de sus n
coordenadas. Es decir, existen x;,, Ti,, . .., T, y una funcion booleana g : {—1,1}% —
{—1, 1} tal que f(l‘) = g(xiu'r’izv ce ’xik)'

La funcién dictadura corresponde al caso k = 1 de la funcién junta. Los coeficien-

tes de Fourier de una k-junta f vienen dados por f(S) =g(S)si S C {i1,ia,...,i}
y f(S) =0 en caso contrario.
En el siguiente ejemplo, los votantes se dividen en tribus disjuntas y el candidato 1

gana si, y solo si, por lo menos una de las tribus vota unanimemente a su favor.
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EJEMPLO 6. Para una particion P = {I1,Is,..., I} de [n], la funcién tribus de P
se define como

Tribusp(z) = OR, (AND(2(V),... AND(2(®))),

donde ) son los elementos de x con indices en Ij.

Las funciones tribus son importantes como ejemplos para mostrar que resultados
fundamentales, como el teorema de Kahn—Kalai-Linial (KKL), son 6ptimos. Cuando
la particién P es uniforme (los Ij tienen el mismo niimero de elementos), se pueden
calcular los coeficientes de Fourier de la funcién tribus. Véase [23, proposicion 4.14].

Las funciones booleanas descritas hasta el momento, salvo las juntas, tienen una
propiedad importante en comin: son mondtonas.

DEFINICION 1. Una funcién booleana f : {—1,1}" — {—1,1} es mondtona si f(z) <
f(y) cuando z; < y; para todo i € [n].

Notese que una junta es monétona si, y solo si, la funciéon g que la define es
monotona.

En términos de la teoria de la eleccion social, una funcién monétona garantiza
que un cambio de voto a favor de un candidato no perjudica a dicho candidato en
el resultado de la eleccion.

2.5. LA INFLUENCIA

Si f:{=1,1}" — {—1,1} representa un sistema de votacién, la influencia del
votante ¢ es una medida del impacto electoral de un cambio de voto por parte del
votante i. Con este fin, definimos z(*) como el vector que es igual a = salvo en la
i-ésima coordenada, donde tiene un cambio de signo.

DEFINICION 2. La influencia de la coordenada i en una funcién booleana f : {—1,1}"
—{-1,1} es _
L(f) = Prob {f(x) # f(z'")}.

Asi que la influencia es la probabilidad de que un cambio de voto por parte del
votante i cambie el resultado de la eleccién. Un punto z en el que f(z) # f(z(®?) se
llama un pivote de f para la coordenada i.

DEFINICION 3. La influencia total de una funcién booleana f : {—1,1}" — {—1,1} es

1) =Y L),
i€[n]

Por tanto, la influencia total es una medida de la sensibilidad de f a cambios
de voto. Veremos pronto cémo extender estas definiciones al caso méas general de
funciones reales definidas en el cubo de Hamming.

La influencia tiene un vinculo estrecho con la derivada de la funcién. En general,
para toda funcién g : {—1,1}" — R la derivada i-ésima se define como

g(x(ial)) _ g(x(iafl))
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: 2 i—b) _
donde usamos la notacién z =% = (xq, ..., 2;_1,b,Ti41,...,2y).

Las derivadas actian como derivadas formales en los caracteres, es decir,

Diys = XS\{i} sii e s,
’ 0 en caso contrario.

Por tanto, por linealidad, también son derivadas formales de los desarrollos de Fou-
rier. Formalmente, y como cada funcién g : {—1,1}" — R tiene su desarrollo de
Fourier (3), tenemos

Dig(z) = Z 9(S)xs\fir (). (5)

SC[n]: S3i

En el caso de una funcién booleana, las derivadas solo toman valores en {—1,0,1},
y toman el valor 0 solo en los puntos que no son pivotes de f. Por tanto, para una
funcién booleana f, se verifica

L(f) = E[Dif(2)*] = | Difl3 (6)

1(f) = L) = > IDifII5 = B[V
i1€[n] 1€[n]
Aqui, Vf = (D1f,...,Dnf) es el gradiente de f.
Por la identidad de Parseval (4), concluimos que

LH= > 9L (7)

SC[n]: S3i

PRroPOSICION 1 (influencia y Fourier). Para una funcién booleana f : {—1,1}" —
{—1,1}, tenemos
I(f)= > ISIIFS)P,
SC[n]

donde recordamos que |S| denota el tamario del conjunto S.

DEMOSTRACION. La influencia total es la suma de las influencias individuales y para

cada S el término |f(S)|? aparece en exactamente |S| de las influencias individuales
(véase la formula (7)). O

Observemos que esta proposicién y la identidad (7) nos permiten definir la in-
fluencia total y la influencia individual de cualquier funcién g : {—1,1}" — R en
términos de sus coeficientes de Fourier:

Ig)= > ISIGSIF e Lilg)= > [@s)*

SC[n] SC[n]:S>1

Recordemos que, por la identidad de Parseval (4), para toda funcién booleana
se cumple » g, |f(S)|? = 1. Por tanto, podemos interpretar que los coeficientes
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de Fourier \f(S)F representan una medida de probabilidad sobre los subconjuntos
S C [n]. Con este enfoque, la proposicién anterior dice que la influencia total es la
esperanza de |S]| bajo esta medida.

En el caso de las funciones booleanas mondtonas, la relacién entre la influencia
y los coeficientes de Fourier se simplifica: véase [23, proposicién 2.21].

PROPOSICION 2. Si una funcién booleana f : {—1,1}" — {—1,1} es mondtona,

entonces L;(f) = f({z})

DEMOSTRACION. Como z(7~1 < z(=1D por monotonicidad, D, f(x) solo toma
valores en {0,1}. Ademds, D;f(x) = 1 si, y solo si,  es un pivote de f para la
coordenada i. Asi que,

~

L(f) = E[Dif] = D:f () = F({i}).
La tultima igualdad es consecuencia de la relacién (5). O

COROLARIO 1. La influencia total de una funcién mondtona f : {—1,1}" — {—1,1}
viene dada por

() =Y J({ip.
i=1

Terminamos esta secciéon con un analogo para funciones definidas en el cubo de
Hamming de la desigualdad de Poincaré en el entorno continuo. La desigualdad de
Poincaré permite controlar la variaciéon de una funcién por la norma de su derivada.
Por ejemplo, en un intervalo acotado en la recta, I, y para f, f’ € L?(I), tenemos

25 2(0) — £2) di E ") |2 de
Jis@=nfde= [ (e =) ae < S [ Ir@P s,

donde f; = ﬁ J; f(x)dz. Esta variante de la desigualdad se debe a Wirtinger.
Nétese que la funcién f(z) = cos (w(z — as)/|I]), donde I = [ar,bs], demuestra que
la desigualdad es 6ptima. Para informarse sobre esta y muchas otras desigualdades
puede consultarse el cldsico [13, seccién 7.7].

PROPOSICION 3 (desigualdad de Poincaré). Para toda funcién f:{-1,1}" — R, se
cumple

Var(f) <1(f)
o0, equivalentemente,

E[f* — E(f)’] <E[V/]>.

DEMOSTRACION. Tenemos

Var(f)= > [FSP < D ISIFS)P =1().

SC[n], S#0 SC[n]

La primera igualdad es la férmula de Fourier para la varianza (ver seccién 2.2) y
la segunda es la definicién de la influencia para funciones definidas en el cubo de
Hamming con valores reales. O
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Noétese que la funcién f(z) = z1 demuestra que la desigualdad es 6ptima para
cualquier n.

3. EL LEMA DE BONAMI Y LA HIPERCONTRACTIVIDAD

En esta seccion presentamos el lema de Bonami y, de forma mas general, el teore-
ma de hipercontractividad, también un resultado de Bonami de finales de la década
de los 60 [5, 6]. Es importante resaltar también los resultados unos afios més tarde de
Beckner [2], que obtiene, independientemente, desigualdades 6ptimas de hipercon-
tractividad, en particular la constante éptima en la desigualdad de Hausdorff-Young.
Ademés de Bonami y Beckner, la historia de los teoremas de hipercontractividad in-
volucra a muchos otros distinguidos analistas y probabilistas, entre ellos Gross, Paley
y Talagrand [12, 25, 28]. Recomendamos las notas histéricas en [23, pp. 278-281]
para mas detalles y referencias.

El blog de Kalai [17] atribuye a Simon haber acunado la palabra hipercontrac-
tividad en los afios 70. Esto lo confirma el propio Simon en [7], una nota histérica
acompanada de una larga bibliografia, donde se cuenta como las ideas de hipercon-
tractividad han tenido mucha influencia en analisis con ramificaciones a la teoria
cuantica de campos, a los operadores de Schrodinger y a la teoria de semigrupos
hipercontractivos. Nosotros nos centraremos en las conexiones con las funciones boo-
leanas.

3.1. EL LEMA DE BONAMI

Recordemos que, para 1 < p < oo, la norma en L? de una funcién f : {-1,1}" —
R se define como

11, = (ElFP)",

y que el grado de f es el grado del polinomio dado por su desarrollo de Fourier (3).

En esta seccién discutimos el celebrado lema de Bonami sobre funciones reales
definidas en el cubo de Hamming. Este resultado es interpretado por los probabilis-
tas en términos de lo que denominan variables aleatorias razonables. Dado B > 1,
diremos que una variable aleatoria X es B-razonable si E(X*) < B(E(X?))?, o
equivalentemente, si || X |4 < BY*||X||2. Nétese que || X||2 < || X||l4 no es mas que la
desigualdad de Hoélder para una medida de probabilidad.

En estadistica, el pardmetro B esté relacionado con la curtosis de X, que indica
el grado de concentracién de los valores de X alrededor de la media. Las colas de
las variables B-razonables son finas, en el sentido de que satisfacen la desigualdad

B
Prob {|X| > t[|X||s} < a4 >0
a la vez que los valores de X no estan demasiado concentrados alrededor de 0,

1—12)?
Prob {|X| > t[|X||2} > %, 0<t<l.
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La primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Markov aplicada a la
funcién | X|*, y la segunda se deriva de la desigualdad de Paley-Zygmund para | X|?.
Véase [23, seccién 9.1], por ejemplo.

El lema de Bonami nos dice que los polinomios en el cubo de Hamming son
razonables.

LEMA 1 (lema de Bonami). Sea f : {—1,1}" — R un polinomio de grado d > 0.
Entonces
1£1ls < 342 fll2,

es decir,

E[f'] <9?E[f*]*.
Observemos que, como x?k =1, x?kﬂ = x;, cualquier polinomio se puede reducir
a una combinacién lineal de caracteres y, por tanto, se puede reducir a un polinomio
de grado no mayor que n.

DEMOSTRACION DEL LEMA DE BONAMI. Procederemos por induccién en el ntimero
de variables n (la dimensién del cubo de Hamming). Cuando n = 1 entonces f(z1) =
ap + a1x1 (puesto que no hay otros caracteres). Calculemos el cuadrado y la cuarta
potencia de f:

fHxy) = aé + a‘ll + 6a8a? + 4a0a1(ag +ad)zy,
fg(xl) = a(Q) + a% + 2apa1 71,

donde hemos usado, de nuevo, que 2 = 1. Calculando la esperanza de cada una de
estas funciones obtenemos

E[f*] = a§ + a] + 6aja?,
E[f?] = af + af,

puesto que E[z1] =0y E[1] = 1. Si a1 = 0, es decir, f es un polinomio de grado
d =0 < 1 =n, entonces E[f*] = E[f?]? y la desigualdad del lema es vélida porque
99 = 1. Finalmente, si a; # 0, en el caso cuando f es un polinomio de grado
d =1 = n, entonces

ay + aj + 6agal < 3(ag + ai + 2aja?) = 3E[f?)?,

v la desigualdad del lema es valida porque 3 < 9.

Supongamos que el lema es cierto en dimensién n — 1 y queremos probarlo en
dimensién n. Primero observamos que podemos reescribir f, en términos de su deri-
vada g = D, f respecto de la n-ésima variable, como f = z,g+h donde h = f—x,g.
Notamos que la funcién g depende de las primeras n— 1 variables y tiene grado d—1,
y que la funcién h depende de las primeras n — 1 variables y tiene grado menor o
igual que d.

Basandonos en estas observaciones concluimos que

/13 = E[f*] = E[(zng + h)*]
= E[z? ¢"] + 4E[23 ¢°h] + 6 B[22 ¢°h?] + 4 E[x,,gh°] + E[hY].
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Recordando que E[z3] = E[z,] = 0, E[22] = E[z}] = 1, y que x, y ¢gFh/ son
variables independientes, puesto que g y h dependen solo de las primeras n — 1
variables, obtenemos lo siguiente:

1713 = Elg"] + E[n*] + 6 E[¢°h°] < E[g"] + E[1"] + 6 E[g"]'/* E[n"]'/?,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como g y h dependen de
n— 1 variables y son respectivamente polinomios de grado d—1y d, podemos aplicar
la hipétesis inductiva para concluir que

a
2

17113 < 9L E[¢?) + 9 E[R%)? + 6 - 9%tg
< 94 (E[g2]2 +E[R? + 2E[¢7] E[hZ])
= gd (E[QQ] + E[hg])Q
= 9d E[f2]2.

E[g’] E[h’]

En la tltima igualdad hemos usado una vez mas la independencia de las funciones g
y h respecto de la funcién x,, y que E[z,] = 0, y por tanto E[¢?] + E[h?] =
E[z2¢? + h?] = E[(zng + h)?). O

Un corolario del lema de Bonami es el llamado truco de la norma 1.
COROLARIO 2 (el truco de la norma 1). Sea f : {—=1,1}" — R un polinomio de
grado d. Entonces || f|2 < 3% f1.

DEMOSTRACION. Aplicando la desigualdad de Holder con los exponentes duales p =
3y p' = 3/2 obtenemos

4/3, »12/3
13 = B[ £ @31 @) P < 1£13 21115
Por el lema de Bonami (lema 1) tenemos que || f|4 < 3%2|f||2 y concluimos que
4/3 ) +112/3
13 < 323 71157 1 A1,
Reordenando obtenemos el resultado deseado. O

Recientemente los autores de [8] encontraron un analogo al lema de Bonami para
funciones globales en el espacio de aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales
de dimensién finita sobre cuerpos finitos. En este articulo los autores se refieren a
la desigualdad hipercontractiva de Bonami-Beckner-Gross, en ese orden, que discu-
tiremos a continuacién.

3.2. LA HIPERCONTRACTIVIDAD

La desigualdad hipercontractiva es un resultado fundamental en analisis, que tie-
ne muchas aplicaciones en matematicas discretas, teoria de la computaciéon y combi-
natoria, entre otras disciplinas. Una buena referencia es [23, capitulo 9 y seccién 10.1]
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y, para los interesados en el andlisis matematico, la tesis doctoral de Bonami [6], y
los articulos de Beckner y Gross [2, 12].

El operador de ruido T,, con p € R, corresponde al siguiente multiplicador de
Fourier, definido para todas las funciones f : {—1,1}" — R como sigue:

2)= > pIF(S)xs(x). (8)

Este operador tiene una interesante interpretacién probabilistica para |p| < 1, que
justifica su nombre, y que se puede consultar en [23, seccién 2.4]. En el contexto de
la teoria de la eleccion social, basicamente nos indica cémo un ruido aleatorio en la
recogida de datos de la votacion afecta el resultado final.

Observamos que por la unicidad de los coeficientes de Fourier, T;‘ (S) = pl¥l f(S ).
En otras palabras, el coeficiente de Fourier de 7T}, f correspondiente al subconjunto
S C [n] es el coeficiente de Fourier de f correspondiente a S multiplicado por un
factor que es exponencial en |S|, de ahi que de T}, se diga que es un multiplicador de
Fourier. En el contexto del andlisis de Fourier en grupos, hay una nocién natural de
convolucién que interactiia con la transformada de Fourier de la manera esperada, es
decir, la transformada de Fourier de la convoluciéon de dos funciones es el producto
de las transformadas de Fourier de las funciones convolucionadas. Teniendo esto en
cuenta, el operador de ruido 7, es la convolucién con una funcién R cuyos coeficientes
de Fourier son E(S) = pl¥l y esa funcién es una versién finita del producto de
Riesz mencionado en el titulo de la charla que impartié Aline Bonami en Barcelona,
definido para cada x € {—1,1}" como

n
R(z) = [J(1 + pai) = Z pl¥lxs.
i=1

La primera observacién es que, gracias a la identidad de Parseval (4), el opera-
dor T, es una contraccién en L?({—1,1}") cuando |p| < 1:

ITpfll2 < [1fl2-
El teorema de hipercontractividad de Bonami trata sobre la acotacion del operador
de ruido (8) de LP({—1,1}") en L9({—1,1}") bajo algunas restricciones en p, dados
g=p=1

TEOREMA 1 (teorema de hipercontractividad [6]). Sean f : {-1,1}" - R y 1 <
p<qg<oo. Sip?< p 1, entonces

1T fllg < 17 1lp- (9)

Como consecuencia inmediata del teorema tenemos el siguiente resultado en el
caso ¢ = p:
COROLARIO 3. Si|p| <1 yp>1, entonces T, es una contraccidn en LP({—1,1}"),
es decir

1T fllp < 111
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El teorema de hipercontractividad nos dice que el operador 7),, ademés de ser una
contraccién de LP({—1,1}™) en LP({—1,1}"), es una contraccién de LP({—1,1}") en
L1({-1,1}") para un rango de g > p. Para ser mds precisos, dados p > 1y |p| < 1,
se cumple la desigualdad ||T, f|lq < || fllp parap < g <p—+ (p—l2 - 1) (p—1). Es por
esto que se habla de hipercontractividad en este contexto. Observemos que, en el
caso ¢ < p, la desigualdad (9) vale para todo |p| < 1, y se deduce inmediatamente
de la desigualdad de Holder y del caso contractivo, puesto que

1T fllg < NTofllp < 111

Otro caso particular de este teorema es el teorema de hipercontractividad-(4, 2),
que no es mas que el teorema de hipercontractividad aplicado a ¢ = 4, p = 2 y

p = 1/4/3. Observamos que (1/\/3)2 = %, por lo que los pardmetros caen en el
rango permitido por el teorema 1.

COROLARIO 4 (teorema de hipercontractividad-(4,2)). Para toda f : {-1,1}" - R

1Ty, 5 flla < I fll2-

Como veremos a continuacién, el teorema de hipercontractividad-(4,2) es equi-
valente al lema de Bonami. Se deduce inmediatamente de la definicién del operador
de ruido (8) que la inversa de T}, es 77/, cuando p # 0 y que si f tiene grado d tam-
bién lo tendrd T, f. Ahora bien, asumiendo el teorema de hipercontractividad-(4, 2),
tendremos que

1flla = 1Ty 5Tz Hlla < ITy5fll2-

Pero, por la identidad de Parseval (4), y como f tiene grado d, se obtiene

ITysflz=" > (3T < (V3115

SC[n]: |S|<d

y tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la desigualdad obtenemos la conclu-
siéon del lema de Bonami. La implicacién contraria, es decir, que el lema de Bonami
implica la hipercontractividad-(4, 2), es méas técnica y puede consultarse en [23, teo-
rema 9.21 y ejercicio 9.6].

El operador de ruido T, es autoadjunto, con ello queremos decir que (T, f,g) =
(f,T,9). Podemos usar esta propiedad para deducir del teorema de hipercontrac-
tividad-(4, 2) (corolario 4) otro caso particular del teorema de hipercontractividad
(teorema 1), concretamente el correspondiente a los pardmetros p = 4/3, ¢ = 2
y p = 1/4/3, también en el rango permitido por el teorema 1. Presentamos este
corolario y su demostracién a continuacién.

COROLARIO 5 (teorema de hipercontractividad-(2,4/3)). Para toda funcion f :
{-=1,1}" — R tenemos que

||T1/\/§f\|2 < || fllay3-
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DEMOSTRACION. Sea T = Ty, 3 Si [|Tf|l2 = 0 no hay nada que probar, la des-
igualdad es automdticamente cierta. Supongamos que ||Tf||2 > 0; usando que T es
autoadjunto, la desigualdad de Holder para los exponentes duales p =4/3 y p’ = 4,
y el teorema de hipercontractividad-(4,2), obtenemos que

ITFIZ =T, Tf) = (£ TTF)) < W fllagsll @ F)lla < N fllagslIT -
Finalmente, dividiendo por |7 f]|2, obtenemos la desigualdad deseada. O

El estudio de las desigualdades hipercontractivas en el mundo de las funciones
booleanas sigue despertando gran interés. En articulos muy recientes como [19], los
autores discuten el caso de medidas p-sesgadas, en contraposicién con la medida
uniforme (1/2-sesgada) en el cubo de Hamming en el caso clésico.

4. LA TEORIA DE LA ELECCION SOCIAL Y BONAMI SE ENCUENTRAN

En esta seccién, primero mostraremos que las funciones booleanas no pueden
tener todos sus coeficientes de Fourier concentrados en todos los monomios lineales
de su desarrollo de Fourier (3), de hecho una funcién afin es o bien una constante,
o bien una dictadura o su negativo. A continuacién probaremos los teoremas de
Friedgut-Kalai-Naor (FKN) y de Kahn-Kalai-Linial (KKL) como consecuencia del
lema de Bonami. El teorema de FKN muestra que una funcién aproximadamente
lineal debe estar cerca de una dictadura o su negativo. El teorema de KKL nos
permitira demostrar que, en un sistema de votacién mondétono con n votantes, el
voto a favor de un candidato por parte de una fraccién de los votantes (del orden de
1/logn) determina, con un 99 % de probabilidad, que su candidato sea el elegido.

4.1. FUNCIONES AFINES

En esta breve secciéon mostraremos que las funciones booleanas afines son una
constante, una dictadura, o el negativo de una dictadura. Una funcién booleana
fi{-1,1}" = {—1,1} es afin si es de la forma f(z) = ap + a121 + - - - + anTy.

-~

PROPOSICION 4. Si la funcién booleana f :{—1,1}" — {—1,1} es tal que f(S) =0
para todo subconjunto S C [n] con |S| > 2, entonces f es una constante o f(x) = +a;
para algin i € [n].

DEMOSTRACION. Por hipétesis, f(z) = ag + a171 + asxs + . . . apwy. Sila funcién f
no es constante, entonces existe un ¢ € [n] tal que a; # 0. Pero D, f(z) = a; # 0;
por tanto a; = +1, puesto que, por ser f una funcién booleana, D; f(x) € {—1,0,1}.
Por la identidad de Parseval (4), 1 = 3" a? =1+ Dk a?; por tanto a; = 0 para
todo j # i. De manera que la funcién f es f(x) = a;x; con a; = £1 y, por tanto, f
es la i-ésima dictadura d;, o su negativo —d;. O
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4.2. EL TEOREMA DE FRIEDGUT-KALAI-NAOR (FKN)

Podemos usar el lema de Bonami para probar el teorema de Friedgut, Kalai y
Naor [11]. Este teorema dice que una funcién booleana que es casi lineal debe estar
muy cerca de ser una dictadura o su negativo, es decir, debe estar muy cerca de un
caracter lineal o su negativo.

Ser casi lineal significa que la mayoria de la masa espectral reside en los monomios
lineales del desarrollo de Fourier de la funcién f. Sea

win= Y fs?
SCl[n]: |S|=1

la masa espectral de la parte lineal de f. Nétese que, por la identidad de Parseval (4),
se tiene que W'(f) < 1 para toda funcién booleana. Asf que ser casi lineal quiere
decir que W'(f) es casi 1. Cuando W' (f) = 1, la funcién f es lineal, es decir, es de
la forma a;x1 + - - - + apxy, v en ese caso, como hemos probado en la proposicion 4,
f(z) = +z; para algin i € [n].

TEOREMA 2 (FKN). Existe una constante absoluta C > 0 tal que para toda funcién
booleana definida en {—1,1}"™ se tiene que, para algin i € [n],

If = aizill3 < CL = W'(f)),
donde a; = f({z})

DEMOSTRACION. Sea § = 1 — W!(f). Por la identidad de Parseval (4), se obtiene

If —aills =" > F(8)*<1,
SC[n]: S#{i}

para cualquier i € [n]. De modo que solo nos interesa el caso de d pequena. Seguire-
mos el argumento en [22, lecture 6.
Para la funcién booleana

f(@) =ao+a1xy + -+ + an®y + ar2z122 + -+ Q1_nT1 . T,
por hipétesis, tenemos que Wl(f) =a?+---+a? = 1-J < 1. Primero afirmamos que
at +ay+---+ap >1-C0. (10)

Si la desigualdad (10) es cierta, entonces

n n
1—C§§Z ;‘g maxa Z fgmaxa

1€[n] 1€[n]

y por tanto mf[i>}< la;|? = |a;,|? > 1 — C§ para algiin ig € [n]. De aqui se deduce el
i€n

teorema de FKN, gracias a la identidad de Parseval (4):

Hf - aioX{io}”% =1- ‘ai0|2 < Co.
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Para probar la desigualdad (10), observemos que
al 4+ Fak = (a%+~~~+ai)2—2a?a? = (1—5)272a22a?.
i ij

Como (1 —4)? > 1 — 26, la desigualdad (10) estarfa probada si pudiéramos demos-
trar que

Z a?a? < (6.

i#]
Consideremos el polinomio de segundo grado

h(z) = Zaiajxixj = (a1x1 + anxn)2 - (a? +... ai).
i#£]

Primero, observemos que, gracias a la identidad de Parseval (4), se tiene ||h||3 =
D it ajaj. Segundo, notemos que gracias al truco de la norma 1 (corolario 2),

k]| < 9||h||1. Por lo tanto, bastara demostrar que ||h|; < CV/4. Por la desigualdad
triangular tenemos que

”hHl = ||(CL1£L'1 + .- +anxn)2 - (a% ++a31)”1
< (arzs ++ anzn)® = F@)2[], + 1= (e +---+a2)
= (@121 +  + anan)® — F(@)?||, + .

Notese que en la desigualdad hemos usado por primera vez que f es una funcién
booleana (f2(x) = 1). Para estimar el primer término, denotemos la parte lineal
aix1 + -+ + apx, por £(x). Entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tene-
mos que

2
[(a1a1 + -+ anan)” = f@)?]|, = 162 = 2l = 1(6 = )€+ Flh
< €= fl2 1€+ fll2.
Ahora, f—{ = ESC[n]: 5|21 ASXS; Por lo tanto
le—riz= >, a&=3,
SCln]: [S|#1
y por la desigualdad triangular,
n 1/2
le+ £l < Il + D71l = (D lasf?)  + 1< 2.
i=1

De modo que

A1 < 2vV6 46 < 3V0. O

Nuestras estimaciones muestran que en el teorema 2 se puede tomar C' = 2436 =
731.
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4.3. EL TEOREMA DE KAHN-KALAI-LINIAL (KKL)

En esta seccion, log se refiere al logaritmo neperiano. El teorema de Kahn-Kalai-
Linial estd enunciado y probado en [14], y dice que para funciones booleanas que
representen el resultado de una eleccion con n votantes, existe un votante cuya in-
fluencia es de orden mayor que logn/n veces la varianza. Fue en este influyente
articulo donde se establecié la conexién entre las funciones booleanas y las des-
igualdades de Beckner [2] en andlisis de Fourier. Los autores, en aquel momento,
ignoraban que Aline Bonami habia publicado en francés [5, 6], varios afios antes, las
desigualdades hipercontractivas que ellos necesitaban.

Observemos que gracias a la desigualdad de Poincaré (proposicién 3) y a la
definicién de influencia tenemos que

Var(f) <I(f) < nméx{L(f) : i € [n]}.
Por tanto, existe un votante ¢ € [n] cuya influencia satisface:

n

El teorema de KKL es una mejora espectacular sobre esta estimacion.

TeEOREMA 3 (KKL). Existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que para todas las
funciones booleanas f : {—1,1}" — {—1,1}, existe algin i € [n] tal que

logn

L(f)>c Var(f).

Después de probar el teorema de KKL, presentaremos en la seccién 4.4 una de
sus consecuencias, la resolucion del problema de Ben-Or y Linial.

Para probar el teorema de KKL (teorema 3) necesitaremos el siguiente lema que
es consecuencia del lema de Bonami. Para f: {—1,1}" — R, definimos f<% como el
polinomio resultante de truncar el desarrollo de Fourier de f a nivel d, es decir

fE@ = > fS)xs@)
8cn],|8|<d
LEMA 2. Sea f:{—1,1}" — R. Entonces || f<%|3 < \/§d||f\|2||fH4/3.

DEMOSTRACION. Por la ortogonalidad de los caracteres, la desigualdad de Holder
con exponentes duales p =4y ¢ =4/3, y el lema de Bonami (lema 1) tenemos que

d
£S5 = (== = (54 1) < NS all fllags < V3 IF2I llays- O
DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE KKL. Sea

nméx{Li(f) : i € [n]}

O V()
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Por la desigualdad de Poincaré (proposicién 3) se cumple

1(f)
= Var(f) ©

Demostrar el teorema es equivalente a demostrar que 6 > clog(n).
Aplicaremos el lema 2 a las funciones

gi=D;if : {-1,1}""t = {~1,0,1}

y aprovecharemos la relaciéon entre la influencia y las derivadas dada en la férmu-
la (6). En concreto, la relacién

L(f) = E[|D;f[*] = Prob {|g;| = 1}.
Por el lema 2 tenemos que

5/4

19513 < V3 llgillalgillags < e (L) (L) = e (1),
porque
lgillb = E[lg:[’] = Prob {|g;| = 1} = L(f).
Si sumamos sobre i € [n], obtenemos que

S lgEE < et ST (L)Y < e (max L) 1),
i=1 =1

i1€[n]

Pero gi = > gc(n): ies f(S)XS\{q;}, entonces g(S \ {i}) = f(S) cuando i € S C [n]y
por tanto

MlgFlls=>_ > ISP = > ISR
i=1 =1 5C[n]: i€S, SC[n]: |S|<d+1
|S]<d+1
Asi que tenemos

S TSP YT IS9P < et 1(f) (mix L(f))

i€[n]
SC[n]: 0<|S|<d SC[n]: |S|<d+1

1/4

(11)

Ahora escogemos d = [2I(f)/ Var(f)], donde [z] representa el menor entero
mayor o igual que z. Como ya sabemos (por la desigualdad de Poincaré, proposi-
cién 3) que I(f)/ Var(f) > 1, el entero d cumple

1+2X(f)/ Var(f) > d > 21(f)/ Var(f) > 2.
Esta eleccién garantiza que

> Fersy X ISP

SCln]: |S|>d SCln]: |S|>d

1
< ') = axrpy Var ()

1 1

I(f) = ; Var($).
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Por lo tanto,
~ ~ 1
Y. ©P=Var(f)— Y [FS)P =5 Var(f)
ScC[n]: 0<|S|<d SC[n]: |S|>d
y por la desigualdad (11) y la cota superior en d tenemos que

. 1/4 1 Var(f) _o 10 1 5 1)
(maxL;(f)) s % I(f() )e 2Var(n > 5° 3

La dltima desigualdad es consecuencia de que x < e* para todo = € R. Elevando a
la cuarta potencia, concluimos que existen constantes ¢y, co > 0 tales que

1)
méx{L;(f) : i € [n]} > cre” P Var( . (12)

Utilizando que nmax{L;(f) : ¢ € [n]} > I(f) y la definicién de 6, obtenemos
0 Var(f) > cine ",

Pero la varianza de f es menor que 1, asi que

0 > clne*”e.
Esta relacién la reescribimos en la forma
0e2? > cin. (13)

Ahora, es un breve célculo mostrar que la desigualdad (13) para un valor § > 1
implica que
0 > clogn,

para una constante ¢ = ¢(cq, ¢2). O

Si seguimos las constantes, concluimos que podemos tomar
c< (log(cl_l) +ep+ 1)t

y las constantes ¢; ' = (2¢)?, ¢ = 12, con lo cual podemos estimar ¢ = 1/20 = 0,05.
Una estimacién més fina de la constante da un valor de 1/2 para n grande. Los
detalles se pueden encontrar en [23, ejercicio 9.30].
Ben-Or y Linial [3] demostraron cémo elegir una particién P de [n] de manera que
_ logn

méx{I;(Tribusp) : i € [n]} ~ Var | Tribusp |
n

para la funcién Tribusp introducida en el ejemplo 6. La particién es uniforme y
consiste en w bloques de s elementos, donde s = s(w) ha sido definido como el
mayor ntmero entero tal que 1 — (1 — 27%)° < 1/2, y la dimensién es n = sw.
Esta seleccién de parametros hace que la funcién casi no tenga sesgo, ya que la
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probabilidad de que la funcién sea —1 estd lo mas cerca de 1/2 posible. En este
ejemplo, cada votante tiene poca influencia, de hecho

logn

I;(Tribusp) = (1+0(1))

para cada i € [n]. Por otro lado, E[Tribusp| = o(1), de modo que Var[Tribusp| =
1 —0(1), y este ejemplo muestra que la cota inferior en el teorema KKL es éptima.
Se puede consultar la referencia [23, seccién 4.2] para mds detalles.

4.4. EL EFECTO DEL VOTO DE UNOS POCOS

En esta seccién estudiamos cémo, asegurando el voto de una fraccién relativa-
mente pequenia de la poblacion a favor de un candidato, en un sistema de votacion
representado por una funcion booleana monoétona, se puede sesgar el resultado de
la eleccion a favor de ese candidato. Para asegurar esos votos se puede intervenir en
debates, distribuir publicidad positiva, o alternativamente saturar las redes de bulos
o incluso chantajear o sobornar a una fraccién de la poblacién.

El problema de Ben-Or y Linial dice que para una funcién booleana que es
mondtona y no es constante, que representa el resultado de una eleccién con n
votantes, existe una coalicién del orden de n/logn votantes cuyos votos pueden
controlar el resultado de la eleccién con probabilidad muy cerca de 1. Para ser
més precisos, podemos determinar cudntos y quiénes necesitan votar a favor de un
candidato para asegurar el resultado de una elecciéon con un 99 % de certidumbre,
sabiendo que inicialmente el candidato al que se quiere favorecer tiene por lo menos
un 0,5 % de probabilidad de ganar la eleccién. El lector interesado puede cambiar los
porcentajes y repetir los calculos, obteniendo diferentes constantes de comparacion.
Formalizamos este resultado en un teorema.

TEOREMA 4 (el problema de Ben-Or y Linial). Sea f : {—1,1}" — {-1,1} una
funcion booleana mondtona tal que E[f] > —0,99. Entonces existe un subconjunto
J C [n] con |J| < O(n/logn) tal que si los convencemos para que voten 1 forzardn
el resultado final a ser 1 casi siempre, es decir,

E[f(z1,29,...,2,)=1:2; =1Vie J| >0,99.

De manera similar, si E[f] < 0,99, entonces existe un subconjunto J C [n] con
|J] < O(n/logn) tal que si los convencemos para que voten —1 forzardn el resultado
final a ser —1 casi siempre, es decir,

E[f(z1,22,...,2y) = —1:2; = =1 Vi € J] < —0,99.
Para una versién més precisa de este resultado ver [23, ejercicio 9.27].

DEMOSTRACION. Sin perder la generalidad, consideremos el primer caso. Por tanto
tenemos una funcién booleana monétona f definida en {—1,1}" y tal que E[f] >
—0,99 (esto ciertamente implica que la funcién no es constantemente igual a —1,
més aun, es equivalente a decir que el candidato representado por 1 tiene al menos
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un 0,5% de probabilidad de ganar. Vale la pena recordar que si f es una funcién
booleana, E[f] = Prob{f = 1} — Prob{f = —1} = 2Prob{f =1} — 1 > —0,99
por lo que Prob{f =1} > (1 —0,99)/2 = 0,005).

Seguiremos la siguiente estrategia recursiva para identificar los votantes que han
de votar por 1: siendo fp := f la funcién booleana monétona dada, definida en
{—1,1}" y tal que E[fy] > —0,99, identificamos al votante i; que tenga la mayor in-
fluencia en fy y nos aseguramos de que vota 1. Actualicemos la funcién f; := fé“_ﬂ),
una nueva funcién booleana monétona definida ahora en {—1,1}"~! (todos los vo-
tantes originales salvo por el votante 41, cuyo voto es ahora 1); a continuacién identi-
ficamos al votante i5 con la mayor influencia en f;. Sea fo := fl(zzﬁl) = fé“’”ﬁl) una
nueva funcién booleana monétona definida en {—1,1}"~2. Continuemos de manera
recursiva: después de k < n pasos, k votantes ahora apoyan al candidato 1, los co-
rrespondientes a los indices i1, 13, ..., k, y tenemos k + 1 funciones fo, f1, fa, ..., f&,
cada una definida en una variable menos que la anterior, siendo f; una funcién de
n — j variables. Actualizamos la funcién a fr1 = f,gzk“_ﬂ), una nueva funcién boo-
leana monétona definida en {—1,1}"~(*+1) (todos los votantes originales salvo los
k + 1 votantes cuyos votos son ahora 1) y repetimos.

Al cabo de n pasos, todos los votantes van a votar por 1: como la funcién es
mondtona y no es idénticamente igual a —1, la funcién no tiene més remedio que
ser 1. Queremos argumentar a continuaciéon que, cuando n es muy grande, mucho
antes de que el proceso finalice, la funcién serd 1 con una probabilidad del 99 %, y
para ello usaremos el teorema de KKL.

Por la manera de construir las funciones fi, para k < n tenemos que

Elfit1] = E[fi] + méx{Li[fi] : i € [n — k]}. (14)

Esta igualdad muestra que la esperanza de la funciéon f; aumenta en cada paso, es
decir,
E[fr+1] > E[fx] para cada k <n — 1.

En particular, E[fz] > E[fo] > —0,99. Podemos ver que la igualdad (14) se verifica
porque la esperanza de una funcién booleana monétona g definida en {—1,1}7 es el
coeficiente de Fourier correspondiente al conjunto vacio y la influencia individual es
I:(9) = g({i}), gracias a la proposicién 2. Para ser més precisos, si

9(x) = ap + arw1 + - + ajx; + Z asx®,
SClj]: |S|>1

entonces E[g] = ag. Cuando el votante (digamos el votante ) cuya influencia es la
mayor vota 1, y declaramos g; := g1, entonces E[g1] = ao+a; = E[g]+1;(g), pero
por construccion I;(g) = max{I,(g) : £ € [j]}. Aplicamos este resultado a g = fi y
j=mn—k y obtenemos (14).

Para obtener el resultado que buscamos, bastard encontrar j tal que E[f;] >
0,99 (esto implica que f;(z) = 1 con probabilidad 0,995, por un célculo similar
al hecho en el primer parrafo de la prueba). Supongamos que después de k pasos
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E[fr] < 0,99; puesto que ya hemos visto que E[f;] > —0,99, podemos concluir que
Var[fi] = 1 — E*[fi] = ¢o > 0. Por otro lado, por el teorema 3 tenemos que

log(n — k)
n

max{L;(fx) : 1 <i<n-—k}>cco T

lo mismo ocurre en los pasos anteriores. Sea ¢; = ccg; aplicando recursivamente la
igualdad (14) obtenemos que

k
E(fi1] = Elfo] + Y max{L[f;] :i € [n — 4]}

Jj=1

k .
I — 1
>0 ) 1080 =3) 99> ¢ k128" _ .99,
= ’I’L—j n

donde hemos usado que la funcién (logt)/t es decreciente para ¢ > 2. Concluimos
que E[fry1] > 0,99 después de que k = [1,98n/(c1logn)| votantes voten 1. En
otras palabras, si nos aseguramos de que una coalicién de orden n/logn vote 1, jel
resultado de la eleccién es 1 con un 99,5 % de certidumbre, mejor que lo prometido!

O

El lector curioso se preguntara a cuantos votantes ha de convencer, en una so-
ciedad de por ejemplo n = 10° votantes, para que gane su candidato con 99 % de
certeza. El resultado que acabamos de presentar es ttil si el orden de magnitud de n
es mucho més grande que 10°, esto es debido principalmente a que las constantes se
acumulan y ademéas no son éptimas. Invitamos al lector interesado a explorar con
mas detalle las estimaciones.

Para més informacién sobre este problema se pueden consultar las referencias [3]
y [23, proposicién 9.27, p. 265-266]. Anadimos por tltimo que una versién del teo-
rema 4, para funciones booleanas que no son necesariamente mondtonas, se puede
encontrar en [23, ejercicio 9.28].

5. ENTROPIA VS. INFLUENCIA

En esta seccién presentamos las nociones de entropia y minima entropia para
funciones booleanas y la famosa conjetura entropia de Fourier / influencia (EFT),
planteada por Friedgut y Kalai en 1996 [10]. Veremos algunas de las técnicas que se
han utilizado para estudiar la conjetura en determinadas clases de funciones, donde o
bien se ha demostrado, o se han obtenido resultados parciales. También discutimos la
conjetura mas débil minima entropia de Fourier / influencia (MEFI) y su conexién
con el teorema KKL.

A partir de ahora, log denota siempre el logaritmo en base 2. Establecemos
ademas que 0log0 = 0.
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5.1. ENTROPfA DE FOURIER, CONJETURAS EFI Yy MEFI

Dada una distribucién de probabilidad p sobre un conjunto {z1, 22, ... } numera-
ble, con p; = p(z;), la entropia de Shannon de p se define como

1
H(p) := Zpi log o
(3

i>1

La cantidad H(p) representa una medida de la informacién transportada por p,
donde una mayor entropia corresponde a una menor informacién (mds incertidumbre
o mas falta de informacién). Un ejemplo bésico es el del lanzamiento de una moneda:
si p(cara) = 1 y p(cruz) = 0, la entropia es 0, y no hay incertidumbre alguna. Por
otro lado, la maxima entropia se alcanza si p(cara) = p(cruz) = 1/2, es decir cuando
la aleatoriedad es maxima. En general, si el conjunto es finito, la entropia es maxima
cuando la distribucién p es uniforme, y es 0 cuando p es una distribuciéon puntual.

A continuacién definimos la entropia y la minima entropia de Fourier asociadas
a funciones en el cubo de Hamming.

DEFINICION 4. Dada f : {—=1,1}" — R con ||f|l2 = 1, definimos su entropia de
Fourier? (también denominada entropia espectral) H(f) como

H(f) = £(9)2 1o 7/\1 )
(f) S%%]m ) log =

Recordemos que si f es una funcién booleana, ||f|l2 = 1.

DEFINICION 5. Dada f: {—1,1}" = R con || f||2 = 1, la entropia minima de Fourier

H..(f) se define como
1

£ (S)I?

Intuitivamente, la entropia de Fourier mide la dispersién de la distribucién de
Fourier sobre los 2" subconjuntos de [n], y la influencia total mide la concentra-
cion de la distribucién de Fourier en los coeficientes de nivel alto. La conjetura EFI
nos dice que para funciones booleanas, si la distribucién de Fourier es muy disper-
sa (es decir, funciones con una gran entropia de Fourier) entonces los monomios
de alto grado deben tener un peso de Fourier significativo (es decir, su influen-
cia total es grande). Recordemos que la influencia total de una funcién booleana
f:{-1,1}" = {—1,1} viene dada en términos de los coeficientes de Fourier de f

por I(f) = > scm \f(S)|2|S\ (ver la proposicién 1).

CONJETURA 1 (conjetura entropia de Fourier / influencia (EFI) [10]). Ewiste una
constante ¢ > 0 tal que para toda f:{—1,1}" — {—1,1} se verifica

H(f) < cI(f).

4Obsérvese que coincide con la entropfa de Shannon de la distribucién de probabilidad \J/‘\(S)
definida en S C [n].

Hoo(f) = Srréi[g] log

‘ 2
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Una primera observaciéon es que la entropia y la influencia de f estan ambas
Iy _ 1

acotadas por n. En efecto, como f(S) = 5= > fxs ¥y > fxs es un niimero entero,

~

si f(S) # 0 entonces |f(S)| > 1/2™, y por tanto H(f) < n. Por otro lado, como
|S| < n, tenemos que I(f) < n.

La conjetura EFI es falsa para funciones con valores reales en el cubo de Ham-
ming. Por ejemplo, concentrando todos los coeficientes de Fourier en el primer nivel,
digamos f({z;}) = 1/+/n para todo i € [n] y 0 para el resto de los coeficientes, obte-
nemos una funcién f con H(f) = log(n) e I(f) = 1. Un contraejemplo de este tipo
no es posible si la funcién es booleana, ya que las tnicas funciones booleanas cuyos
coeficientes de Fourier se concentran en el primer nivel son de la forma f(z) = z;
para algin i € [n] (ver la seccién 4.1).

Se puede comprobar que la conjetura es cierta para las funciones booleanas cané-
nicas analizadas en las secciones anteriores. Es trivial para las funciones paridad. Se
puede verificar también, mediante calculos mas o menos simples, para las funciones
AND y OR, la funcién mayoria (consultar la seccién 2.4) y la funcién Tribus [3]. En
todos estos casos tenemos la ventaja de que existe una férmula explicita para los
coeficientes de Fourier.

Entre las clases de funciones més generales para las que se ha demostrado la
conjetura estan las funciones simétricas [24]. En el préximo apartado comentare-
mos algunas de las técnicas que se utilizan en estas demostraciones, asi como otros
resultados parciales.

CONJETURA 2 (conjetura minima entropia de Fourier / influencia (MEFT)). Eziste
una constante ¢ > 0 tal que para toda f:{—1,1}" — {—1,1} se verifica

Hoo(f) < cI(f).

Es inmediato comprobar que la conjetura MEFI es més débil que la conjetu-
ra EFL.

La condicion Hoo(f) < cI(f) es equivalente a la existencia de un subconjunto
S C [n] tal que |f/\(S)|2 > 27¢1/), De nuevo, como muestra el ejemplo anterior,
la conjetura MEFI no es cierta para funciones con valores reales en el cubo de
Hamming.

El teorema de KKL para funciones sin sesgo, es decir funciones con E[f] = 0,
se puede deducir de la conjetura MEFT [1, 24]. Para ver esto, observemos que dado
S # 0, para todo j € S se tiene I;(f) > |f(S)|2, por la féormula de Fourier para la
influencia individual (7), con lo cual

méx{L(f) - i € [n]} > T;(f) = [F(S)[*.
Como f((l)) = E[f] =0, y si la conjetura MEFT es valida, esta implica
méx{L;(f) : i € [n]} > [f(S)]* > 1P,

que es exactamente la expresion (12) en el teorema de KKL para funciones sin sesgo,
puesto que en este caso Var[f] = 1.



LA GACETA % ARTICULOS 79

Podemos deducir el teorema de KKL general (para funciones booleanas con sesgo)
de la conjetura EFI. A continuacién explicamos el argumento. Tenemos que

, 1 e 1
semin, (log |f(s>|2) Varlrl = SC%:M TEoe 5o
~ 1
< f(9)? ~
SCZW| ()08
< c1(f),

donde la tltima desigualdad vale porque estamos asumiendo que la conjetura EFI
es cierta y hemos usado la identidad Var[f] =3 g, s |f(9)%
Por tanto,
1 I
min  log — <c (f) .
SCln]: S0~ | f(S)|? Var|f]

Equivalentemente, para algin S # () tenemos que
1)
|F(S)]? > 27 ¢vartr.

El resto del argumento es el mismo que hicimos en el caso E[f] = 0.

La conjetura MEFI se cumple para funciones booleanas monotonas, si no son
demasiado sesgadas. Curiosamente, esto se deduce trivialmente del teorema de KKL
[24] como veremos a continuacién. Sin embargo, la conjetura EFI sigue abierta para
esta clase de funciones.

Supongamos que f es una funcién mondtona booleana con Var(f) > ¢y para al-
gln ¢y > 0. Recordemos que por ser f monétona, f(z) =L, (f) (ver la proposicién 2).
Entonces, por el teorema de KKL (12), podemos deducir que

gnafx 17(9)] = m?a]cf( i) = max{L;(f) : i € [n]} > e~ 1N/ Var(f) > g=el(f)
C[n] €

donde ¢ es una constante que depende de cg.

Recientemente, en [20], los autores han presentado una prueba del teorema de
KKL sin usar desigualdades hipercontractivas o las conjeturas EFI/MEFI. Usan
solamente la desigualdad Log-Sobolev establecida por Gross [12], que es equivalente
a la desigualdad de hipercontractividad. Gross [12] mostré que la desigualdad Log-
Sobolev implica el teorema de hipercontractividad y la implicacién inversa puede
encontrarse en [23, ejercicio 10.23].

5.2. LA CONJETURA EFI

En esta seccién analizaremos resultados relacionados con la conjetura EFI. El
principal objetivo es mostrar una pequefia parte del amplio abanico de técnicas
y puntos de vista diferentes utilizados en los numerosos intentos de demostrar la
conjetura.
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Dada una f : {—1,1}" — R, definimos la masa espectral de f en el nivel k como:

LAGEED SO

ScC[n]: |S|=k

La influencia de f se puede expresar en funciéon de la masa espectral de f en los

niveles k como .
= kWH(f)
k=0

Si la funcién f es booleana, por la identidad de Parseval (4), >, _, WF(f) =1.
El siguiente resultado, que puede ser interpretado por un analista como una versién
tipo Littlewood-Paley en el contexto de la conjetura EFI, establece la relacién entre
la entropia de Shannon de la distribucién de probabilidad {W¥(f)} v la influencia

de f, I(f).
TEOREMA 5 (teorema 5 en [24]). Sea f:{—1,1}" — {—1,1}. Entonces

> W) log

k=0

La pieza clave de la demostracion es la denominada desigualdad isoperimétrica
de aristas® en el cubo de Hamming. Esta desigualdad, muy relevante en el estudio
de funciones booleanas, nos dice que si denotamos por p la probabilidad de f =
1, entonces I(f) > 2plog(1/p). Observemos que I(f) representa la proporcién de
aristas del cubo que unen vértices contiguos en los que f cambia de valor (ver [24,
proposicién 2] y también [9]).

El teorema 5 nos permite abordar una primera aproximacién a la conjetura EFI
donde, en lugar de obtener una constante independiente de la dimensién n, obtene-
mos O(logn).

PROPOSICION 5. Eriste una constante ¢ > 0 tal que si f : {—1,1}" — {-1,1},
entonces H(f) < c(logn) I(f).

DEMOSTRACION. Utilizaremos la notacién Wy, en lugar de Wk(f) La entropia de f
se puede reescribir como

H(f)

Z s If( )2
i ~ 1

S 210 —_—
,;J<Z'f( ) glf(5)2>

1S |=k

~

g FE)E,
= Wi log — .
2 (5 g|f<S>|2)

5 Edge-isoperimetric inequality en la literatura matematica en inglés.
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Observemos que para k =0,1,...,n, {|f( S)[2/Wy. : |S| = k} define una medida
de probabilidad cuando Wy, > 0 (si W, = 0 lo descartamos y el término no aparece
en la suma). Puesto que log z es una funcién céncava, aplicando el resultado andlogo
a la desigualdad de Jensen, obtenemos

n

H(/) < ;W 2 log (V; ) 1)

= |S|=k

e (i (1)

<W1/k> +];)Wklog< )

ZWklog( > < 31(f).

Por otro lado, la conocida desigualdad sobre niimeros combinatorios (Z) < (
nos permite estimar, para n > 3,

TTM: ‘.M:

Por el teorema 5,

n
< < <
log (k) klog(k) kloge+ klogn < 2klogn.

Por tanto,
n

Z Wi log ( ) < 2(logn) Zka = 2(logn) I(f). O

k=1

Si la funcién booleana f es simétrica, es decir, invariante por permutaciones
en [n], se puede obtener una estimacién més precisa del término >p_ Wy log (7).
En [24, teorema 4] demuestran que

ZWklog( ) < 101(f),

probando asi la conjetura EFI para funciones simétricas.

La nocién de simetria se puede generalizar a las llamadas funciones d-simétricas.
En este caso, existe una particién [n] = V4 U Vo U -+ U Vy de forma que f es in-
variante bajo permutaciones de las coordenadas en cualquiera de los V;. Utilizando
razonamientos similares al caso simétrico, en [24, teorema 2] obtienen para funcio-
nes booleanas d-simétricas el siguiente resultado parcial: H(f) < C(d) I(f), donde
C(d) = 12,04 + logd.

Un resultado similar al mostrado en la proposiciéon 5 se verifica también para
funciones definidas en el cubo de Hamming, no necesariamente booleanas, siempre
y cuando || f|l2 = 1.
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PROPOSICION 6. Eziste una constante ¢ > 0 tal que si f : {—1,1}" =R y || fll2 =1,
entonces H(f) < ¢(I(f)logn +1).

Las funciones f : {—1,1}" — R con f(0)2 = 1 — ¢, f({z1})? = €, cero el resto
de coeficientes, y € — 0 muestran que la desigualdad es 6ptima, en el sentido de
que no se puede quitar el +1 del lado derecho. La demostracion que presentamos a
continuacion estd basada en la teorfa mateméatica de la comunicaciéon de Shannon.
Su conexién con la relacién entropia-influencia ha sido estudiada en [29]. El concepto
clave es el de cddigo fuente de una variable aleatoria.

Consideremos una variable aleatoria X que toma valores en un conjunto A con
distribucién de probabilidad p. La entropia (de Shannon) de X es

H(X) = Y plo)log

TEA (x)

Para un alfabeto finito (conjunto de simbolos) A, el conjunto de todas las cadenas
finitas formadas por los elementos de A se denota A*. La longitud de una cadena
a € A* se escribe |a|. Un cédigo fuente C para la variable aleatoria X es simplemente
una funcién de A a A*. Un cédigo sin prefijo es aquel en el que C(z) no es un prefijo
de C(y) siempre que = # y.

El teorema de codificacién de Shannon [27] examina la relacién entre H(X) y la
longitud esperada de C'(X). El resultado que nos interesa es el limite superior de la
entropia.

TEOREMA 6 ([27]). Para un cédigo sin prefijo C,
H(X) <log(|A]) E[[C(X)]].

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 6. Supongamos ahora que f es una funcién
definida en el cubo de Hamming {—1,1}" que toma valores reales. Si ||f|2 = 1,
entonces por la identidad de Parseval (4) los coeficientes de Fourier {|f(S )2} definen
una medida de probabilidad en los subconjuntos S de [n]. Sea X la variable aleatoria

que asigna a cada S C [n] la probabilidad |f(S)|?. Entonces H(X) = H(f) y, por el
teorema de Shannon,

H(f) <log(|4]) D [F(S)PIC(S)

SCln]

para todo c6digo sin prefijo C, con alfabeto A definido en los subconjuntos de [n].

A continuacién, definimos un cédigo C' en los subconjuntos de [n]. Cada i € [n]
tiene un desarrollo binario tnico, b(i), de longitud exactamenteS [logn], recordan-
do que [z] denota el menor entero mayor que x. Definimos C(S) como la cadena
formada al concatenar b(i) para todos los ¢ € S, con 0 asignado a la cadena vacia.
Entonces |C(S)| = [logn]|S]| y tenemos

Y IFS)PICS)] = [logn] Y [F(S)P’[S| = [logn] I(f).
ScCn] SCln]

6Los ceros a la izquierda forman parte del desarrollo binario.
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Ahora nos gustaria aplicar el resultado de Shannon para obtener el limite logaritmico
de H(f); sin embargo, nuestro cddigo C no estd libre de prefijos: C({1}) es un prefijo
de C({1,2}), por ejemplo. Para tener un cédigo sin prefijos, agregamos el simbolo !
a nuestro alfabeto y lo colocamos al final de cada cadena producida por el codigo.
Este c6digo modificado utiliza el alfabeto de tres letras {0, 1,!}, no tiene prefijos y
asigna a S una cadena de longitud [logn]|S|+ 1. Aplicando el teorema de Shannon,
obtenemos

H(f) < log3 ([log n] I(f) +1). O

La misma técnica, con un poco de trabajo adicional, permite recuperar el re-
sultado establecido anteriormente para funciones booleanas eliminando el +1. Los
detalles se pueden encontrar en [29].

El cédigo fuente anterior no depende de ninguna manera de la naturaleza de f,
se define puramente en términos de los conjuntos S. Si para funciones booleanas
pudiéramos definir un cédigo fuente cuya longitud fuera, en promedio, proporcional
a la media de |S], es decir,

STIFS)PICS) ~ > FS)PISI,

Scn] SC(n]

entonces obtendriamos inmediatamente la conjetura EFI, puesto que

H(f) <log(|A]) D" [FSPICS) <K > [F(S)PIS| = K1(f).

Scn] SC[n]

La conjetura EFI ha sido verificada para varias familias de funciones booleanas,
entre ellas las funciones simétricas o d-simétricas con d constante, mencionadas ante-
riormente, los llamados drboles de decision de una sola lectura, los drboles de decision
de profundidad media constante,” las funciones aleatorias, etc. (ver las referencias
incluidas en [4]). Recordemos que para funciones mondtonas la conjetura continda
abierta. Por tltimo, animamos al lector interesado a consultar los excelentes articu-
los sobre las aplicaciones de la conjetura EFT y los tltimos progresos en [29], [21]

y [16].

APENDICE: ALINE BONAMI, APUNTES BIOGRAFICOS

Aline Bonami es una reconocida matematica francesa experta en varias areas del
andlisis matematico. Estudi6 en la Universidad Paris-Sud, Orsay, siendo la primera
estudiante de doctorado de Yves Meyer,® con una tesis titulada Etude des coefficients
de Fourier des fonctions de LP(G), donde investiga los multiplicadores de Fourier y
las desigualdades de hipercontractividad. Fue profesora de la Universidad de Orleans
desde 1973 hasta su jubilacién en el 2006, y desde entonces es profesora emérita.

" Read-once decision trees y decision trees of constant average depth respectivamente, en la
literatura en inglés.

8Yves Meyer recibi6 entre otros el Premio Princesa de Asturias en 2020 y el Premio Abel en el
2017.
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Durante los primeros afios de su carrera, Aline Bonami fue investigadora a tiempo
completo del Centre National de la Recherche Scientifigue (CNRS) en Orsay. Allf
se beneficié de un ambiente intelectual excepcional en el grupo de anélisis arménico
liderado por Jean-Pierre Kahane, y tuvo la oportunidad de interactuar con visitantes
extranjeros. En particular, fue profundamente influenciada por los cursos dictados
por Elias Stein, Raphy Coifman, y Guido Weiss.

Sus trabajos méas notables involucran las desigualdades de hipercontractividad,
los procesos brownianos fraccionarios, los operadores de Hankel, las proyecciones
de Bergman y de Szegd y el principio de incertidumbre. Pero también ha hecho
incursiones en &mbitos mas aplicados como la teoria de senales, la teoria de ondiculas
y el diagnéstico precoz de la osteoporosis.

Aline Bonami tiene una ilustre
hoja de servicios. Durante los afios
2003-2006 fue la directora cientifi-
ca de matematicas a cargo de la
evaluacién en el Ministerio de In-
vestigaciones francés. Fue presiden-
ta de la Sociedad Matematica Fran-
cesa del 2012 al 2013. Ademas ha
recibido multiples honores naciona-
les e internacionales. En el aiio 2001
recibié el premio Petit D’Ormoy,
Carriere, Thébault de la Academia
Francesa de Ciencias por sus re-
sultados sobre las proyecciones de
Bergman y de Szegd, sobre los ope-
radores de Hankel en varias varia-
bles complejas y sobre las desigual-
dades de hipercontractividad. En el
ano 2002, la Universidad de Go-
temburgo, en Suecia, le concedié un
doctorado honoris causa. En el ano
2005, recibié el Premio del Minis-
terio Polaco de Educacién Nacio-
nal para la Investigacién y Colabo-
racién, y ese mismo afio recibi6 la
Aline Bonami en 2021. Foto de Aline Bonami. Ordre des Palmes Académiques (es-

tablecida por Napole6n en 1808) en
el grado més alto de Comandante. Cinco afios méas tarde, en el 2010, fue nombrada
Dama de la Legién de Honor (distincién también creada por Napoledn en 1802).
En el ano 2014 se organiz6 en Orleans una conferencia en su honor. En el ano 2020
recibi6 el Premio Stefan Bergman,” otorgado por la American Mathematical Society
(AMS), junto con Peter Ebenfelt.

9Fsa edicién de 2020 fue la tltima del Premio Bergman. En 2023 la American Mathematical
Society cre6 en su lugar la Beca Stefan Bergman.
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La motivacién por el premio dice que «Aline Bonami recibe el premio por sus
contribuciones altamente influyentes en varias variables complejas y en los espacios
analiticos. En particular, es reconocida por su trabajo fundamental en las proyeccio-
nes de Bergman y de Szegd y sus correspondientes espacios de funciones holomorfas.
El trabajo de Bonami ha tenido un impacto a largo plazo en la teoria de varias varia-
bles complejas, en la teoria de operadores, y en el andlisis armdnico, y sigue teniendo
una gran influencia en la investigacion actual que se realiza en estas dreasy.

Aline Bonami ha sido muy activa en el ambito internacional educativo, orga-
nizando escuelas CIMPA en Argentina y en Camertn, participando en el comité
cientifico de la Fundacién Simons para sus programas en Africa, asf como en el co-
mité cientifico de los Premios Europeos para Jovenes Cientificos, entre muchas otras
actividades.

Para mas informacion sobre la trayectoria de Aline Bonami, se puede consultar:

s Mathematics People. Bonami and Ebenfelt awarded 2020 Bergman Prizes. No-
tices Amer. Math. Soc. 68 (2021) (4), 648649, https://www.ams.org/jour
nals/notices/202104/rnoti-p648.pdf

» Aline Bonami, Wikipedia. https://fr.wikipedia.org/wiki/Aline_Bonami.

= A. Bonami, Why I became a mathematician?, en I, mathematician, P. Casazza,
S. G. Krantz y R. D. Ruden (eds.), Mathematical Association of America,
Washington, 2015.

= https://femmes-et-maths.fr/femmes-en-maths/femmes-en-maths/.
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