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Representacion de estructuras ordenadas en la recta real: una
vision panoramica

por

Esteban Indurain

RESUMEN.  jPodemos convertir cualquier escala cualitativa en una cuanti-
tativa numérica equivalente? Daremos aqui una visién panoramica del estado
actual del conocimiento acerca de la representabilidad de diferentes tipos de es-
tructuras ordenadas (lldmense estas escalas cualitativas, preferencias, etcétera,
seglin contextos) a través de otras escalas, ahora ya cuantitativas, utilizando
nameros reales. Desde el punto de vista del andlisis real, esto correspondera
a una comprensiéon profunda de los axiomas de la recta real que se relacionan
con el orden. Por ejemplo, podemos preguntarnos para qué conjuntos total-
mente ordenados (X, <) existe una isomorfia de orden (usualmente llamada
isotonia) con un subconjunto de la recta real R (dotada del orden habitual <).
Ademés de a los 6rdenes totales, prestaremos atencién a otras estructuras or-
denadas clasicas, como preérdenes completos, érdenes-intervalo y semiérdenes,
comentando los resultados clave sobre su representabilidad numérica que se han
obtenido en los ultimos anos. También se discutirdn aplicaciones diversas (por
ejemplo, sobre el uso de funciones de utilidad en economia).

1. INTRODUCCION Y MOTIVACION INICIAL (ENTRE OTRAS MUCHAS
POSIBLES)

Como una primera reflexién, cabe que nos preguntemos por qué razones sucede
de hecho que estudios y articulos matematicos relativos al orden aparecen cierta-
mente muy diseminados entre revistas mateméaticas de todo tipo. Bien es verdad
que existe una revista especializada, llamada Order, fundada en 1984 y actualmente
a cargo de la editorial Springer. Pero atin asi, los investigadores especializados en
estructuras ordenadas no siempre publican ahi, entre otras razones porque la revista
tiene actualmente un indice de impacto no demasiado alto.

En mi opinién (jquizds muy subjetiva y bastante interesada!), el orden podria
haber constituido de inicio toda una categoria en los estudios de Matematicas, consi-
derando tal disciplina o area de estudio e investigacién al mismo nivel que, pongamos
por caso, el cdlculo, el dlgebra o la geometria. Sin embargo, las cuestiones relativas
al orden tradicionalmente han ido apareciendo més bien dispersas e incluidas, espo-
radicamente en la mayoria de los casos, como parte constituyente respectiva de otros
temas, como por ejemplo algebra (ej.: grupos ordenados), combinatoria o topologia
(ej.: topologias ordenables).
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Asi, de vez en cuando fueron apareciendo excelentes articulos acerca del orden,
pero en revistas matematicas de otras ramas y categorias del saber matematico.
Obviamente, esta situacion disminuye y oculta la visibilidad de investigaciones de-
dicadas al orden como marco tedrico con valor intrinseco y por si mismo.

Y adn hay mas: resulta que otras disciplinas, aparentemente bastante alejadas
de la matematica, se han ido interesando por los resultados teéricos clave sobre
estructuras ordenadas y su representabilidad numérica. A veces se da la circunstancia
de que articulos ciertamente fundamentales, y de alto nivel, con resultados bastante
relevantes sobre estructuras ordenadas, ampliamente citados por los especialistas en
esta materia, se publicaron en revistas que encuadrariamos en otras ciencias, en vez
de en la matematica pura. Incluso méas de uno, por desgracia, no las consideraria
ni siquiera de matematica aplicada, sino, como qued6 implicitamente dicho antes,
de otras diversas ciencias (ej.: economia, computacién teérica, psicologia, y un largo
etcétera). Insistimos una vez méas en que, aun tratdndose de revistas que, en puridad,
no siempre llamariamos de matemdticas, contienen de hecho resultados matematicos
relevantes acerca de teoria del orden.

Lamentablemente, no siempre sucede que los matematicos puros interesados en
el orden conozcan esas otras fuentes, que pueden ser clave en ciertas investigaciones
acerca de estructuras ordenadas. Cabe citar, entre otras, a Econometrica, Journal of
Mathematical Psychology, Journal of Mathematical Economics, Mathematical Social
Sciences o Theory and Decision. Por cierto, mas de una de ellas tiene un indice de
impacto bastante superior al de muchas de las revistas de matemaética pura mas
conocidas. Es por tanto interesante hacer una llamada a la interdisciplinariedad o,
cuando menos, a la idea de tratar de conocer mas fuentes posibles para las investi-
gaciones sobre estructuras ordenadas, sin menoscabar ninguna y sin limitarse a las
propias de matemaética pura.

Hay ademés un problema anadido, del que el investigador en estos temas debe
tener conocimiento. Se trata de la nomenclatura y también de la notacion, que
cambian sustancialmente de unos contextos a otros. Conviene estar enterado de las
distintas maneras con que se denomina o denota el mismo concepto segin en qué
tipo de disciplina cientifica se esté trabajando.

Asi, lo que en matematicas llamamos isotonia o isomorfismo de érdenes, en fisica
o quimica podria ser una funcién de entropia, en economia se llamaria funcién de
utilidad, y en psicologia matemaética se denominaria medicién. Un preorden completo
(matemadticas) se suele denominar preferencia en contextos de economia y eleccién
social. Las clases de equivalencia definidas por un preorden completo (matemadticas)
en economia o en teoria de la decisién se llamaran clases de indiferencia de una
funcién de utilidad, o conjuntos de indiferencia de un agente, consumidor o decisor.
Y esto es solamente una pequefia muestra, pues aparecen muchos més ejemplos
similares en una gran variedad de contextos.

Terminamos esta seccién introductoria con una motivacién, entre otras muchas
posibles, que puede hacernos entender que el estudio de representaciones numéricas
de estructuras ordenadas debe considerarse importante e interesante, ya que tiene
aplicaciones cruciales en multiples disciplinas. Y, por cierto, algunas de estas apli-
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caciones (como la que vamos a ver ahora) son de uso practico y cotidiano en la
vida real.

Asi las cosas, consideremos una situacién en la que una remota tribu se da cuenta
de que el uso, rendimiento y beneficio que proporciona una vaca debe ser considerado
mayor que el que proporciona una oveja. Haciendo eso, la tribu ha efectuado un
proceso de comparacion (vaca frente a oveja), y ha establecido una preferencia (por
la vaca en este caso). Comparaciones y preferencias definen escalas cualitativas.
Y aunque sea de modo rudimentario, definen también ordenaciones (en este caso
serfa entre los posibles tipos de ganado). Vayamos més lejos: supongamos ahora
que nuestra tribu, que cuida vacas, decide negociar con una tribu vecina que cuida
ovejas. Y se ponen de acuerdo ambas tribus en cambiar mediante trueque una vaca
por cada cinco ovejas. Esa proporcién de cambio, usando nimeros (el 5 frente al
1 en este caso) es fundamental. No solamente pasan a tener una escala de cuenta,
ya numeérica, sino que acaban de inventar o implementar un sistema de precios de
mercado. Si consideramos como unidad de medida el patrén vaca, la oveja valdria la
quinta parte de esa unidad patrén. Todo esto no es en absoluto baladi. Cabe recordar
al respecto que alguna de las primitivas monedas de la antigua Roma, denominadas
en su origen aes rude, eran unos lingotes de cobre en los que se grababa la figura de
una vaca, y representaban asi el valor de la misma. El paso de la vaca fisica, viva
y coleando, a su representacién en un lingote (con asignacién fiduciaria del valor de
una vaca) supone un siguiente nivel de desarrollo, a saber, el invento de las monedas.
iLa imaginacién al poder!

Aparece aqui una cuestién clave: ;podemos convertir cualquier escala cualitativa
en una cuantitativa numérica equivalente? Si tal conversién o traduccion es posi-
ble, diremos que la escala cualitativa admite una representacién numérica, o, mas
habitualmente y para simplificar, que tal escala cualitativa es representable.

Entrarfamos ahora ya en el estudio técnico de escalas cualitativas, entendidas
como estructuras ordenadas, tratando de ver si son representables o no. De eso trata
esta teoria.

2. ALGUNAS IDEAS PROPIAS DEL ANALISIS REAL: AXIOMATICA Y
ORDEN

Si pensamos en cémo se define el orden en la recta real R tenemos que descender
a los fundamentos del analisis matematico, y explorarlos. Veremos que la estructura
de la recta real se define axiométicamente (véase por ejemplo [40, 41, 55, 56]) y que
ademads algunos de sus axiomas constitutivos o su estructura aritmética cuelgan a
su vez de otros axiomas aiin mas basicos, que podriamos dar en considerar el primer
nivel de los fundamentos de la matematica: se trata de los axiomas de la teoria de
conjuntos (véase [44]).

Hay varias maneras de definir el orden en los ntimeros naturales. Una de ellas
se basa en conceptos clasicos de la teoria de conjuntos, como conjuntos cardinales,
uniones de conjuntos disjuntos, biyecciones, etcétera. A mi personalmente me gusta
mucho maés definir el orden en N a partir de la aritmética de los naturales, en la
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que la definicién axiomatica de las operaciones usuales de suma y producto resulta
sencilla (véase [55]).

Desde este punto de vista, la definiciéon del orden natural quedaria como sigue:
dados dos nimeros naturales m,n declaramos que m < n si existe otro nimero
natural p > 0 tal que m + p = n. De esta forma, ponemos por caso, se tiene que
3 < 7 porque el 4 es un nimero natural tal que 3+4 = 7. Sin embargo, no es verdad
que 7 < 3 (no hay ningtin ntimero natural que sumado al 7 nos dé 4). A partir de la
axiomética cldsica de los naturales (debida a G. Peano) y de su aritmética, esta, y
también la relacién de orden clésica (<) se extiende ya a los enteros Z y racionales
@, conjuntos que respectivamente se definen como clases de equivalencia adecuadas
en N x N, y luego en Z x N.

Para pasar ya a los ntimeros reales (R) se necesitan nuevos axiomas. Dependiendo
de cémo los agrupen los distintos autores, nos encontramos con una axiomatica que
consta de entre 10 y 14 axiomas (véase [56]). Tales axiomas giran en torno a existencia
(del conjunto de ntimeros), operaciones algebraicas, orden y topologia (principio de
completitud o postulado de continuidad de la recta real).

Si nos paramos ahora a considerar los axiomas (o las consecuencias de los mismos
en forma de teoremas o proposiciones derivadas de tal axiomdtica) que involucran
orden, enseguida nos encontramos, por poner un ejemplo claro, con la regla de los
signos: a,b >0 = a-b>0;a,b <0 = a-b> 0, etcétera. O con el hecho de
que el orden en la recta real R extiende al que ya habia en Q. Este extiende a su vez
el orden de los enteros. Y el de los enteros extiende el de los naturales.

Para entender bien la estructura de la recta real R es importante entender pro-
fundamente el alcance de cada grupo de axiomas que definen R.

En particular, cabe interesarse por entender bien cémo es el orden de la recta
real, y a qué subestructuras ordenadas da lugar cuando se consideran subconjuntos
de R ordenados con el orden usual. Y, para ello, nada mejor que entender cuéles son
las estructuras ordenadas abstractas, que, de momento, veremos como pares (X, <),
donde X es un conjunto no vacio y < es un orden total definido sobre X, que son
isotonas a un subconjunto de la recta real dotado de su orden natural.

Esta es, de nuevo, la pregunta clave de la teoria de representaciones numéricas
de estructuras ordenadas.

Como botén de muestra citamos aqui un potente resultado en esta direccién:
el conjunto de los nimeros racionales Q, dotado de su orden usual <, contiene
copias isétonas de cualquier conjunto totalmente ordenado de cardinalidad nume-
rable (véase [9, 40, 41] y, para entender mejor el orden de la recta real, constltese
[45, 46, 47, 48, 49, 50]).

3. TRES TIPOS CLAVE DE ESTRUCTURAS ORDENADAS
Antes de empezar a dar una lista de definiciones técnicas, vamos a considerar
tres ejemplos basicos ilustrativos:

s Si juzgamos la riqueza de un individuo solamente por el dinero que posee,
bajo la perspectiva «mas tienes, méas vales» estamos comparando simplemente
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ntimeros reales con su orden usual. Si el valor de la riqueza de un individuo es
a y el del otro es b, no haremos otra cosa que ver sia < b o b < a.

= Si pretendemos comprar un coche nuevo y vamos mirando distintos concesio-
narios de vehiculos, estos nos ofreceran ofertas. En general, no podemos decir
que el precio de un determinado coche es fijo. Mas bien, entre los distintos
concesionarios el precio de ese coche estara comprendido entre un valor mini-
mo m y un valor maximo M. Si comparamos dos marcas de coches a y b, el
precio del primer coche estard en un intervalo [mg, M,] y el del segundo en
otro [my, My]. Pues bien, solo podremos afirmar que «el coche a es més costoso
que el b, invariablemente», si ocurre que My < mg.

Notemos aqui que en esta situacién lo que estamos comparando (u ordenan-
do) en definitiva son los intervalos cerrados y acotados de R. De manera que
miramos si un intervalo [a, b] esté situado o no totalmente a la derecha de otro
[¢, d] para poder decir que es mayor. Si dos intervalos tienen algiin elemento en
comtn los declaramos indiferentes (volviendo al tema de los coches: en una tal
situacién, eligiendo adecuadamente los concesionarios, ambos coches podrian
ser adquiridos a idéntico precio).

= Tomemos ahora una regla graduada, de manera que la separacion entre una
marca vertical y la siguiente sea muy pequena (un milimetro, pongamos por
caso). Asi las cosas, dos puntos que cayeran completamente dentro del inter-
valo entre una de esas marcas y la siguiente los considerariamos indiferentes
o indistinguibles. Esa longitud constante entre una marca y su siguiente, lon-
gitud que actiia como un umbral de percepcion, hace que no distingamos dos
puntos mientras la distancia entre ellos no supere a esa distancia fija o umbral.
Un modelo tipico de este estilo de comparacién aqui se daria en la recta real si
pasdramos a comparar intervalos de la misma longitud (constante fija). Siendo
esta 1, por fijar ideas, notemos que el intervalo [a,a + 1] estd totalmente a la
derecha del [b,b+ 1] si y solamente si se tiene que a — b > 1.

Estos ejemplos clave nos ayudaran a entender mejor tres tipos de estructuras
ordenadas, al menos en el caso particular en que tales estructuras sean representables
numéricamente (algo que definiremos y analizaremos més adelante), a saber:

= Kl primer ejemplo corresponde a un orden total.
= El segundo ejemplo corresponde a un orden-intervalo.
= El tercer tipo corresponde a un semiorden.

Daremos después las definiciones abstractas de esos tres conceptos. Los ejemplos,
cuando menos, fomentan la intuicién para entender mejor dichas definiciones.

Pasamos a continuacién a recordar alguna definiciéon bésica acerca de relaciones
binarias en un conjunto. Sea X un conjunto no vacio. Una relacion binaria R sobre
X es un subconjunto del producto cartesiano X2 = X x X. Dados dos elementos
x,y € X, usaremos la notacién estandar 2Ry para indicar que el par (x,y) pertenece
aR.
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Asociadas a una relacién binaria R sobre X, consideraremos las nuevas relaciones
binarias R¢ y R~! definidas respectivamente sobre X por R¢ = X2\ R, y por
2R~y <= yRz, para cualesquiera z,y € X.

Una relacién binaria R sobre un conjunto X se dice:

» reflexiva si A C R, siendo A = {(z,z) : v € X},

» irreflexiva si ANR = (),

= simétrica si R y R™! coinciden,

» antisimétrica si RNR™T C A,

» asimétrica si RNR™ =0,

= total (o completa) si RUR™! = X2,

s transitiva si tRy A yRz = xRz para cualesquiera x,y,z € X.

Un preorden sobre X es una relacién binaria reflexiva y transitiva. Si ademas es
antisimétrica, se dice entonces que es un orden parcial, llamado orden total si tal
relacién binaria es también total.

En muchos contextos (por ejemplo en economia) una preferencia definida sobre
un conjunto X es una relacién binaria R transitiva y total. En otras palabras,
en el lenguaje y nomenclatura propios de la matemaética pura, dirlamos que una
preferencia se entiende como un preorden total.

Otros autores (generalmente también en contextos de economia) trabajan a partir
de una relacién binaria asimétrica P, a la que denominan habitualmente preferencia
estricta. Asociadas a P, definen a continuacién la preferencia débil R y la indiferen-
cia T, como sigue: 2Ry <= yPCx; 2Zy < (zRy) A (yRz) (z,y € X).

Este tltimo marco (preferencias estrictas entendidas como relaciones binarias
asimétricas) es de hecho mds general y amplio que el primitivo (preferencias como
predrdenes totales), puesto que permite ahora situaciones en que la indiferencia 7
no es transitiva.

Vamos ya con las definiciones clave, muchas de las cuales aparecian ya (de ma-
nera implicita y bajo una nomenclatura diferente) en varios articulos publicados por
Norbert Wiener hacia 1910 (véase [87]).

En primer lugar, veamos el concepto de orden-intervalo, cuya introduccién y
estudio se atribuye a Peter C. Fishburn (véase [62, 63, 64, 65, 66]) a partir de 1970,
si bien, como ha quedado dicho, la idea ya aparece en los trabajos de Wiener.

Una relaciéon binaria total R sobre un conjunto X se dice orden-intervalo si
satisface que TRy A 2Rt = xRtV zRy, para cualesquiera x,y, z,t € X.

Un caso particular de orden-intervalo lo da el concepto de semiorden, que, curio-
samente, se considera que fue introducido y analizado antes, a partir de la segunda
mitad de los aflos 50 del pasado siglo XX, por R. Duncan Luce (véase [74]). También
este concepto habia sido contemplado ya por N. Wiener.

Asi, un orden-intervalo R sobre un conjunto X se denomina semiorden si sucede
que zRy AyRz = xRtV tRz, para cualesquiera z,y, z,t € X.

TEOREMA 3.1 (véase [4, 14, 18, 63, 65, 74, 83, 85]). Se tiene la siguiente jerarquia:
preorden total =—> semiorden =—> orden-intervalo. Las implicaciones reciprocas
son falsas, en general.
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TEOREMA 3.2 (véase [4, 14, 18, 63, 65, 74, 85]). Sea P una relacion binaria asimé-
trica (llamada también preferencia estricta). Sea R su preferencia débil asociada y
sea I su indiferencia asociada. Se tienen las caracterizaciones siguientes:

= R es un orden-intervalo si y solamente si PoZoP C P,

= R es un semiorden si y solamente si se cumple que (PoZoP C P)A(PoPoZ C
PYN(ZoPoP CP).

Otras propiedades muy importantes de las estructuras de orden-intervalo tie-
nen que ver con intransitividades. En concreto, si R es un orden-intervalo (o un
semiorden, caso particular de orden-intervalo) puede ocurrir que R no sea transiti-
va. También puede suceder que la indiferencia asociada Z sea asi mismo intransitiva
(véase [62, 63, 73, 74]).

Se tiene el siguiente resultado clave, bien conocido en esta teorfa (véase por
ejemplo [14]):

TEOREMA 3.3. Sea R un orden-intervalo definido sobre un conjunto X . Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

= R es un preorden total,
= R es transitiva,
s [a indiferencia asociada T es transitiva.

En trabajos acerca de ordenes-intervalo es frecuente también usar la siguiente
notaciéon. Sea R un orden-intervalo sobre un conjunto X. La relaciéon binaria P
definida mediante zPy <= yR°x (z,y € X) es, de hecho, una relacién asimétrica.
Como ya se ha indicado, hay autores que empiezan por considerar primero una
relacion binaria asimétrica P y solamente después definen ya R. De tal forma, alguna
de las definiciones previas pueden darse de entrada (y de hecho asi aparecen en
algunos trabajos) en términos de una relacién asimétrica P.

4. ORDEN Y REPRESENTABILIDAD

Cuando intentamos representar una escala cualitativa (u ordenacidn, entendida
en un sentido amplio y laxo) en otra, generalmente elegimos como modelo la rec-
ta real con su orden natural. Y tratamos, por ende, de representar aquella escala
cualitativa de una manera equivalente, pero ya numérica.

Y cabe preguntarse ahora: jpor qué elegimos la recta real como referencia princi-
pal? Como razones de este porqué, tratando de dar respuesta a la pregunta anterior,
podemos decir que necesitamos alguna referencia o modelo universal facil de mane-
jar, con el que tratar de comparar de alguna manera cualquier estructura ordenada
(o escala cualitativa) que sea objeto de nuestro andlisis. Obviamente, estamos més
que acostumbrados a comparar nimeros y cantidades. ; Qué mejor referencia enton-
ces que la recta real con su orden natural? Ademaés, y una vez méas desde el punto
de vista del andlisis real, esto nos ayudarda a comprender mejor la axiomatica y
estructura de la recta real R.



96 REPRESENTACION DE ESTRUCTURAS ORDENADAS EN LA RECTA REAL

Pero, con todo, cabe todavia preguntarse: jpodria utilizarse algiin otro tipo de
conjunto totalmente ordenado para tratar de representar en él estructuras ordenadas
o escalas cualitativas?

La respuesta es afirmativa. Pueden utilizarse modelos como el plano lexicografico,
la linea larga, o incluso conjuntos adecuados de ntimeros fuzzy (difusos, borrosos).
Estos conjuntos totalmente ordenados alternativos han sido objeto de investigaciones
mas 0 menos recientes, aunque su uso no sea tan popular como el de la recta real.
A tal respecto puede consultarse [7, 11, 15, 17, 20, 22, 24, 25, 26, 30, 60, 61, 79].

En cualquier caso, el conjunto totalmente ordenado més usual, y punto de partida
de la representabilidad numérica de estructuras ordenadas, es (R, <).

Pasamos ahora a hacer un recorrido por los principales resultados acerca de
representaciones de estructuras ordenadas.

Tratando de representar una tal escala mediante nimeros, de alguna forma ade-
cuada, la primera pregunta que cabe hacerse es: jcémo podriamos tratar de repre-
sentar fielmente R utilizando ntmeros reales?

Pues bien, la literatura especializada ha introducido muy variadas y diversas
formas de representar numéricamente relaciones binarias (cuando sea posible). Bien
es cierto que la forma maés popular nos la da el concepto de funcion de utilidad (véase
[18, 43, 52, 53, 54, 57, 77]). Pero hay muchas mds opciones (véase [1, 3, 25, 65, 76,
83, 85]). Damos aqu{ unos cuantos ejemplos significativos (entre muchos otros):

» mediante una funcidn de utilidad v : X — R tal que 2Ry <= u(z) < u(y)
(z,y € X),

= mediante intervalos de nimeros reales, de forma tal que a cada x € X se le
asigna un intervalo [a(z),b(x)] de manera que, si es posible, se satisfaga que
Ry <= a(z) < b(y) (z,y € X),

= a través de una funcion de utilidad y un umbral de percepcion K > 0 tales que
se tenga que 2Ry <— u(z) <uly)+ K (z,y € X),

= a través de subconjuntos adecuados de numeros reales, de forma que a cada
x € X se le asigna un subconjunto C(x) C R y se trata de que se cumpla que
TRy = C(z) CC(y) (z,y € X),

= a través de una aplicacion bivariante hemisimétrica F : X x X — R tal que
2Ry <= F(x,y) > 0, con F cumpliendo que F(z,y)+F(y,z) =0 (z,y € X),

= mediante una aplicacion bivariante F : X x X — R tal que 2Ry <—
F(x,y) > 0y F satisfaga ademds una ecuacién funcional adecuada, por ejem-
plo, F(z,y) + F(y,z) = F(z,2) + F(t,1) (z,y,2,t € X).

En este punto debemos hacer notar que el tipo de representacién que tratemos de
hallar para una relacién binaria o escala cualitativa dada no debe en ningin caso ser
considerado a la ligera, eligiendo al azar algin tipo de las representaciones numéricas
antes expuestas. Ello es asi ya que la mera existencia de determinados tipos de
representacién puede conllevar, ya de entrada, importantes restricciones sobre la
relacion binaria (escala cualitativa) objeto de andlisis. Un conocido y contundente
ejemplo es el siguiente.
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PROPOSICION 4.1. Si una relacién binaria R sobre un conjunto no vacio X admite
una representacion numérica mediante una funcion de utilidad u tal que TRy <=
u(z) <wuly) (z,y € X), entonces la relacion R es, a fortiori, un preorden total.

Pasamos ahora a considerar las representaciones mas cldsicas.

Sea X un conjunto no vacio. Un preorden total R sobre X se dice representable
en R si existe una aplicaciéon u: X — R tal que 2Ry <= u(z) < u(y) se cumple
para todo z,y € X. La aplicacién u se dice isotonia (también conocida por funcidén
de utilidad). A veces, y quizé por abuso de lenguaje, se dice simplemente que u es
una representacion numérica para R.

Un semiorden R sobre X se dice representable en R en el sentido de Scott y Suppes
(véase [85]) si existe una aplicacién u: X — R junto con una constante estrictamente
positiva K > 0 de forma tal que se cumpla que 2Ry <= u(z) < u(y) + K para
todo z,y € X.

Un orden-intervalo R sobre X se dice representable en R si existe un par de
aplicaciones u,v: X — R tales que 2Ry <= wu(z) < v(y) se cumple para todo
T,y € X.

Damos ahora referencia a los resultados clasicos de representabilidad para el caso
finito (véase por ejemplo [42]). Asi X denotard ahora un conjunto finito no vacio.

En lo que se refiere a preérdenes totales, desde finales del siglo XIX se conocia ya
el resultado siguiente, atribuido a G. Cantor (véase [40, 41])

TEOREMA 4.2. Todo preorden total definido sobre un conjunto finito es representable.

El resultado analogo es también vélido para semiérdenes. Fue demostrado por
D. S. Scott y P. C. Suppes en 1958 (véase [85]), y, aunque ellos, evidentemente, no
hablaban de «en el sentido de Scott y Suppes», afirman lo siguiente:

TEOREMA 4.3. Todo semiorden definido sobre un conjunto finito es representable en
el sentido de Scott y Suppes.

Mas todavia: hay también un resultado andlogo para dérdenes-intervalo, si bien
tal resultado tardé més en aparecer, y puede verse en trabajos de distintos autores
que lo probaron de manera independiente (véase [57, 65]). Se tiene asi que:

TEOREMA 4.4. Cualquier orden-intervalo definido sobre un conjunto finito admite
una representacion numérica mediante dos funciones de valores reales.

Pasamos a continuacién a dar referencia a los resultados clasicos de representa-
bilidad para el caso numerable.
Con respecto a predrdenes totales, el resultado siguiente procede también de los

trabajos de G. Cantor, con alguna demostracién mejorada mucho més adelante por
Garret Birkhoff (véase [9, 40, 41]).

TEOREMA 4.5. Todo preorden total definido sobre un conjunto numerable (finito o
infinito numerable) es representable. Mds atin, el conjunto Q de los nimeros racio-
nales dotado de su orden euclideo usual < es universal en el sentido de que contiene
copias isotonicas de cualquier orden total que pueda definirse sobre un conjunto nu-
merable.



98 REPRESENTACION DE ESTRUCTURAS ORDENADAS EN LA RECTA REAL

Para el caso de érdenes-intervalo se tiene también un resultado andlogo (véase
[67, 65]), a saber:

TEOREMA 4.6. Cualquier orden-intervalo que se defina sobre un conjunto numerable
es representable a través de una pareja de funciones de valores reales.

Para el caso de semiérdenes ya no se dispone de un resultado andlogo que sea
tan general. Es necesario introducir una condicién previa, denominada regularidad
para sucesiones. Se define para relaciones binarias asimétricas, como sigue.

Sea X un conjunto no vacio. Una relacién binaria asimétrica P definida sobre
el conjunto X se dice regular para sucesiones si no existen x,y € X, y sucesiones
(Tn)nen, (Yn)nen € X, tales que se tenga P ... Px,1Px,P ... Pz o, dualmente,
se tenga y1P ... Py Pyns1P ... Py.

En otras palabras, el conjunto X carece tanto de cadenas infinitas numerables
y ascendentes con respecto a P que tengan una cota superior y, como de cadenas
infinitas numerables y descendentes con respecto a P que tengan una cota inferior x.

TEOREMA 4.7 (véase [8, 76]). Un semiorden R definido sobre un conjunto nume-
rable X admite una representacion de tipo Scott y Suppes (a través de una funcién
de utilidad y un umbral de percepcidn estrictamente positivo) si y solamente si su
relacion de preferencia estricta asociada P satisface la condicion de regularidad con
respecto a sucesiones.

De cara a analizar qué ocurre en el caso general (conjuntos infinitos no necesaria-
mente numerables) con respecto a la representabilidad de preérdenes totales, vamos
a necesitar ahora introducir algunos conceptos previos.

En primer lugar definiremos las trazas de un orden-intervalo. Asi, asociadas a
un orden-intervalo R definido sobre un conjunto no vacio X, consideraremos la
relacién P dada por Py < yR°x (x,y € X). A partir de P y R, se definen dos
nuevas relaciones binarias (véase [57, 62, 63, 64, 65]), que se denominan trazas de R
vy que denotaremos, respectivamente, P* y P**.

En primer lugar aP*y <= xzPzRy para algin z € X (z,y € X). De manera
andloga xP**y <= xRzPy para algin z € X (z,y € X).

Ademas, se definen otras dos nuevas relaciones R* y R**, dadas por zR*y <=
y(P*)x (x,y € X), mientras que zR**y <= y(P**)z (x,y € X). Tanto R* como
R** resultan ser predérdenes totales.

A continuacién vamos a definir condiciones de separabilidad. Lo hacemos para
preérdenes totales y también para érdenes-intervalo.

Sea X un conjunto no vacio. Un preorden total R definido sobre X se dice
perfectamente separable si existe un subconjunto numerable D C X tal que para
cualesquiera x,y € X con xPy existe algin elemento d € D tal que se cumple
2RdRy. (Existen muchas definiciones equivalentes, véase [18, 31, 32, 33]).

Un orden-intervalo R definido sobre X se dice orden-intervalo separable si existe
un subconjunto numerable D C X tal que para cualesquiera x,y € X con xPy existe
algin elemento d € D tal que se cumple zR*dPy. (También en este caso hay varias
definiciones equivalentes, véase [14]).
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Veamos ahora cémo un preorden total induce una topologia. Sea R un preorden
total definido sobre un conjunto no vacio X. La topologia del orden T sobre X se de-
fine como la engendrada a partir de la subbase { X }U{0} | {L(z) : z € X} U{R(=) :
x € X}, siendo R(z) ={y € X : 2Py} y L(z) ={z € X : 2Pz} (x € X).

Mencionamos ahora las principales caracterizaciones de la representabilidad en
el caso general. Empezamos con el caso de preérdenes totales.

TEOREMA 4.8. Sea R un preorden total definido sobre un conjunto no vacio X. Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

= R es representable,

= R es perfectamente separable,

= [a topologia del orden TR satisace el sequndo axioma de numerabilidad,
= [a topologia del orden TR es metrizable y separable.

Las demostraciones de estos hechos aparecen en diversos trabajos (véase [6, 9,
18, 67, 69, 72, 77, 78]).

A continuacién damos una caracterizacion de la representabilidad de érdenes-
intervalo (véase [14, 82]).

TEOREMA 4.9 (véase [14, 82]). Un orden-intervalo R sobre un conjunto no vacio X
es representable mediante un par de funciones reales si y solamente si es orden-
intervalo separable.

Hay otras caracterizaciones bastante mas sofisticadas y que involucran més de
una condicién, que aparecieron anteriormente (véase [57, 65]).
Para el caso de semidrdenes se tiene el resultado siguiente:

TEOREMA 4.10 (véase [14, 29, 82]). Un semiorden R sobre un conjunto no vacio X es
representable en el sentido de Scott y Suppes si y solo si es orden-intervalo separable
y, ademds, su relacion binaria asimétrica asociada P es reqular para sucesiones.

Existen otras caracterizaciones que son mucho més sofisticadas e involucran con-
diciones méas complicadas (véase [2, 34, 37]).

5. REPRESENTACIONES NUMERICAS DE ORDENACIONES CON MAS
ESTRUCTURA ANADIDA: TOPOLOGIA Y ALGEBRA

Estudiamos ahora situaciones en que la estructura ordenada (escala cualitativa)
que estamos considerando tiene asociada alguna estructura adicional.

Este estudio podria ser muy amplio y exhaustivo, al haber multitud de posibles
ramificaciones de la teoria, topologias afiadidas que pueden ser compatibles o no con
una ordenacién o relacién binaria, estructuras algebraicas de muy diverso tipo (por
ejemplo semigrupos, grupos, espacios vectoriales, etcétera) que, de nuevo, pueden
o no ser compatibles con una escala cualitativa dada. Incluso puede haber varias
estructuras adicionales (méds de una) sobre un conjunto en el que tenemos dada
una cierta relaciéon binaria o escala cualitativa (por ejemplo, grupos topolédgicos
ordenados).
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Aqui presentaremos solamente algunos resultados notables. El lector interesado
puede consultar la literatura especializada al respecto de estas cuestiones (véase
[5, 10, 12, 13, 16, 19, 21, 23, 27, 28, 35, 36, 38, 39, 51, 58, 59, 68, 70, 71, 75, 80, 81,
84, 86, 88]).

En primer lugar analizamos qué sucede cuando el conjunto X sobre el que tene-
mos definido algin tipo de ordenacién, relacion binaria o escala cualitativa R esta
dotado ademas con una topologia 7.

Cuando R es un preorden, un semiorden o un orden-intervalo, estaremos ahora
interesados en investigar la existencia de representaciones numéricas (mediante una
funcién de utilidad en el caso de predrdenes totales, una funcién de utilidad y un
umbral de percepcion en el caso de semiérdenes, o un par de funciones con valores
reales en el caso de 6rdenes-intervalo) en las que las funciones que estén involucradas
en la representacion sean ademas continuas con respecto a la topologia 7 sobre X y
la topologia euclidea usual sobre la recta real R.

. Qué puede afirmarse ahora acerca de la existencia de representaciones conti-
nuas para estos tipos clasicos de relaciones binarias? Comenzamos con el caso de
predérdenes totales.

Siendo R un preorden total definido sobre un espacio topoldgico (X, 7), diremos
que la topologia 7 es natural con respecto a R (o, equivalentemente, diremos que el
preorden total R es 7-continuo) si para cualquier x € X los conjuntos {y € X : yPz}
y {z € X : 2Pz} son ambos conjuntos abiertos en la topologia 7.

Se tiene el siguiente resultado cldsico (véase [18, 52, 54]):

TEOREMA 5.1. Sea R un preorden total sobre un espacio topoldgico (X, 7). Son
equivalentes las afirmaciones siguientes:

= R es representable mediante una funcion de utilidad continua,
s 7 es natural con respecto a R, y R es perfectamente separable,

» 7 es natural con respecto a R, y la topologia del orden Tr satisface el seqgundo
azioma de numerabilidad.

Pasamos ahora a comentar resultados existentes acerca de la representabilidad
continua de 6rdenes-intervalo y semiordenes. Esta cuestién ha sido un auténtico tour
de force durante muchos anos. Muy recientemente, en 2023, se ha resuelto el pro-
blema de dar una caracterizacion de la representabilidad continua de semiérdenes
en el caso general (véase [59]). Para érdenes-intervalo, caracterizar el caso general
de representabilidad continua sigue siendo un problema abierto, si bien existen re-
sultados parciales muy relevantes. Para presentarlos, introducimos a continuacion el
concepto de topologia natural para un orden-intervalo (véase [10]).

Sea R un orden-intervalo sobre un espacio topolégico (X, 7). La topologia 7 se
dice natural con respecto al orden-intervalo R si para cualquier x € X ocurre que
los conjuntos {y € X : yPz}, {z € X : 2Pz}, {y € X : yP*z}, {z € X : 2 P*z},
{ye X :yP*z} y {z € X : 2P**z} son todos abiertos en la topologia 7.

Se tiene el siguiente resultado, cuya prueba puede verse en [10]:
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TEOREMA 5.2. Sea R un orden intervalo sobre un espacio topoldgico (X, 7). Su-
pongamos ademds que la topologia T es natural con respecto a R. Son entonces
equivalentes las afirmaciones siguientes:

» existe una representacion numérica de R mediante dos funciones continuas
u,v : X — R tales que, ademdas, u representa R** mientras que v represen-
ta R*,

= R es orden-intervalo separable.

Ademads de continuidad, se han estudiado también representaciones semiconti-
nuas de las estructuras ordenadas mads cldsicas, cuando estdn definidas sobre un
espacio topolégico (véase a modo de ejemplo la referencia [16]).

A continuacién vamos a comentar algtiin resultado acerca de la representabilidad
numérica de ciertas estructuras algebraicas ordenadas.

En este contexto general, se supone que partimos de un conjunto no vacio equi-
pado con alguna estructura algebraica (por ejemplo, un grupo abeliano) ademés de
algin tipo de ordenacién (por ejemplo, un orden total) que sea, en algiin sentido,
compatible con la estructura algebraica.

Por ejemplo, si (G, +) es un grupo abeliano y R es un orden total sobre G, diremos
que la estructura (mixta) (G, +, R) es un grupo abeliano totalmente ordenado si se
tiene que xRy <= x+zRy—+z se satisface para cualesquiera z,y, z € G.

Es légico y natural ahora buscar representaciones numéricas que no solamente
preserven el tipo de ordenacién, sino también (y a la vez) la estructura algebraica.
Por ejemplo, si (G, +,R) es un grupo abeliano totalmente ordenado, trataremos de
encontrar una funciéon de utilidad u : X — R tal que, para cualesquiera x,y € G,

» 2Ry <= u(z) < uly),
v u(zty) = u(z) + uly).
Este es brevemente el estado del conocimiento sobre este tipo de objetos.

= Existen en esta teoria resultados cldsicos muy potentes, alguno de ellos muy
antiguo, acerca de la representacion numeérica de grupos totalmente ordenados
(véase por ejemplo [70]).

= Hay también caracterizaciones de la representabilidad numérica de semigrupos
totalmemte ordenados (véase [5, 27, 28, 51]).

= También hay otros resultados (parciales) interesantes acerca de la represen-
tabilidad numérica de semigrupos, grupos, espacios vectoriales, conos reales,
algebras y espacios de Banach dotados de un preorden total compatible (véase
[12, 19, 26, 35, 36, 39]).

» Cuando el dlgebra encuentra a la topologia (esto es, trabajando, por ejemplo,
con grupos o semigrupos topoldgicos totalmente ordenados o totalmente pre-
ordenados) hay resultados muy bellos acerca de continuidad automdtica de
algunos tipos de funciones de utilidad que preservan la estructura algebraica
(véase, por ejemplo, [81]). En estos casos se trata de encontrar funciones de
utilidad que preserven a la vez las tres estructuras, a saber, ordinal, topoldgica
y algebraica.
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= A pesar de tratarse de un campo de investigacién ya entrado en afios (por asi
decirlo), atin queda una gran cantidad de cuestiones abiertas en esta disciplina
(véase [26]).

Citamos ahora algin resultado clave, como botén de muestra. Un grupo total-
mente ordenado (G,+,R) se dice arquimediano si, siendo e el elemento neutro de
(G,+), ocurre que para cualesquiera x,y € G tales que ePxPy existe n € N tal que
yP(n-z) (aqui n - z significa z+ ... (n-veces) ...+z).

Se tiene el siguiente resultado, probado ya por Otto Holder en 1901 (véase [70]):

TEOREMA 5.3. Sea (G,+,R) un grupo totalmente ordenado. Son entonces equiva-
lentes las afirmaciones siguientes:

s R es representable mediante una funcion de utilidad v : X — R tal que
TRy <= u(x) <uly) y u(zt+y) = u(z) + u(y) se cumple para todo z,y € G,

= (G,+,R) es arquimediano.

Por su parte, un semigrupo totalmente ordenado (S, +,R) se dice positivo si se
cumple que xPz+x, para cualquier z € S y se dice conmutativo si x+y = y+x se
cumple para cualesquiera x,y € S.

Se alcanza asi el siguiente resultado (véase [5, 51]):

TEOREMA 5.4. Sea (S,+,R) un semigrupo totalmente ordenado positivo. Son en-
tonces equivalentes las afirmaciones siguientes:

= R es representable mediante una funcion de utilidad v : X — R tal que
2Ry = u(z) <uly) y u(z+y) = u(x) + u(y) se cumplen para cualesquiera
x,y €S (y, como un consecuencia de este hecho, (S,+,R) es conmutativo),

= para todo x,y € G tales que xPy existe n € N para el que se satisface que

[(n+1)-2]P(n-y).

Mencionamos ahora un resultado clave de una situacién en la que el algebra
encuentra a la topologia. Fue probado por Peter J. Nyikos y Hans C. Reichel en 1975
(véase [81]).

TEOREMA 5.5. Todo grupo abeliano totalmente ordenado (G,+,R) es un grupo to-
poldgico con respecto a la topologia del orden Tr, de forma tal que la operacion
+:GxG — G, y también la operacién de tomar el elemento opuesto en G, resultan
ser continuas (se dice entonces que la continuidad se da de forma automdtica).

Como ha quedado ya dicho, en esta teoria hay todavia una gran cantidad de
problemas abiertos (véase [26]). Uno del que ya se ha hablado es el de dar una
caracterizacion general de la representabilidad continua de 6rdenes-intervalo.

Como muestra, y para terminar, presentamos otro curioso problema abierto.
Decimos que un espacio topolégico (X, 7) tiene la propiedad de extension de Yi
(véase |26, 88]) si todo preorden total definido sobre un subconjunto 7-cerrado no
vacio A C X y tal que (el preorden) sea continuo con respecto a la topologia 74 que 7
induce sobre el conjunto A, admite una extensién 7-continua a todo el espacio X.

Se sabe que la propiedad de extension de Yi implica la propiedad de extension de
Tietze, clasica en topologia general. Sin embargo, el reciproco no siempre es cierto.
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La propiedad de extension de Yi no se ha identificado todavia con ninguna de

las nociones clasicas relativas a los espacios normales (axiomas de separacién) que se
estudian en topologia general. El problema de caracterizar los espacios topologicos
que satisfacen la propiedad de extension de Yi permanece abierto a dia de hoy.
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