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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y Emilio Ferndndez Moral

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logrofio. Para los problemas de este nime-
ro se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de octubre de
2025.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 505. Propuesto por Paolo Perfetti, Universita degli studi di Roma Tor
Vergata, Roma, Italia.
Sean a y b valores reales y

L(a,b) = /OOO sen(?)

b

Evaluar L(a,b) para los valores de a y b que sea posible.

PROBLEMA 506. Propuesto por Mihdly Bencze, Brasov, Rumania.
Sean azy,...,a, valores reales positivos y 0 < b < ¢. Probar que

> 0.
(n—1bc+ag+---+ap -

(n—1ay — (a2 + -+ an) (c=b)y/(n—1)(az+ - +an)
Z m arctg

ciclica



110 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

PROBLEMA 507. Propuesto por Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Sean x € (0,7/2) y {Fn}n>0 la sucesién de los niimeros de Fibonacci, definida
por Fp =0, Fi =1y F, = F,_1+ F,_2 si n > 2. Probar que

F? N F2, < Fonta
14 F2csc?x 14—F2+15ec2 L+ Fony1’

PROBLEMA 508. Propuesto por Angeles Carmona y Andrés M. Encinas, Universitat
Politécnica de Catalunya, Barcelona.
Caracterizar los valores complejos cg, ..., Cn, con m > 2, para los que la serie

numérica
o m
Z Z ci log(n + k)
n=1 k=C

es convergente y, en ese caso, hallar su suma.

PROBLEMA 509. Propuesto por Marian Ursdrescu, “Roman-Voda” National College,
Roman, Rumania.

Sean z1, zo y z3 tres nimeros complejos distintos de médulo uno. Probar que si
se cumple la condicién

3z12023|(21 — 22) (22 — 23) (23 — 21)| + Z (21(z2 — 23)%|2g — z3|) =0,

ciclica

entonces z1, zo y 23 son los afijos de los vértices de un tridngulo equildtero.

PROBLEMA 510. Propuesto por Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca.

Sean A’, B’ y C’, respectivamente, los puntos simétricos de los vértices A, B
y C de un tridangulo ABC respecto de los lados BC, CAy AB. Sean X, Y y Z,
respectivamente, las proyecciones ortogonales del centro W de la circunferencia de
los nueve puntos del tridngulo ABC' sobre los lados BC, CA y AB. Demostrar que
los baricentros de los tridngulos ABC, A'B'C’ y XY Z estén alineados.

PROBLEMA 511. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

Sean a, b, ¢ y d las longitudes de los lados de un cuadrilatero, 7 y j las longitudes
de sus diagonales y m la distancia entre los puntos medios de las diagonales. Probar
la relacién

a® + 02+ +d =i 4 52 + 4m?.
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PROBLEMA 512. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National
College, Bucarest, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” School, Buzdau, Ruma-
nia.

Si {F,}n>0 es la sucesién de los ntimeros de Fibonacci, definida por Fy = 0,
=1y F,=F, 1+ F,_2sin>2 I denota la funcién Gamma de Euler y m > 0,

calcular
QAn 41

lim r (EF;"/”) dz,
n

n— oo an

siendo a,, = Vn!.

Soluciones

PROBLEMA 481. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.
Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que abc = 1. Probar que
1 n 1 n 1

a?(b+c)  b(c+a) ca+b)

3
S <
s

Solucién enviada por Maria Merino Sdenz (estudiante), Universidad de La Rioja,
Logrono.
Se trata de una consecuencia directa de la bien conocida desigualdad de Nesbitt
3 z z
a S + y + ’
27 y+z z4+zx x4y

z,y,z > 0.

En efecto, tomando © = 1/a = be, y = 1/b = ca 'y z = 1/¢ = ab, donde hemos
aplicado la relaciéon abc = 1, tenemos

3 < 1 n 1 n 1 _ 1 n 1 n 1

2 = a(ca+ab) = blab+bc)  c(bc+ca) a2(b+c)  b2(c+a) c2(a+b)

También resuelto por M. Amengual, F. D. Aranda, C. Beade, I. V. Codreanu (dos soluciones),
N. D. Dasireddy, A. Elduque, J. Gémez, M. Gémez, 1. Hasanov, Kee-Wai Lau, P. Perfetti, H. Ri-
cardo, C. Sacristan, B. Salgueiro, A. Stadler, D. Vacaru, T. Zvonaru y el proponente.

NoTA. Salvo las soluciones remitidas por Kee-Wai Lau, Perfetti y Stadler (que re-
curren a otras técnicas), las restantes hacen un uso directo de la desigualdad de
Nesbitt, como es el caso de la publicada, o dan demostraciones de esta desigualdad
o de alguna otra equivalente. La entrada de la Wikipedia https://en.wikipedia.
org/wiki/Nesbitt%27s_inequality nos facilita hasta nueve demostraciones de la


https://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt%27s_inequality
https://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt%27s_inequality
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desigualdad de Nesbitt, muchas de las cuales han aparecido en las distintas solu-
ciones recibidas. La demostraciéon que ha incorporado Amengual es especialmente
simple y elegante. Usando que

T 1\?2 22 T 1
> 2 >0 < > - =
Y

se tiene
x Y z 8r—y—=z2 8y—z—=x 8z—x—y 3

+ + > )

y+z z4+z z+y 4dlx4+y+z) 4dlx+y+z) dlrz+y+z) 2

con la igualdad ocurriendo si y solo si x =y = 2.
Queremos observar que partiendo de la desigualdad

T 1 2
—— - >0, n>2
ro+---+z, n-—1
con x1,...,x, > 0, se puede probar la desigualdad de Nesbitt generalizada
I To In n

+ +-+ > )
To+T3+- - +T, TIF+T3I++T, r1+ze+---+ T n-—1

PROBLEMA 482. Propuesto por Sein M. Stewart, King Abdullah University of Sci-
ence and Technology, Thuwal, Arabia Saudita.
Si n es un entero positivo, evaluar

[ (B () () ) o

k=0

Solucion enviada por Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo, modificada por los
editores.

Denotando por S, la suma a evaluar, vamos a probar que S,, = 7/2".

Como, para 0 < a+1/2 < b,

o g 1 [ te1/2 1T(a+1/2)T(b—a—1/2)
—_dr = ——dt= = :
o (I+a2)° 2Jo (141t 2 I'(b)

resulta claro, tomandoa=n—k—1y b=n—k, que

(- (n—k—1\T(n—k—1/2) Y T(n—k—1/2)
Sp = ﬁkzzo 92k+1 ( k )(n—k—l) \FZ 22k+1 Kl(n — 2k — 1!’
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Usando la férmula de duplicacion de Legendre para la funcion Gamma

222710(2) (2 + 1/2)
Jr

con z =n — k — 1/2, se puede comprobar que

1 T(n—k—-1/2) VT (n—l

I'2z) =

)(2n—2k—2)(2n—2k—3)---(n—2k)

22k+1 fl(n — 2k — 1)1 22n=1(n — 1)1\ k
y
7r — sfm—1
Snzz%l(nl)!;(—l)( B )(2n—2k—2)(2n—2k—3)---(n—2k).

Ahora, puesto que

dn—l
(2n — 2k —2)(2n — 2k — 3)--- (n — 2k) = ———z2(" k=D

dan1 z=1 ,
aplicando el binomio de Newton tenemos
T i n—1
Sn _ -1 k 2(n—k—1)
e 2 ()
= =1

T dn—t 9
= (.23 -
22n=1(n — 1) dgn—1

Finalmente, si Py(z) denota el k-ésimo polinomio de Legendre, por la férmula de
Rodrigues se verifica que

Py = b2y
2k k! dxk
y T i
Sn = 27Pn—1(]-) = %,

ya que P,(1) = 1.

También resuelto por M. L. Glasser (dos soluciones), P. Perfetti, A. Stadler y el proponente. Se
ha recibido una solucion incorrecta.

PROBLEMA 483. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sintamdarian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.
Calcular

g‘;(n(nl?_ (ni1)2+(ni2)z - (ni3)g+~-->—21n>.
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Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Honk Kong, China.
Denotando por S la suma a evaluar, probaremos que S = 72/16.
Si
' 1 | | 1

=y Vv eE s

veamos que

ZQM)QD=§@L;%%+WW+UH®> (1)

n=1 n=1
y para ello procederemos por inducciéon. Usando la identidad

flnt1)= 5~ f(n), ©)

se tiene que
1

1= 32) + 1) = -2+ 47) =4 (£ - 3)

y el caso m = 1 de (1) estd probado. Ahora supongamos que (1) es cierta para un
cierto m y veamos, aplicando de nuevo (2), que también se verifica para m + 1. En
efecto,

?i(wwo—;)

1

3
+

j‘(ZJQ(27”“)=f(m+1)+f(1)> +(m+1)f(m+1)*m
1 (<1 )

=7 (;Tﬂ+(2m+3)f(m+l)+f(1)m+1>

:i<2;+<2m+3> <(m+11)2_f(m+2)>+f(1)_mil>

ni (2m +3)f(m +2) + f(1)>

N

n=1

y la prueba de (1) esté concluida.
Finalmente, aplicando las desigualdades

1 1 1
T CES VR

y las identidades

— 1 (-t
272_7 y f(l)_z 2 12
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tomando limite en (1) cuando m tiende a infinito, llegamos a que

m—0o0

S = lim (nf(n)—1> = 1 I <an2_(2m+1)f(m+1)+f(1)> =71r—6.

También resuelto por N. S. Dasireddy, P. Perfetti, B. Salgueiro, A. Stadler y los proponentes. Se
ha recibido una solucion incorrecta.

PROBLEMA 484. Propuesto por Ricardo Barroso, Sevilla.

Sea H el ortocentro de un tridngulo ABC' y w una circunferencia cualquiera de
centro H. Dado un punto V' € w, sea r la recta tangente a w en V', sean rq, rp y 7¢,
respectivamente, las rectas simétricas de r respecto de los lados BC, CAy AB,y
sea V,V, V. el tridngulo formado por las rectas rq, 5 y 7.

Sean V y V'’ dos puntos cualesquiera de w. Probar que el tridngulo V,V,V, se
transforma en el tridngulo V,V,/V/ por un giro de dngulo VHV' y centro en un cierto
punto W de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC.

Solucion compuesta a partir de las enviadas, independientemente, por Florentino
Damian Aranda Ballesteros, Cérdoba, y Saturnino Campo Ruiz, Salamanca.

En primer lugar podemos ver que el triangulo Ty := V,V,V, es semejante al
tridngulo értico del tridngulo T := ABC. Supondremos bien conocido que, si los
angulos de T son ZCAB = «, ZABC =y ZBCA =+, entonces los dngulos de su
tridngulo értico son m — 2a, T — 28 y T — 27.

Si r corta a los lados AB, AC'y BC' en los puntos M, N y @, formando en ellos
angulos 1, 6 y ¢, respectivamente (véase la figura 1), se tienen las relaciones

a=m—n+0), B=n—9¢, y=0+¢
Entonces, podemos calcular los angulos de Ty

o = LVV,Vy=4NV,M =7 —2n—20 =7 — 20,
B =LV V)Ve=mr—LMV,Q=7—(m—(m—2n+2¢p)) =7 —2(n—¢) =7 — 2

y, por tanto, 7' := ZV,V.V, = m — 2. De modo que el tridngulo Ty es semejante
al triangulo értico del tridngulo T'. Luego todos los tridngulos Ty asi construidos
seran semejantes entre si, independientemente de la posiciéon del punto V' sobre la
circunferencia w.

En segundo lugar vamos a probar que el incentro J del tridngulo Ty esta en la
circunferencia I' circunscrita al tridngulo 7. Por la construccion realizada, C' es el
incentro del tridngulo V.NQ@ vy, por tanto, C'V, es una bisectriz interior de Ty . Las
rectas CA y BA son dos bisectrices exteriores del tridngulo M NV, y entonces A
es el excentro de este tridngulo opuesto al vértice V,, en consecuencia AV, es otra
bisectriz de este tridngulo y también del tridangulo Ty .
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Figura 1: Primer esquema para la solucién del problema 484.

Si nos fijamos ahora en el tridngulo V;,JV,, se tiene

!/

s (0%
AVbJVC—i‘F?—’iT—Oé

y el cuadrilatero ABJC es ciclico, asi que J € T.

Podemos pasar ya al asunto central del problema (véase la figura 2). Si V' y V' son
dos puntos cualesquiera de w, sus tridngulos asociados Ty = V,V, V. y Ty = V,V V!
son semejantes. También son congruentes, pues para pasar de la recta r tangente a w
en V a la recta r’ tangente a w en V' solo hay que hacer un giro de éngulo ZVHV,
que es una transformacion isométrica. El dangulo de giro es el suplementario del
angulo que forman las rectas r y r’ ya que, si r N7’ = {E}, los puntos V, E, V' 'y H
son conciclicos.

Las bisectrices homoélogas V,J y V/.J' se cortan en el punto A, por consiguiente
el centro de semejanza de los tridAngulos Ty y Ty estard en la circunferencia que
pasa por los puntos J, J' y A, que es la circunferencia I' circunscrita al tridngulo 7.
Como J y J’ son puntos homdlogos en la semejanza, el centro de semejanza (el
centro del giro que transforma Ty en Ty/) serd uno de los extremos del didmetro
de T" perpendicular a JJ'.

Para distinguir el centro del giro consideremos que si en una semejanza el segmen-
to XY se transforma en X'Y' y XY NX'Y' = {L}, entonces el centro de semejanza
queda definido por el punto comun, distinto de L, de las circunferencias que pasan
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Figura 2: Segundo esquema para la solucién del problema 484.

por XX'L y YY'L. De modo que en nuestro caso, el centro del giro es el punto de
interseccién distinto de A de T' y la circunferencia circunscrita al tridngulo V, V! A.

Finalmente, considerando la posicién especial del punto V en la que el radio HV
es paralelo a uno de los lados de T, se puede verificar que el inradio ry de Ty es
siempre igual al radio 7, de la circunferencia w, con lo que se pueden hallar las
siguientes expresiones para los lados de Ty :

VoWV = Tw(thé + tgﬂ)?
VoVe = ro(tg 8+ tg),
VeV = Tw(tgfy + thé).

También resuelto por el proponente.

PROBLEMA 485. Propuesto por Miquel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca.
Los nuimeros reales positivos a, b y ¢ cumplen las desigualdades

a+b>c, b+c>a, ct+a>b y a+b+c<m.

Probar que, entonces, sen a, send y sen ¢ son las longitudes de los lados de un tridn-
gulo cuya area I verifica

8F < sen(2a) 4 sen(2b) + sen(2c¢).
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Figura 3: Esquema para la solucién del problema 485.

Solucion enviada por el proponente.

Los datos del problema permiten ([1, pags. 180 y 184-185]) la construccién de
un tetraedro OABC' con angulos 2a, 2b, 2¢ en el vértice O y aristas OA, OB, OC de
longitud unidad (figura 3). La base de este tetraedro es un tridngulo ABC' de lados
2sena, 2sen b, 2sen c¢. Con esto queda probada la primera afirmacién del enunciado,
que sena, senb y sen ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo.

La segunda afirmacion resulta utilizando que las areas de dos tridngulos seme-
jantes son entre si como el cuadrado de su razén de semejanza y que el area de la
base ABC del tetraedro OABC' es necesariamente mas pequeia que la suma de las
areas de sus caras laterales:

%sena—i— %senb—f— %senc > drea NABC = 4F.

También resuelto por J. Gémez y A. Stadler.

NoTA. B. Salgueiro envia un comentario advirtiendo que este problema, propuesto
por la Unién Soviética, fue seleccionado tanto en la lista larga como en la lista corta
de problemas para la 28.2 IMO de 1987 [2, problema 68, pag. 211, y problema 19,
pag. 214] y que es posible acceder a la solucién original [2, pag. 497]. De hecho la
solucién del proponente es esencialmente esa misma. Con todo, hemos decidido pu-
blicarla porque en la rara referencia que aporta, una publicacién rumana del afio 1986
que es anterior por cierto a la 28.* IMO, se demuestra efectivamente [1, teorema 5,
pag. 184] que las condiciones del enunciado del problema, que es sencillo ver que
son necesarias para la existencia de un tetraedro OABC con angulos ZAOB = 2a,
/BOC =2by LCOA = 2¢, son también suficientes, lo que no es tan inmediato, y
sobre lo cual se pasa de largo en la redaccién de la solucién del problema en [2].



LA GACETA x SECCIONES 119
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PROBLEMA 486. Propuesto por Florica Anastase, “Alexandru Odobescu” High
school, Lehliu-Garda, y Marian Ursarescu, “Roman-Voda” National College, Roman,
Rumania.

Probar que en todo tridngulo ABC se cumple la desigualdad

Tirb + r?rc + r?ra > 3(4Rr + r2)3,

siendo respectivamente R, 7y 74,7, 7 los radios de las circunferencias circunscrita,
inscrita y exinscritas.

Solucion enviada, independientemente, por Daniel Vacaru, “Maria Teiuleanu” Na-
tional Economic College, Pitesti, y loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures,
Rumania.

Escribamos s 5 5
r r T
iy +rpre +rirg = £ 4+ L+ £
T Te  Ta
Usando la desigualdad
P p p p

ay | a3 | a3 14q—p (a1 + a2 + a3)

L2438 53 RSt LA T Vi >1, geR, 1

A N S ST )

que se sigue de la desigualdad de Holder y la desigualdad de medias, se obtiene

o rd rd 1 (rg+rp+7.)° 1 (4R +r)?
R B s e e
woow e 2oaotn it 2T g

sustituyendo al final las relaciones ro +7rp +r. =4R+7ry 1/ro +1/rp+1/r. = 1/7,
que se suponen bien conocidas.’
Seria suficiente ahora probar

r(4R +1)°
27

una desigualdad equivalente a

> 3(4Rr +12)% = 3r3(4R + )3,

4R+ r > 9r,

o R > 2r. Pero esta tltima es la conocida desigualdad de Euler.

1Ver, por ejemplo, H.S.M. COXETER, Fundamentos de Geometria, Limusa-Wiley, México, 1971,
seccién 1.5: ecuacién 1.56 y ejercicio 1.5.2 (Nota de los editores).
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También resuelto por Kee-Wai Lau, N. S. Dasireddy, P. Perfetti, B. Salgueiro, A. Stadler, I. V. Co-
dreanu (una segunda solucidén) y los proponentes. Se ha recibido una solucién incompleta.

NoTA. La pieza fundamental de la elegante solucién que hemos presentado es la
desigualdad (1). Sin embargo, puesto que su prueba no es obvia, nos parece adecuado
dar una demostracién de la misma.
Como g+ 1 —¢q =1, por la desigualdad de Hélder se tiene
@3

al  db PN
(b1 + by + b3)? < T3t 374
bl b2 b3

= (b + ba + b3)* I (I+141)7¢
- 1 2 3 b(f bg bg
a? ab ab
Zb‘}b—;l ‘1+bgb%1 ‘1+bgb—§1 e
1 2 3

:af—&—aé’—l—ag > 31_p(a1 +a2+a3)p,
donde en el ultimo paso hemos aplicado la desigualdad de medias
a’f+o§2’+a§ > (a1 +c;2+a3)”, P> 1.

Solamente Salgueiro afiade a su solucién que, en la desigualdad del problema, la
igualdad se alcanza si y solo si el tridngulo ABC' es equilatero.

PROBLEMA 487. Propuesto por Oscar Ciaurri, Universidad de La Rioja, Logrofio.
Sea m > 1 un entero positivo. Probar que

% ;HZifl < H,,

donde H; =1+4+1/2+---+1/j es el j-ésimo nimero armdénico.

Primera solucion, enviada por Javier Rdndez Ibdnez (estudiante), Universidad de
La Rioja, Logrovio.

Para deducir esta desigualdad solo necesitamos demostrar una desigualdad mas
simple. En concreto, probaremos que si m > 1 es un entero positivoy 1 < j < m,
entonces

H2m—j + Hj < 2Hm (1)
y a partir de esta obtendremos el resultado. Si en (1) se toma j = m, se tiene
claramente una igualdad, y si 1 < j < m se cumple que
m—j 1 m—j 1
Hgm_j+Hj:Hm+ ;m—FH]‘ < H,, + ;ﬁ+Hj

m

:Hm+z%=2Hm.

i=1
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Asi, aplicando (1), llegamos a

n

1 1 1
ﬁ;HQi_l:%Z(HQl 1+ Hopo(2i-1) *nZQH = H,.

i=1

Notar que la desigualdad es igualdad si y solo si n = 1.
Haciendo uso de (1) también podemos probar una desigualdad similar para la
suma de numeros armonicos de indice par. En efecto,

1 n n

1 1«
- > Hy = o > (Hai + Hagniry—2i) < o > 2Hu41 = Hua, (2)

i=1 i=1 i=1

donde la igualdad de nuevo se cumple si y solo si n = 1.

Sequnda solucion, enviada por Santiago Alzate, Universidad de Antioquia, Colombia.
Es conocido que el n-ésimo niimero arménico puede escribirse como

Por tanto,

1 n
1 2i—1
:/0 1_x<n—§_ac )dx.

i=1
Ahora, como por la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica

n
g 2?27 > n Va3 a2l = na, x>0,

=1

donde hemos aplicado que 1+ 3+ --- + (2n — 1) = n?, tenemos que

n 1

1— g™
ZHQi—l Sn/ z dr =nH,
i=1 o 1-w

y hemos concluido.

Tercera solucion, enviada por José Luis Arrequi, Universidad de La Rioja, Logrofio.
Si llamamos

n
an =nH, — E Ho;_q,

=1
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tenemos que probar que a, > 0 para cada n > 1. Pero esto, por ser a; = 0, es
inmediato si demostramos que {a,},>1 €s una sucesién creciente. En efecto, dado
n>1,

n+1 n

an+1 — Qp = (TL —+ I)Hn+1 — ’I'LH,, — Z Hgi_l —+ ZHZi—l
i=1 i=1
= TL(Hn+1 — Hn) —+ Hn+1 — Hg(n+1)_1
n

- Hyor — H
n+1+ n+1 2n+1

_n 1 N 1 - 1
T n+1 n+2 n+3 on+1

n+1
Z 1 1
n+1l n4+1

1=2

porque la dltima suma es de términos positivos.

También resuelto por S. Betancur, J. Gémez, E. Lanchares y V. Lanchares (conjuntamente),
Kee-Wai Lau, P. Perfetti, A. Plaza, C. Sacristin, A. Stadler y el proponente. Se ha recibido una
solucion incorrecta.

NoTA. Las soluciones no publicadas mantienen un patrén comun: utilizan un argu-
mento de induccién que reduce la prueba a comprobar la desigualdad Hop 1 < Hyp+1
(o alguna otra similar en la que se cambia el 1 por otro factor como, por ejemplo,
n/(n+1)). Los procedimientos para estudiar esta tltima desigualdad son variados y
van desde argumentos de induccion a estimaciones integrales, pasando por pruebas
directas.

La expresién para los niimeros armoénicos generalizados

1
¢
Hm:/ dt, x> -1,
0

1—t
utilizada en la segunda de las soluciones publicadas con x = n, permite dar una
interesante extension de la desigualdad propuesta. En concreto, si x1,...,z, > 0,
Wiy enn Wy >0y w=w; +---+w, >0, entonces
n
%HM < Hw111+-;+wnzn . (3)
k=1

La prueba se sigue como en la segunda solucién observando que, por la desigualdad
entre las medias aritmética y geométrica ponderadas,

n o
UJkt‘Lk > t’w1w1+"'+“’1L$n
w

w
k=1

Tomando en (3) los valores z, = 2k — 1 y wy = 1, como x; + -+ +x, = n? y
w = n, se obtiene la desigualdad propuesta. La eleccién x = 2k y wi = 1, puesto
que 1 + -+ +x, =n(n+1) y w =mn, da lugar a (2) en la primera solucién.
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PROBLEMA 488. Propuesto por Mihdly Bencze, Brasov, Rumania.
Sean a, b, c,d > 2. Probar que

2
Z log, (abc+a+b+c+d*) > % + 161og,p.q(5V2).

ciclica

Solucion enviada por Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.
Demostraremos que si a, b, c,d > 2, entonces

32 9
log, (abc+a+b+c+d*) > = + 16log,,. (),
Z g ( ) 5 Sabed 75

ciclica

con la igualdad ocurriendo si y solo si a = b = ¢ = d = 2. Puesto que 9/v/8 > 5v/2,
nuestro resultado prueba que la desigualdad del enunciado es estricta.
Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, tenemos
abc bc abc  abc d?>  d?

a
b b P=—F =4 =4 b bl
abct+a+o+c+ n + 1 1 + 1 +a+ +c+2+2

9 9
> \Q/QTW>W (abed)?,

donde en ambas desigualdades la igualdad ocurre si y solosia=b=c=d = 2. De
este modo

lo
2 g\
log, (abc+a+b+c+d?*) > log, (;g v (abcd)2> = 5(1 + log, (bed)) + k)(g\f;)

y
Zlog abc+a+b+c+d2) §+2 Zlog (bed) + log 0 Z L
ciclica ‘ 5 Clchca ‘ \/g ciclica IOg a ’

con la igualdad dédndose si y solo si a = b = ¢ = d = 2. La desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica implica

log, y +log, x > 24 /log, ylog, x = 2,

con igualdad si y solo si x =y, y, por tanto,

> log,(bed) > 16.

ciclica
Asimismo, usando la desigualdad entre las medias arménica y aritmética tenemos

u() 5

ciclica

9 42 9
—= = 161 —
loga_ log ({)/g) loga + logb+ logc+logd Og“”“(e/g)’
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lo que nos permite concluir que

32 9
1 b b d?) > == + 161 —
Z og, (abc+a+b+c+d*) > 5 + Ogabcd(\g,/g)

ciclica

con la igualdad cumpliéndose siy solosia=b=c=d = 2.

También resuelto por el proponente. Se ha recibido una solucién incorrecta.



