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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
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1. INTRODUCCION

Los walores zeta maltiples son las sumas de las series multiples

1
C(nl,...,nr)z Z W (11)
1<k <<k

donde los n; son enteros mayores o iguales que 1 y n, > 2 (esta tltima condicién
garantiza la convergencia). En el caso r = 1, se trata de los valores zeta simples

=31
k=1

que son los valores en los niimeros enteros de la funcién zeta de Riemann. Estos
nimeros fueron estudiados, en particular por Euler, mucho antes de que Riemann
se interesara por ((s) como funcién de una variable s compleja, en relaciéon con la
distribucién de los niimeros primos. Los valores zeta simples y, més generalmente, los
valores zeta multiples, desempenan el papel de constantes fundamentales. Aparecen
en muchas areas de las matematicas y la fisica, en particular, a través de las integrales
de Feynman que rigen las interacciones entre particulas elementales.

Por lo tanto, es de interés practico organizar la familia de los valores zeta mul-
tiples y comprender las relaciones entre ellos y con otras constantes. Empezaremos
abordando este problema, que vivié un renacimiento hace apenas 30 anos, median-
te la experimentacién, a partir del estudio de Euler sobre los valores zeta simples.

*Traducciéon de Javier Fresan del articulo “Valeurs zéta multiples” publicado en el volumen
colectivo Périodes et transcendance, Journées mathématiques X-UPS 2019, Editions de I’Ecole
polytechnique, Palaiseau, 2024, 155—-195.
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De manera sorprendente, las respuestas poseen una increible estructura y pueden
explicarse por medio de la geometria algebraica. Los valores zeta multiples resultan
ser encarnaciones tangibles de fenémenos profundos ligados a la teoria de moti-
v0os, una teoria de obstruccion universal para las variedades algebraicas ideada por
Grothendieck en los afios sesenta. A continuacién, intentaremos introducir estas ideas
modernas haciendo hincapié en sus implicaciones aritméticas.

Estos resultados apuntan a la potencia del estudio geométrico de ciertos niimeros
trascendentes: los periodos, que son los valores de integrales definidas por férmulas
algebraicas. Una idea central que vamos a desarrollar es que la teoria de Galois, que
organiza la familia de los nimeros algebraicos, deberia poder generalizarse a todos
los periodos y revelar simetrias ocultas en las constantes matematicas. Describiremos
algunos resultados recientes que muestran que estas simetrias también se revelan en
las constantes fisicas que aparecen en el calculo de las integrales de Feynman.

2. VALORES ZETA SIMPLES

2.1. EL PROBLEMA DE BASILEA

En la segunda mitad del siglo XVII, se desarrollaron técnicas para calcular las
sumas de series infinitas. La busqueda de una férmula exacta para ((2), es decir,
la suma de los inversos de los cuadrados de los niimeros enteros, es conocida como
el problema de Basilea, en honor a la ciudad de los hermanos Bernoulli, que fueron
quienes popularizaron el problema (ya planteado por Mengoli, originario de Bolonia,
en 1644). Fue Euler, otro suizo de Basilea, quien dio la solucién en 1735 [28]:

Maés generalmente, Euler demostré que los valores de la funcién zeta en enteros pares
son miultiplos racionales de potencias de 7:

com) = 22 oy, (2.)

donde los Bs,, son los nimeros de Bernoulli, definidos por su serie generadora expo-

nencial - ;
Z Bn nl -1
n>0

La primera demostracion de Euler consistia en identificar los coeficientes del desa-
rrollo en producto infinito de la funcién seno':

2

k=1

IEsta férmula se puede demostrar mediante métodos de analisis complejo [53, cap. 15, ejerc. 4]
de los que Euler no disponia.
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Algunos afios antes, en 1731, Euler ya habia logrado una hazana matematica
al calcular el valor aproximado de ((2) con 20 cifras significativas, lo que luego le
permitié comprobar su solucién al problema de Basilea?. Como la serie que defi-
ne ¢(2) converge muy lentamente (su resto es equivalente a 1/n), las sumas parciales
dan lugar a aproximaciones mediocres, asi que Euler tuvo que inventarse lo que hoy
se denomina la férmula de Fuler-Maclaurin para estimar la sucesién del desarrollo
asintético [27]. Obtuvo de este modo la aproximacién

Pt k2 n 2n2  6n3  30n5 42n7  30n9’

cuyo error estd acotado por (10n1)~1. Al calcular solo n = 100 términos, se obtiene
la aproximacién deseada:

¢(2) ~ 1,6449340668482264364724076,

que es vélida con una precisién de 10723;

7T2

5 ~ 1,6449340668482264364724152.

Indiquemos para concluir que la féormula (2.1) implica que los valores de la funcién
zeta en enteros pares son numeros trascendentes, es decir, no son raices de ningin
polinomio no nulo con coeficientes racionales. En efecto, la férmula permite deducirlo
de la trascendencia de 7, que fue demostrada por Lindemann en 1882 [48].

2.2. VALORES ZETA IMPARES

La busqueda de férmulas exactas para los valores ((2n + 1) de la funcién zeta
en enteros impares fue menos fructifera. Hoy en dia, lo mas comin es admitir que,
a diferencia de los valores zeta pares, los nimeros ((2n + 1) probablemente no se
expresan de manera algebraica en funciéon de 7 y probablemente ni siquiera cumplen
relaciones algebraicas entre si: forman una nueva familia de constantes matematicas.
De manera mas explicita, tenemos la siguiente conjetura:

CONJETURA 2.1. Los ndmeros m y ((2n + 1), para n > 1, son algebraicamente
independientes sobre Q.

Esta conjetura implica, en particular, que los valores zeta impares son ntimeros
trascendentes. No se hizo ningin progreso en la direccién de esta conjetura antes
de Apéry, que demostré la irracionalidad de (3) en 1979 (véase también la bonita
demostracién alternativa de Beukers del teorema de Apéry [9]):

TEOREMA 2.2 (Apéry [4]). ¢(3) ¢ Q.

En 2001, Ball y Rivoal demostraron que hay infinitos valores zeta impares irra-
cionales. Mas precisamente:

2Stirling habfa obtenido la misma aproximacién por otros métodos en 1730 [55, p. 55].
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TEOREMA 2.3 (Ball-Rivoal [51, 7]). Para n > 1, los nimeros 1, ((3), ¢(5), ¢(7),
..,¢(2n+1) generan un subespacio vectorial de Q-dimension al menos % log(2n+1).
En particular, existen infinitos valores zeta impares irracionales.

Como %log(Qn + 1) > 3 para 2n + 1 > 8105, existe un valor de zeta im-
par linealmente independiente de 1 y ((3) sobre @, y por lo tanto irracional, en-
tre ¢(5),¢(7),...,¢(8105). Las cotas mds precisas de Ball-Rivoal permiten pararse
en ((169). El récord de este tipo de resultados lo tiene Zudilin:

TEOREMA 2.4 (Zudilin [60]). Existe al menos un nidmero irracional entre ((5), ¢(7),
¢(9) y ¢(11).

Remitimos al articulo de Rivoal [52] para una discusién de las técnicas empleadas
en las demostraciones de este tipo de enunciados, y a la presentacién en el seminario
Bourbaki de Fischler [29] para més detalles. La irracionalidad de ¢(5) o de ((3)/m3,
o la trascendencia de ((3), son problemas abiertos. Es la experimentacion lo que da
peso a la conjetura 2.1. Una relacién algebraica entre nimeros reales es una relaciéon
lineal entre monomios formados por estos nimeros, por lo que la conjetura consiste
en demostrar que no existe ninguna relacion lineal con coeficientes enteros entre
estos monomios. Los algoritmos de deteccién de relaciones enteras como PSLQ [6]
permiten encontrar combinaciones lineales «pequenas» entre ciertos niimeros reales
calculados con suficiente precisién. Se pueden utilizar de dos maneras:

1. para descubrir relaciones entre estos nimeros, que luego se pueden intentar
demostrar mateméticamente (por ejemplo, encontrar el polinomio minimo de
un nimero algebraico calculado con suficiente precision);

2. para convencerse de que no existen relaciones acotando inferiormente el tamafio
(grado y valor absoluto de los coeficientes) de las potenciales relaciones entre
estos niimeros.

El test de trascendencia de ((3) en [5] es una aplicacién de esta dltima estrategia.
Veremos mas adelante que la conjetura 2.1 es consecuencia de otra muy general, la
conjetura de periodos de Grothendieck, lo que constituye otra fuente de certeza, esta
vez mas tedrica.

3. EL ALGEBRA DE LOS VALORES ZETA MULTIPLES

3.1. DE LOS VALORES ZETA SIMPLES A LOS VALORES ZETA MULTIPLES

La conjetura 2.1 aborda las relaciones algebraicas entre valores zeta simples y, por
lo tanto, requiere considerar productos de tales niimeros. Estos productos pueden
expresarse como combinaciones lineales de valores zeta miultiples, por ejemplo:

¢(m)¢(n) = ¢(m,n) + ((n,m) +¢(m +n). (3.1)

Esta igualdad se demuestra facilmente descomponiendo el dominio de la suma:

(iﬁm)@}f) (T X e 32

k=1 1<k<l 1<i<k 1<k=l
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Este cdlculo muestra que el estudio de las relaciones algebraicas entre los valores zeta
simples se reduce al estudio de las relaciones lineales entre los valores zeta multiples.
Otra observacién importante es que el lado derecho de (3.1) involucra tres valores
zeta multiples cuyos indices suman m + n. Esto justifica la definicién siguiente:

DEFINICION 3.1. El peso de un valor zeta multiple (1.1) es la suma de los indices
ny o+t

El calculo (3.1) admite la generalizacion siguiente, que se recomienda que el lector
demuestre para anticipar la seccién 4:

PROPOSICION 3.2. El producto de dos valores zeta mailtiples de pesos m y n puede
escribirse como una combinacion Z-lineal de valores zeta miltiples de peso m + n.

Los 272 valores zeta multiples de peso m no son linealmente independientes
sobre Q, como demuestra la igualdad

C(lv 2) = <(3>

entre los dos valores zeta multiples de peso 3, ya conocida por Euler. De forma
similar, los cuatro valores zeta miltiples de peso 4 son colineales sobre Q:

C0,1,2) = ), ¢(1,3) = 3¢, ¢(2,2) = 3¢(4)

Veremos en la secciéon 4 una manera sistematica de producir relaciones lineales entre
valores zeta multiples. Por ahora, contentémonos con estimar el numero de relacio-
nes entre valores zeta multiples de peso fijo. Para ello, introducimos el subespacio
vectorial Z,, C R generado por los valores zeta miltiples de peso n. Es conveniente
definir () = 1 en el caso r = n = 0, de modo que Z5 = Q. Sea Z el subespacio
vectorial de R generado por todos los valores zeta multiples; es la suma de los Z,
para n > 0. La proposiciéon 3.2 implica que Z es una sub-Q-algebra de R.

DEFINICION 3.3. Llamamos a Z el dlgebra de los valores zeta maltiples.

Es la estructura de esta algebra lo que se desea estudiar para organizar las
constantes matematicas fundamentales que son los valores zeta multiples.

3.2. DIMENSIONES DE LOS ESPACIOS DE VALORES ZETA MULTIPLES

Calculando aproximaciones suficientemente precisas de todos los valores zeta
multiples de peso < 12 y basiandose en un algoritmo de detecciéon de relaciones
enteras, Zagier llegd a la siguiente conjetura:

CONJETURA 3.4 (Zagier [59]).
1. Erxiste una descomposicion en suma directa:
Z=P2z..
n>0

Es decir, el dlgebra Z estd graduada por el peso: no existen relaciones Q-lineales
no triviales entre valores zeta maultiples de distintos pesos.
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2. Para todo entero n se cumple:
dim@(Zn) = dn,

donde (d,,) es la sucesion definida recursivamente como

dy=1,d1=0,dy=1;
dp =dp_o+dy_3 (n>3).

La sucesién (d,) es una variante «cubica» de la sucesiéon de Fibonacci cuyo
comportamiento asintético estd dado por d,, ~ Ca™, donde C es una constante y
a ~ 1,3247 es la raiz real del polinomio caracteristico X® — X — 1. Por lo tanto,
es significativamente més pequefia que el nimero 2"~ 2 de valores zeta miltiples
de peso n, lo que sugiere un gran numero de relaciones lineales entre valores zeta
multiples de un peso dado:

n [0 1 2345 6 7 8 9 10 11 12 13
d, |1 011122 3 4 5 7 9 12 16
"2 — — 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

La igualdad dimg(Z,) = d,, solo se conoce para n < 4. Para n = 5, se puede
demostrar (por ejemplo, utilizando las relaciones de doble shuffle presentadas en
la seccién 4) que los 8 valores zeta multiples de peso 5 son todos combinaciones
Q-lineales de ((2,3) y ¢(3,2). Sin embargo, no se sabe si el cociente de estos dos
numeros es irracional.

Otra leccién de estos célculos experimentales es que, conjeturalmente, el algebra
de los valores zeta multiples contiene mucho més que los polinomios en los valores ze-
ta simples ((n), los cuales solo contribuyen con un factor subexponencial al recuento
de dimensiones. La primera aparicion de un valor zeta multiple que no se expresa
conjeturalmente en funcién de valores zeta simples ocurre en peso 8: la experimen-
tacion sugiere, por ejemplo, que ((3,5) y ¢(5,3) no son combinaciones Q-lineales
de ¢(2)3, ¢(3)? y ¢(3)¢(5), aunque su suma sf lo sea en virtud de (3.1).

La cota superior en la conjetura 3.4 ha sido demostrada independientemente por
Goncharov y Terasoma:

TEOREMA 3.5 (Goncharov [34], Terasoma [56]). Para todo entero n, se cumple:
dimQ(Zn) S dn

Sorprendentemente, la prueba de este resultado no consiste en producir sufi-
cientes relaciones QQ-lineales entre valores zeta multiples, jy ni siquiera considera la
existencia de familias particulares de tales relaciones! En su lugar, se basa en ideas
provenientes de la geometria algebraica, que introduciremos en la seccion 3.4.

La siguiente conjetura, debida a Hoffman, propone una base conjetural para el
espacio de valores zeta multiples.
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CONJETURA 3.6 (Hoffman [43]). Los valores zeta miltiples {(n1,...,n,) tales que
n; € {2,3} forman una base del Q-espacio vectorial Z.

Esta conjetura implica la férmula de la dimensién de Zagier (conjetura 3.4) ya
que d,, es el ntimero de palabras (ni,...,n,) de longitud arbitraria formadas por 2
y 3 que satisfacen ny + - -+ + n,, = n. Brown ha demostrado que los «valores zeta
multiples de Hoffman» (aquellos cuyos argumentos son 2 y 3) generan el espacio de
valores zeta multiples:

TEOREMA 3.7 (Brown [14]). Los valores zeta maltiples ((nq,...,n,) conn; € {2,3}
generan el espacio vectorial Z sobre Q.

Al igual que la del teorema 3.5 de Goncharov y Terasoma, la demostracién de
este resultado reposa sobre técnicas sofisticadas provenientes de la geometria alge-
braica. Cabe senalar que el teorema de Brown no es efectivo: no da una férmula,
ni siquiera un algoritmo, para escribir un valor zeta multiple como combinacién
Q-lineal de los valores zeta multiples de Hoffman. Sin embargo, en la practica, los
coeficientes de estas combinaciones lineales son «pequenos» y se pueden descubrir
experimentalmente. Mejor aun, la prueba del teorema de Brown permite descubrir
estos coeficientes «uno a uno», por decirlo de alguna manera, es decir, identifican-
do a cada paso un 4nico nimero racional que se conoce con gran precisiéon. Por lo
tanto, este teorema es efectivo «en la préactica» y proporciona una herramienta para
escribir los valores zeta multiples en la base de Hoffman, o en cualquier otra base
(ver [15]).

3.3. LA ESTRUCTURA DEL ALGEBRA DE LOS VALORES ZETA MULTIPLES

La estructura del adlgebra Z es conjeturalmente muy simple. Introduzcamos sim-
bolos formales f,, para n > 3 impar y el espacio

A=Q(fs, fs, fr, fo, .. .)

de polinomios no conmutativos en estos simbolos, cuya base esta dada por las pa-
labras en el alfabeto {fs, f5, f7, fo,...}. Se define sobre A el producto shuffle w,
que consiste, como su nombre indica, en barajar las palabras como dos mazos de
cartas, manteniendo el orden de las letras dentro de cada palabra®. Por ejemplo:

faw (fsf7r) = fafsfr+ fsfsfr + fsf7f5. La férmula general es:
(fir - fi)w(fipy - fir,) = Z fio vy Fimihny (3.3)
oeuw(r,s)

donde w(r,s) es el conjunto de permutaciones ¢ € &,15 que son estrictamente
crecientes en los 7 primeros indices y en los s ultimos indices. Este producto dota
a A de una estructura de élgebra conmutativa [50]. Finalmente, introducimos un
nuevo simbolo formal fs y consideramos el algebra

F=Alf

3En inglés, «barajar» se dice shuffle, de ahi la eleccién de la letra w del alfabeto cirilico, que se
pronuncia sha.
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de polinomios en fy con coeficientes en el dlgebra de shuffle A. Una base de F esté
dada por los monomios f¥f;, --- fi. con los i; > 3 impares. Introducimos un grado
sobre F decretando que un simbolo f, tiene grado n para n = 2 o n > 3 impar.
Respecto a esta nocion de grado, F es un algebra graduada.

CONJETURA 3.8. El dlgebra Z estd graduada por el peso y existe un isomorfismo de
dlgebras graduadas:
Z~ F.

Un isomorfismo como el de la conjetura no tiene por qué ser unico, pero es
natural normalizarlo de manera que ((n) corresponda al simbolo f,. Notemos que
esta conjetura implica la conjetura 3.4 de Zagier, ya que el nimero de monomios de
peso n en F es exactamente d,. De hecho, la serie generadora correspondiente es

1 1 1
d. .Fn tn: — = 5
nE>O lmQ( ) 1—t2 1_(t3+to+t7+t9+) 1—t2—t3

que coincide con la serie generadora de la sucesién (d,).
La conjetura 3.8 podria sugerir una base «sencilla» del dlgebra de los valores zeta
multiples, que corresponderia a la base de los monomios de F y estaria dada por los

2k iy, ... iy

con los i; > 3 impares. Sin embargo, estos elementos no son linealmente indepen-
dientes, como lo demuestra la siguiente relaciéon en peso 12:

5197 332 608
8((3,9) + 150¢(5,7) + 168 ((7,5) 12) = G585

2)°.

eol ¢(2)

Esta relacién es la primera de una familia infinita de relaciones descubiertas por
Gangl-Kaneko-Zagier [31] que estdn indexadas por las formas modulares cuspidales
para el grupo modular SLo(Z).

3.4. VALORES ZETA MULTIPLES MOTIVICOS Y TEORIA DE GALOIS

Uno de los ingredientes principales de las demostraciones de los teoremas 3.5
y 3.7 es la nocién de wvalor zeta maltiple motivico, que describimos a continuacién
para elucidar las relaciones entre las conjeturas y los resultados que hemos enunciado
(para més detalles, véanse las secciones 5, 6, 7). Los valores zeta multiples motivicos
son elementos
™°%(nq,...,n,) € pmet

de una Q-algebra P™°t cuyos elementos se llaman periodos motivicos. Esta algebra
no estd compuesta por ntmeros, pero posee un morfismo de Q-algebras

per : P™°" — C,
llamado morfismo de periodos, tal que

per((m‘)t(nl, cooyng)) =C(na, . ng).
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Los valores zeta multiples motivicos se ven asi como un levantamiento de los valores
zeta multiples «ordinarios». Una conjetura central, debida a Grothendieck, afirma
que estas dos versiones contienen exactamente la misma informacién:

CONJETURA 3.9 (Conjetura de periodos, caso particular). El morfismo per es in-
yectivo.

Esta conjetura afirma que cualquier relacién algebraica entre valores zeta mul-
tiples también se cumple para los valores zeta miltiples motivicos: por lo tanto, no
deberia haber ninguna diferencia entre el dlgebra Z y la subalgebra Zmet c pmot
generada por los valores zeta miltiples motivicos. La fuerza de las ideas motivicas
es que, a diferencia de Z, se sabe mucho més sobre la estructura de Z™°t:

(a) El algebra P™° y su subdlgebra Z™°' estdn naturalmente graduadas y el ele-
mento (M°t(ny,...,n,) vive en la parte homogénea de gradon = ny + - - - + n,.

(b) Existe un isomorfismo de dlgebras graduadas P™°* ~ F, que puede ser elegido
de modo que haga corresponder (*®°*(n) a f, paran =2 o n > 3 impar.

La parte (a) implica que se conoce la segunda mitad de la conjetura 3.4 de Zagier
para los valores zeta multiples motivicos. La parte (b) demuestra el teorema 3.5 de
Goncharov y Terasoma gracias a las desigualdades:

dimg(Z,) < dimg(Z/°%) < dimg(Pr") = dimg(F,) = dp.

Inspirado por la conjetura 3.6 de Hoffman, Brown demuestra:

TEOREMA 3.10 (Brown [14]). Los valores zeta maltiples motivicos (™% (ny, ..., n,)
con n; € {2,3} son linealmente independientes en P™°F,

Gracias a un argumento de dimensién, se deduce entonces que los valores zeta
multiples motivicos de Hoffman forman una base de Zm°t = Pmot Aplicando el mor-
fismo de periodos, obtenemos asi el teorema 3.7. Ademés, el dlgebra graduada Z™°*
es isomorfa al algebra abstracta F, y se deduce que la conjetura 3.4 de Zagier, la
conjetura 3.6 de Hoffman y la conjetura 3.8 sobre la estructura del algebra Z son
todas ciertas al nivel de los valores zeta multiples motivicos. Por lo tanto, son 16gi-
camente equivalentes a la conjetura 3.9 de periodos, que afirma que el morfismo de
periodos induce un isomorfismo

zmot L 7.

Cabe también senalar que la conjetura de periodos implica la conjetura 2.1 sobre los
valores zeta impares, ya que esta es cierta para los valores zeta motivicos (de hecho,
en el dlgebra F, los elementos fa, f3, f5, f7, etc. son algebraicamente independientes).

La demostracién del teorema 3.10 utiliza una estructura adicional del algebra de
los valores zeta multiples motivicos:

(c¢) Existe una accién muy rica de un grupo, el grupo de Galois motivico, so-
bre el adlgebra P™°% cuyo efecto sobre los valores zeta miltiples motivicos
¢™°t(ny, ..., n,) se puede calcular explicitamente.
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Hay que pensar en este ultimo ingrediente como una teoria de Galois de los
valores zeta multiples motivicos, que es andloga a la teoria de Galois clasica de los
numeros algebraicos, en la que se sustituyen los grupos de Galois finitos por grupos
de matrices sobre Q. La diferencia es que el grupo de Galois motivico no actia sobre
el algebra de los valores zeta multiples Z, sino sobre su variante motivica Z™°%, que
es la misma si uno cree en la conjetura 3.9. Se trata de una instancia de la idea
general de una teoria de Galois de periodos, desarrollada por André [2, 3] a partir
de la filosofia de motivos de Grothendieck.

4. RELACIONES DE DOBLE SHUFFLE

Como prometimos, vamos a describir ahora una forma sistemética y combina-
toria muy rica de producir relaciones lineales (conjeturalmente todas las relaciones
lineales) entre valores zeta multiples.

4.1. PRODUCTO STUFFLE

Comencemos haciendo explicita la estructura combinatoria detras del célculo del
producto (3.1) y la proposicién 3.2. Consideramos sobre el espacio

y - Q<y15y27y3a"'>

de polinomios no conmutativos en infinitas variables formales y; un producto x,
llamado producto stuffle, que satisface a* 1 = 1 *x o = « para todo monomio «, y la
férmula de recurrencia (sobre el grado de los monomios):

(@ym) * (Byn) = (@ym) * B) Yn + (@ * (BYn)) Ym + (% B) Yrmgn,

donde o y 8 son monomios. Por ejemplo, se comprueba que se cumple la siguiente
férmula, que debe hacernos pensar en (3.1):

Ym * Yn = YmYn + YnYm + Ym+n-

El producto * consiste en mezclar las palabras como en el producto shuffle de la
secciéon anterior y luego fusionar algunos pares de letras consecutivas sumando sus
fndices?. Esto convierte a ) en una &lgebra conmutativa sobre Q, llamada dlgebra
stuffle, introducida por Hoffman [44].

Asociemos un monomio en Y a un multiindice mediante la correspondencia:

n=Mny,...,n) — Yo=Yn, " Yn,-

Decimos que n o Y, es convergente si r = 0 o n, > 2. Los monomios convergentes
forman una base de una subalgebra )y C ). Escribimos los coeficientes del producto
stuffle en esta base bajo la forma:

Yin # Yy = Ugﬂﬁ Yy (”Bm,ﬂ €N).
p

4 Stuffle es una palabra compuesta formada por shuffle y stuff (cosas).
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PROPOSICION 4.1. Para m y n convergentes, se cumple la férmula del producto
stuffle de valores zeta multiples:
P
= vnal(p)
P

DEMOSTRACION. La demostracién consiste en observar que el producto stuffle mo-
dela exactamente la particion del dominio de la suma en un producto de series
multiples de tipo (1.1), como en el caso particular (3.2). O

En otras palabras, la aplicacién Y,, — ((n) define un morfismo de algebras

e (Vo,*) en R. Se puede demostrar que existe una unica manera de extenderlo

a un morfismo definido sobre toda el dlgebra (), *) que se anule en y; (esto equivale

a establecer ((1) = 0). A este proceso se le llama la regularizacion stuffle de los
valores zeta multiples.

4.2. UNA FORMULA INTEGRAL PARA LOS VALORES ZETA MULTIPLES

Aunque los valores zeta multiples se definen como sumas de series multiples (1.1),
es conveniente interpretarlos como valores de integrales miltiples. Para ello introdu-
cimos dos formas diferenciales:

dz dz
wo(z) = — ¥ wilz) = —.
A una palabra (a1, ...,a,) € {0,1}™ le asociamos la integral iterada:
I(a1,...,an) :/ Wa, (1) wa,, (tn), (4.1)
donde A™ = {0 < t; < --- < t, < 1} es el simplex estdndar de dimensién n.

Observemos que la integral (4.1) converge exactamente cuando a; # 0y a, # 1. La
siguiente proposicién se atribuye a Kontsevich (usamos la notacién {0}" para una
secuencia de r ceros consecutivos).

PROPOSICION 4.2. Se cumple:

C(nl, - 7”7") = 1(17 {O}nl—l7 ol {O}nr—l).

DEMOSTRACION. Primero hacemos aparecer series geométricas en la integral iterada
mediante el desarrollo:
t)=>y t"dt,

n>0
luego intercambiamos las sumas y las integrales y calculamos las integrales en orden
creciente de los indices. Por ejemplo:

dx dy dy
o] [ ()
<x<y<11 Z Y

k>0

B dy =1
Zk+1/ o Z(k—l— Zﬁ -

k>0 Yy k>0 k=1
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Esta proposicién demuestra que los valores zeta multiples son periodos en el
sentido de Kontsevich-Zagier:

DEFINICION 4.3 (Kontsevich-Zagier [47]). Un periodo (efectivo) es un niimero com-
plejo cuyas partes real e imaginaria se pueden escribir como integrales absolutamente
convergentes de funciones racionales con coeficientes en QQ sobre dominios de R™ de-
finidos por desigualdades entre polinomios con coeficientes en Q.

Remitimos al lector al texto de Fresan [30] para més detalles sobre esta nocién.
Los valores zeta multiples admiten otras representaciones integrales tutiles: por
ejemplo, el cambio de variables t; = ;- - - x,, para ¢ = 1,...,n, permite escribir las
integrales iteradas (4.1) como integrales sobre el hipercubo [0, 1]", segin el modelo:

@) = / /W ldfiyy.

4.3. PRODUCTO SHUFFLE

Las integrales iteradas (4.1) tienen una estructura multiplicativa notable. La
modelamos de manera paralela al producto stuffle introduciendo el espacio

X = Q(xo,x1)

de polinomios no conmutativos en dos variables xg,x1. El producto shuffle w so-
bre X ya lo introdujimos més arriba en otro contexto (3.3), y convierte a X en una
Q-4algebra conmutativa. Por ejemplo, tenemos:

T1Xxo W19 = 2$1$0$1$0+4$11’1$0$0. (42)
Inspirados por la proposiciéon 4.2, asociamos un monomio en X a un multiindice
mediante la correspondencia:

1 -1

ny— Ny
n=(ny,...,n.) — Xy,=zzi" 212

Los monomios X, para n convergentes forman una base de una subalgebra Xy C X.

Escribimos el producto shuffle en esta base de la siguiente forma:

XWXy =Y tpn Xy,
P

. P
donde los coeficientes upm,» son enteros naturales.

PROPOSICION 4.4. Para m y n convergentes, se cumple la férmula del producto
shuffle de los valores zeta miltiples:

Cm)¢(n) = umn (D).
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DEMOSTRACION. Escribimos los valores zeta multiples como integrales iteradas (gra-
cias a la proposicién 4.2) y usamos el teorema de Fubini para calcular un producto
de integrales de este tipo:

a1, @) @rsns ..y arys) = / Wy (11) -y (rss)-
AT XAS

El producto de simplices A™ x A® es el politopo de R™+* definido por las desigualdades
0<t; <+ <t, <1y0< tyy <--- < tpgs < 10 Por lo tanto, podemos
triangularlo por simplices

0< ta(l) << ta‘('r‘+s) <1,

donde ¢ € 6,45 es una permutacion que es estrictamente creciente en los primeros r
indices y en los tltimos s indices, es decir, un elemento de w(r, s). Dado que estos
simplices se intersecan a lo largo de subconjuntos de medida nula, la integral se
descompone en

Lat,...,a.) Warq1,. . arps) = Z Hag-1(1y;- - Qo1(r45))s

oeu(r,s)
lo que corresponde precisamente al producto shuffle de los monomios X,,. O

Dicho de otra manera, la aplicacién X, — ((n) define un morfismo de élgebras
de (Xp,w) a R. Se puede demostrar que existe una inica manera de extenderlo a un
morfismo sobre toda el dlgebra (X, W) que se anule en zp y 21 (esto es equivalente
a establecer ((1) = 0). A este proceso se le llama la regularizacién shuffle de los
valores zeta multiples.

4.4. RELACIONES DE DOBLE SHUFFLE

La comparacion de las dos maneras de calcular el producto de dos valores zeta
multiples (proposiciones 4.1 y 4.4) da lugar a relaciones lineales:

PROPOSICION 4.5. Sim y n son multiindices convergentes, se tiene la igualdad:

> (ubyn — i) C(p) = 0. (4.3)

Estas relaciones, llamadas relaciones de doble shuffie, son en general no triviales;
por ejemplo, para m = n = (2), la igualdad entre el producto shuffle (4.2) y el
producto stuffle (3.1) conduce a

4¢(1,3) = ¢(4).

Sim = (1) y n es un multiindice convergente, el lector se dard cuenta de que el
lado izquierdo de (4.3) solo involucra multiindices convergentes (las dos apariciones
del valor zeta miltiple divergente ((n,1) se compensan) y se puede demostrar que
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la relacién correspondiente se cumple. En el caso n = (2) se obtiene la igualdad
€(1,2) = ¢(3) (que también puede deducirse de la representacién de ((3) como inte-
gral iterada en dimensién 3 y del cambio de variable t; <> 1 —t; en la integral). Estas
relaciones de doble shuffle que involucran multiindices potencialmente divergentes
se llaman relaciones de doble shuffle extendido y fueron introducidas y estudiadas
por Thara-Kaneko-Zagier [46]. Se conjetura que contienen toda la informacién sobre
las relaciones lineales entre valores zeta miltiples:

CONJETURA 4.6. Las relaciones de doble shuffle extendido generan todas las rela-
ciones Q-lineales entre valores zeta multiples.

Dado que las relaciones de doble shuffle se cumplen para los valores zeta multi-
ples motivicos, esta conjetura implica la conjetura de periodos (conjetura 3.9). Sin
embargo, aun no se conoce una demostracién elemental de que también implica la
féormula de dimensién de Zagier (conjetura 3.4). La compatibilidad entre la conje-
tura 4.6 y las conjeturas de la seccién 3 se ha comprobado experimentalmente en
pesos bajos (véanse, por ejemplo, [42] y [11]).

5. PERIODOS, COHOMOLOG{A, MOTIVOS

Esta seccién constituye un aparte introductorio a las ideas necesarias para com-
prender la nocién de valor zeta multiple motivico. Remitimos al lector a la exposicién
de Fresan [30] para mds detalles sobre estas ideas.

5.1. LOGARITMO COMPLEJO, INTEGRALES ELfPTICAS Y PERIODOS

Es un hecho clasico que no existe una funcién logaritmo complejo, es decir, que
la ecuacion diferencial

HORS

z

no tiene solucién en el espacio de funciones holomorfas f : C*— C. La demostracion
consiste en calcular una integral a lo largo del camino + : [0,1] — C* que recorre el
circulo unidad en sentido positivo, es decir, dado por (t) = exp(2wit):

L‘iz _ /01 7/7(2)‘# - /012m'dt — o, (5.1)

Sin embargo, el teorema de Stokes implica que la integral de una derivada a lo largo
de un camino cerrado v debe anularse:

/f@M=AfM@W@ﬁ=Aﬂﬂwm

Dicho de otro modo, la férmula
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define una funcién holomorfa multivaluada de la variable compleja z € C*, cuyo
valor depende de la eleccién del camino de integraciéon entre 1 y z; si se cambia el
camino anadiendo un giro alrededor de 0, se anade 27i al valor de la funcién.

La teoria de residuos de Cauchy explica que este fenémeno es la 4nica obstruc-
cién al calculo de primitivas de funciones meromorfas con singularidad en z = 0.
Paralelamente, la teoria de residuos es un enunciado sobre la topologia de C*: un
lazo (camino continuo cerrado) trazado en C* es contractible (es decir, se puede
contraer continuamente sobre un punto) si y solo si la integral de % sobre este ca-
mino es nula: el circulo unidad representa, por lo tanto, la unica obstruccién a la
deformacién de lazos trazados en C*. Observemos que el ntimero 27i que aparece
en la comparacién entre estas dos nociones de obstruccién mediante la férmula (5.1)
es un periodo en el sentido de la definicién 4.3. Es también el periodo, en el senti-
do habitual, de la funcién exponencial compleja, lo que constituye otra manera de
expresar la obstrucciéon a la existencia de un logaritmo complejo.

Consideraciones analogas estdn en el corazén de la teoria de integrales elipticas®,
de la forma

z dx
o= / V=21 - R2a?)’

donde k es una constante. Aparecen en el siglo XVIII en el calculo del periodo del
péndulo simple, o del perimetro de las elipses (de ahi su nombre). Se interpretan de
manera moderna como integrales sobre la curva eliptica®

E={(,y) € C* |y’ = (1 —2?)(1 - F2”)}.

La funcién F(z) es entonces una funcién multivaluada sobre F, ya que depende de la
eleccién de un camino de integracién. Dado que una curva eliptica se identifica topo-
légicamente con la superficie de un toro, existen (salvo deformacién) dos contornos
de integracién cerrados independientes y; y 2 sobre E. Las integrales de la forma
diferencial dz/y a lo largo de 1 y 2 se llaman los periodos de E y desempenan el
mismo papel que 27i en la teorfa de residuos. (Son periodos, en el sentido habitual,
de la funcién reciproca de F(z), que se llama una funcién eliptica y es el andlogo de
la funcién exponencial del parrafo anterior. Es en este contexto donde se cristalizé
el uso del término «periodoy» en el sentido mas general de la definicién 4.3.)

5.2. COHOMOLOGIA Y PERIODOS

Las discusiones de la seccién anterior se interpretan en el lenguaje moderno como
una comparacion entre dos teorias de obstruccion asociadas a una variedad algebrai-
ca X definida por ecuaciones polinomiales con coeficientes en un subcuerpo K C C.
En el caso de la teoria de residuos, X = C* corresponde a las soluciones de la
ecuacién zy = 1 en C? y podemos tomar K = Q. En el caso de las integrales
elipticas, X = E y K es un subcuerpo de C que contiene el pardmetro k2.

5En este caso, se trata de integrales elipticas de primera especie.
6El lector avispado se habra dado cuenta de que en realidad se trata de una curva eliptica
privada del punto en el infinito, que aparece al compactificar E en el plano proyectivo P?(C).
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1. Por un lado, se puede medir la obstruccién analitica al calculo de primitivas
de formas diferenciales sobre X por medio de los grupos de cohomologia de de
Rham H(X), donde n es el grado de las formas diferenciales. Un descubri-
miento importante de Grothendieck es que todas estas obstrucciones provienen
de formas diferenciales algebraicas: por lo tanto, los grupos de cohomologia de
de Rham son espacios vectoriales definidos sobre el cuerpo K [36].

2. Por otro lado, se puede medir la obstruccién topolégica a deformar dominios
trazados continuamente sobre X por medio de los grupos de cohomologia de
Betti (o singular) H}(X), donde n es la dimensién de los dominios. Estos son
espacios vectoriales definidos sobre Q.

La comparacién entre estas dos teorias se hace mediante la integracién de las formas
diferenciales sobre los dominios y da lugar al siguiente isomorfismo que combina el
isomorfismo de de Rham [25] y la comparacién, establecida por Grothendieck, entre
la cohomologia de de Rham analitica y algebraica:

/ L HDL (X) @k C 5 HE(X) g C. (5.2)

Lo llamamos el isomorfismo de periodos y una matriz correspondiente (relativa a una
base de HJy (X) sobre K y una base de Hf(X) sobre Q) una matriz de periodos. Sus
coeficientes son ciertas integrales de formas diferenciales algebraicas sobre dominios
trazados sobre X y son periodos en el sentido de la definicién 4.3 si K es un cuerpo
de niimeros (una extensién finita de Q). Reciprocamente, se puede demostrar que si
se permite considerar grupos de cohomologia relativa asociados a pares de varieda-
des (X,Y), entonces todo periodo en el sentido de la definicién 4.3 aparece en una
matriz de periodos para un par definido sobre un cuerpo de ntimeros [45].

Los ejemplos estudiados en la seccién anterior corresponden a integrales a lo
largo de caminos, es decir, el caso n = 1. La teoria de residuos nos ensena que
los grupos de cohomologia Hle /B (C*) son de dimensién 1. La matriz de periodos

contiene la constante fA/ % = 2mi. En el caso de una curva eliptica, los grupos de
cohomologia HéR /B(E) son de dimension 2. La matriz de periodos contiene, entre
otras cosas, las integrales de dx/y a lo largo de los caminos” 71 y 72.

5.3. LA FILOSOFiA DE LOS MOTIVOS

La existencia del isomorfismo de periodos (5.2) es un fendémeno intrigante ya
que establece un vinculo entre dos nociones de obstrucciéon a priori muy diferen-
tes. A lo largo del siglo XX se fueron definiendo otras teorias cohomoldgicas, que
miden obstrucciones adicionales y resultan ser todas ellas comparables entre si en
el sentido de que estan relacionadas mediante isomorfismos candnicos, siguiendo el
modelo de (5.2). La cohomologia étale, que desempena un papel importante en la
demostracion de las conjeturas de Weil por Grothendieck y Deligne, es un ejemplo

7También contiene otros dos periodos llamados integrales elipticas de segunda especie o cuasi-
periodos de E.



LA GACETA x SECCIONES 159

relevante [58, 37, 21, 22]. En este caso, la comparacién con la cohomologia singular
permite relacionar el recuento de soluciones a un sistema de ecuaciones polinomiales
sobre cuerpos finitos con la topologia de la variedad compleja correspondiente.

Estas «coincidencias» impulsaron a Grothendieck a considerar la posibilidad de
que las diferentes cohomologias asociadas a una variedad algebraica X no fueran
sino «proyecciones» de un objeto més primitivo, el motivo de X. A diferencia de la
cohomologia, este motivo no es un objeto algebraico como un espacio vectorial, pero
se maneja de manera esencialmente similar (por ejemplo, se puede hablar de nicleo
o imagen de un morfismo entre motivos, tomar productos cartesianos o tensoriales,
etc.)®. Las diferentes teorfas de cohomologfa se ven entonces como operadores’ que
permiten asociar un espacio vectorial a un motivo, por ejemplo

M — Mar y M — Mg

para la cohomologia de de Rham y la cohomologia de Betti. Una distincién funda-
mental es que un morfismo entre motivos siempre es «de origen geométrico» (por
ejemplo, inducido por un morfismo entre variedades algebraicas o, mas generalmente,
por ciclos algebraicos).

La contruccién de la teoria de motivos sonada por Grothendieck ha ocupado a
los matematicos durante ya medio siglo, y las herramientas y técnicas que han im-
plementado con este fin han transformado indiscutiblemente la geometria algebraica
y aritmética. Los valores zeta multiples motivicos de los que nos ocupamos aqui
son solo una de las muchas manifestaciones de esta teoria. Existen varias aproxi-
maciones a la teoria de los motivos y remitimos al lector a los libros [1] y [45] para
maés detalles sobre los desarrollos recientes. En lo que sigue, dejaremos de lado estas
dificultades asumiendo que se tiene una teoria de los motivos con las propiedades
esperadas. Vamos a interesarnos particularmente por la familia de motivos que se
obtienen (en un sentido preciso) a partir del motivo correspondiente al grupo de
cohomologia H!(C*), que se designa Q(—1) y se llama el motivo de Lefschetz. Estos
motivos se llaman de Tate miztos y constituyen una parte diminuta, pero atn asi
extremadamente rica, de la teoria de motivos.

5.4. PERIODOS MOTIVICOS

Ahora podemos dar una definicién (relativamente precisa) de periodo motivico:
DEFINICION 5.1. Un periodo motivico es un triplete (M, ¢, w) con

= M un motivo,

= w € Myg un elemento de su realizacion de de Rham y

» p € M} una forma lineal sobre su realizacién de Betti.

Se considera que dos periodos motivicos (M, p,w) y (M’,¢’,w’) son iguales si existe
un morfismo de motivos f: M — M’ tal que far(w) =w'y f5(¢') = ¢.

8Los motivos son, segin la idea de Grothendieck, objetos de una categoria tannakiana.
9Estos operadores se llaman funtores de realizacion.
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El periodo asociado a (M, p,w) es el nimero complejo

per(M, p,w) = (p, /w%

donde [ es el isomorfismo de comparacién (5.2).

Los periodos motivicos forman un algebra!® P™°t y entonces tenemos un mor-
fismo de algebras, llamado el morfismo de periodos:

per : PO — C. (5.3)

En la practica, M es el motivo de una variedad X (o mds generalmente de un par de
variedades), w es la clase de una forma diferencial algebraica sobre X y ¢ es la clase
de un dominio trazado sobre X. El periodo correspondiente es entonces simplemente
la integral de w sobre . Por lo tanto, es facil construir periodos motivicos corres-
pondientes a determinados periodos concretos como 27i o las integrales elipticas
estudiadas anteriormente. Por ejemplo, la versién motivica de 27i es

(2mi)™ = (Q(-1), [7], [dz/=]).

Una clase de morfismos entre motivos viene de los morfismos entre variedades alge-
braicas, en cuyo caso la igualdad entre periodos motivicos prevista por la definicién
es una versién abstracta de la formula de cambio de variables del célculo integral.

Una primera intuicién es que un periodo motivico es el ingrediente geométrico
detras de un periodo. Una distincién fundamental es que, por definicién, las rela-
ciones entre periodos motivicos son todas de naturaleza geométrica, ya que estan
controladas por morfismos entre motivos. La conjetura de periodos de Grothendieck
afirma que esto también es cierto para los periodos:

CONJETURA 5.2 (Conjetura de periodos de Grothendieck, caso general). El morfis-
mo de periodos (5.3) es inyectivo.

Es una conjetura muy fuerte: afirma esencialmente que toda relacién algebraica
entre periodos puede demostrarse utilizando tnicamente herramientas algebraicas.
Dicho de otra manera, no deberia haber ninguna diferencia entre trabajar con los
periodos o con sus versiones motivicas. La conjetura 5.2 es de la misma naturaleza
que la siguiente conjetura mas explicita'®:

CONJETURA 5.3 (Conjetura de Kontsevich-Zagier, [47]). Todas las relaciones lineales
entre periodos son consecuencia de:

1. la bilinealidad de la integracion;

2. la formula de cambio de variable;

10Utilizamos el simbolo tilde aqui para evitar cualquier confusién con el algebra P™°t definida
més arriba, que es una subalgebra de P™Ot.

11 La conjetura de Kontsevich-Zagier es esencialmente equivalente a la conjetura de periodos segiin
el enfoque de la teorfa de motivos de Nori [45]. No se sabe si este enfoque da la misma teoria que
otros enfoques, incluido el de Voevodsky, con el que trabajamos implicitamente en este texto [57].
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3. la formula de Stokes.

Observemos que las relaciones de doble shuffle entre los valores zeta miltiples no
son directamente de naturaleza geométrica, ya que el producto stuffle se obtiene a
partir de las representaciones como series. Sin embargo, es posible demostrarlas ma-
nipulando tinicamente integrales [54], lo que demuestra que cumplen las predicciones
de las dos conjeturas anteriores.

6. INTEGRALES ITERADAS Y GRUPO FUNDAMENTAL DE P!'\{0, 1, oo}

Como hemos visto en la proposicién 4.2, los valores zeta multiples tienen repre-
sentaciones integrales. En esta seccién desarrollamos esta idea haciendo intervenir
el grupo fundamental del espacio P*\{0, 1, 00}. Los valores zeta miltiples motivicos
se definen y manipulan usando este punto de vista geométrico.

6.1. INTEGRALES ITERADAS Y POLILOGARITMOS

Estudiamos el espacio X = P}(C) \ {0,1,00} = C\ {0,1}. Recordemos las dos
formas diferenciales elementales de grado 1 sobre X:

B dzr dxr

Wwo=-— Yy w1 =
T

1—30.

Para dos puntos base a,b € X, consideremos caminos continuos « : [0,1] — X
con y(0) = a y y(1) = b. El conjunto de estos caminos mddulo la relaciéon de
homotopia (que identifica dos caminos que se pueden deformar continuamente uno
en el otro) se designa 71(X, a,b). La composicién de caminos induce una aplicacion

m(X,a,b) x m (X, b,¢) = 71(X, a,c). (6.1)

Esto hace que 71(X,a,a) =: m1(X,a) sea un grupo, llamado el grupo fundamental
de X basado en a. Més generalmente, la coleccién de todos los conjuntos 71 (X, a, b)
dotada de las operaciones de composicién (6.1) forma el grupoide fundamental de X.
Se demuestra facilmente que el grupo fundamental no depende del punto base y es
isomorfo a un grupo libre sobre dos generadores 79 y 71, que son las (clases de)
lazos alrededor de 0 y 1, respectivamente. Por ejemplo, para el punto base a = % se
pueden elegir vo(t) = 5 exp(2imt) y v (t) = 1 — 5 exp(2int).

Dado un camino v : [0,1] — X tal que v(0) = a y ¥(1) = b y cualquier palabra

wi, -+ - w;, con iy € {0,1}, podemos considerar la integral iterada

l i, = | e ), (). (6.2)

Para n = 1 estas son simplemente integrales de formas 1-diferenciales a lo largo de
caminos, y obtenemos valores especiales de la funcién logaritmo:

/Vwo = log(b/a).
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Un ejemplo de integral iterada de longitud n = 2 es:

/ww /da:
w1 =
¥ 717

Tras un cambio de variable, se puede expresar en funcién de un valor especial de la
funcién dilogaritmo:

. log(z/a).

Lis(z :Z / —logl—m)

Esta funcién esta bien definida sobre el disco unidad {|z| < 1} y se extiende como
una funcién multivaluada a todo X. Las integrales iteradas de cualquier longitud
contienen valores especiales de las funciones polilogaritmo

Li, (2 :i /—Lln 1(2),

y mas generalmente de los polilogaritmos multiples:
. Zl “e Z,']?T
Lin,,..n. (215 20) = Z e (6.3)
T

6.2. EL ISOMORFISMO DE CHEN

La teoria de las integrales iteradas de Chen sigue la misma filosofia que los
trabajos de de Rham [25] sobre la homologia singular que llevaron al isomorfismo de
periodos (5.2): su objetivo es entender el grupo fundamental de X en términos de
formas diferenciales mediante las integrales iteradas. Dado que el grupo fundamental
es un objeto profundamente «no abeliano», la teoria de Chen solo se ocupa de una
aproximacioén lineal del grupo fundamental, llamada su complecion pro-unipotente o
complecion de Malcev. Para definirla, escribamos G = m1 (X, a) y sea C[G] su élgebra
de grupo, con base dada por el conjunto G y multiplicacién por la extensiéon lineal
de la ley de grupo. Tenemos un ideal I C C[G], el ideal de aumentacion, generado
por las diferencias de dos elementos de G. Consideramos sus potencias 1™ !, que son
ideales cada vez més pequetios de C[G]. La eleccién de un camino de a a b induce una
biyeccién 71 (X, a) ~ 7 (X, a,b) y podemos ver los ideales I"™! como subespacios
vectoriales del espacio vectorial'? C[m; (X, a,b)]. Los cocientes Clmy (X, a,b)]/I"T!
son aproximaciones lineales cada vez mas fieles de 71 (X, a,b).

Designemos C{wg,w1) el espacio de polinomios no conmutativos en los simbo-
los wo, w1, ¥ C{wp, w1)<y €l subespacio de polinomios de grado < n, generado por
las palabras (monomios) de longitud < n. La integral iterada (6.2) es invariante por
homotopia, asi que induce, para cada una de estas palabras, una forma lineal sobre el
espacio C[m1 (X, a,b)], que se puede demostrar que se anula sobre el subespacio 1" +1.

12Estos subespacios vectoriales no dependen de la eleccién del camino de a a b.
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TEOREMA 6.1 (Chen [20]). Las integrales iteradas inducen un isomorfismo de espa-
cios vectoriales sobre C:

/ - Clwo,w1)<n — (Clmi (X, a,b)]/I"H)" . (6.4)

En la version més general del teorema, se puede sustituir X por cualquier va-
riedad diferencial. El lado izquierdo del isomorfismo de Chen estd dado entonces
por un objeto que selecciona las integrales iteradas invariantes por homotopia (esta
condicién se satisface automaticamente en el caso que estudiamos aqui).

6.3. GRUPO FUNDAMENTAL MOTIVICO Y VALORES ZETA MULTIPLES MOTIVICOS

El isomorfismo de Chen (6.4) es andlogo en apariencia al isomorfismo de perio-
dos (5.2) ya que compara un espacio vectorial de formas diferenciales algebraicas
con un invariante topologico de X. Esta analogia puede hacerse precisa mediante un
teorema atribuido por Goncharov a Beilinson [33, Th. 4.1], que afirma que el isomor-
fismo de Chen es un caso particular del isomorfismo de periodos para un cierto grupo
de cohomologia (relativa). Entonces se puede considerar el motivo que corresponde a
este grupo de cohomologia y luego hacer tender n a +o0; el objeto obtenido es deno-
minado erréneamente el grupo fundamental motivico de X con puntos base a y b. El
lema es entonces: las integrales iteradas son los periodos del grupo fundamental mo-
tivico. La teoria de los grupos fundamentales motivicos fue desarrollada por Deligne
y Goncharov [23, 35, 32, 24] y refleja trabajos més antiguos de Hain y Hain-Zucker
sobre las estructuras de Hodge sobre el grupo fundamental [38, 39, 40, 41].

Para estudiar los valores zeta multiples, segiin la proposicién 4.2 debemos con-
siderar integrales iteradas (6.2) a lo largo del camino v = [0,1]. Sin embargo, los
extremos de este camino no estdn contenidos en X = P1(C)\ {0, 1, 00}, de modo que
la teoria que acabamos de esbozar no se aplica. Necesitamos una variante donde los
puntos base a y b no sean puntos de X sino puntos base tangenciales al infinito, es
decir, direcciones tangentes en un punto 0, 1 o co que estan «en el infinito» desde
el punto de vista del espacio X. Las integrales iteradas pueden ser divergentes y
para dar un sentido al isomorfismo de Chen (6.4) es necesario regularizarlas: aqui es
donde nos encontramos con la regularizacién shuffle ya mencionada en la seccion 4.3.

Una vez realizadas estas construcciones, tenemos un motivo M que cumple:

s la realizaciéon de de Rham de M es el espacio Mgr = C(wp,w: ). Para cualquier
multiindice n = (ny,...,n,), convergente o no, existe un elemento

-1 -1
Q =wiwi ™ wiw("T T € Mar;

s la realizacién de Betti My es el espacio de funciones sobre el completado pro-
unipotente del grupo fundamental de X con los puntos base tangenciales ade-
cuados en 0 y en 1. El segmento unidad define un elemento

[0,1] € My.
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Siguiendo la receta de la seccién 5.4, se puede entonces dar la definicién de los valores
zeta multiples motivicos:

DEFINICION 6.2. Se define el valor zeta maltiple motivico
¢ (ny, ... m,) = (M, ]0,1],9,) € P

El periodo asociado a (™°*(ny,...,n,) es por definicién la integral iterada de €,
entre 0 y 1, es decir, el ntumero ((nq,...,n,) segun la proposicién 4.2. En el ca-
so en que n sea un multiindice divergente, este niimero se interpreta mediante la
regularizacion shuffle.

La imagen del segmento unidad [0, 1] € M por el isomorfismo de comparacién
de M se llama el asociador de Drinfel’d. Es una serie formal en dos variables cuyos
coeficientes son todos los valores zeta miiltiples, lo que constituye uno de los puntos
de partida de la teoria de Grothendieck-Teichmiiller (pro-unipotente)[26].

7. APLICACIONES DE LOS VALORES ZETA MULTIPLES MOTIVICOS

Es hora de explicar como las ideas motivicas permiten demostrar el teorema 3.5
de Goncharov y Terasoma, asi como el teorema 3.7 de Brown.

7.1. DE LOS NUMEROS ALGEBRAICOS A LOS PERIODOS

Los ntmeros algebraicos son periodos particulares en el sentido de la defini-
cién 4.3; por ejemplo, podemos escribir V2 = fIQQ %dx. Desde un punto de vista
mas cohomoldgico, una rafz de un polinomio irreducible f(z) € Q[z] aparece en la
matriz de periodos del grupo de cohomologfa H°(X) con X = {x € C | f(x) = 0}.
La cohomologia de de Rham es simplemente el espacio de funciones Q[z]/(f(z)) y
la cohomologia de Betti tiene como base los puntos de X. Una matriz de periodos
es, por lo tanto, la matriz de Vandermonde asociada a las raices de f. En resumen,
los nimeros algebraicos son los periodos de las variedades algebraicas de dimension
cero sobre Q.

La teoria de Galois estudia las simetrias de las ecuaciones polinomiales en una
variable. Al cuerpo de nimeros K = Q[z]/(f(z)) se le asocia su grupo de Galois G,
que es por definicién el grupo de los automorfismos del cuerpo K. Es un grupo finito
que se inyecta en el grupo de permutaciones del conjunto de raices complejas de f.
Un elemento de G estd determinado inicamente por su accién sobre el generador x y
el cardinal de G es como méximo el grado de la extensiéon [K : Q] = deg(f). Se dice
que la extension es galoisiana si se cumple la igualdad |G| = [K : Q]. En este caso,
la correspondencia de Galois establece una biyeccién entre los subcuerpos de K y
los subgrupos de G.

Parte de esta teorfa se generaliza (conjeturalmente) a los periodos [2]. Para un
motivo cualquiera M se puede definir un grupo Gjs, denominado grupo de Galois
motivico, cuyos elementos son los automorfismos lineales del espacio vectorial Myr
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que «respetan todas las construcciones algebraicas entre motivos» 3. Se demuestra
que es un grupo algebraico, es decir, un grupo de matrices cuadradas definido por
ecuaciones algebraicas. Este grupo actia sobre los periodos motivicos de M mediante
la férmula

g-(M,p,w) =(M,p,9-w),

es decir «por multiplicacién por la derecha de la matriz de periodos». Si creemos
en la conjetura de periodos de Grothendieck (conjetura 5.2), esta accién se reduce
a una accién sobre los periodos de M. Sin esta conjetura, solo tenemos acceso a
una teoria de Galois de periodos motivicos. Observemos que una reformulacién de la
conjetura de periodos es que la dimensién de Gy es igual al grado de trascendencia
del algebra generada por los periodos de M.

No toda la intuicién proveniente de los niimeros algebraicos se traslada a los
periodos, pero si al menos dos principios generales que revisaremos mas adelante:

s Principio de finitud. Sea K un subcuerpo de C generado por un nimero finito
de ntmeros algebraicos. Entonces K tiene dimension finita sobre Q.

= Principio de reconocimiento. Supongamos que la extensién K/Q es galoisiana
y que G es su grupo de Galois. Si z € K es un punto fijo de la accién de G,
entonces x € Q.

El primer principio es esencialmente tautoldgico, ya que un nimero es algebraico
exactamente cuando sus potencias generan un espacio vectorial de dimensién finita
sobre Q. Una aplicacién trivial pero ilustrativa del segundo principio es la siguiente:
consideremos el cuerpo Q(ﬂ) constituido por los niimeros a + by/2 con a,b € Q.
Es una extensién galoisiana de Q cuyo grupo de Galois es Z/27Z, generado por la
«conjugaciéon» 7 : a 4+ by/2 — a — by/2. Como 7 es un morfismo de cuerpos, respeta
suma y producto y acttia trivialmente sobre el niimero x,, = (1 +v/2)" + (1 —/2)™.
De esto deducimos, sin hacer ningiin calculo, que z,, es un niimero racional.

7.2. EL PRINCIPIO DE FINITUD Y LA COTA DE GONCHAROV-TERASOMA

La aplicacion del principio de finitud en el caso de los valores zeta multiples per-
mite demostrar el teorema 3.5 de Goncharov y Terasoma. Sea M el motivo definido
en la seccién 6.3 cuyos periodos contienen los valores zeta multiples. Forma parte
de una familia de motivos llamados motivos de Tate mixtos sobre Z y que son muy
particulares por dos razones:

1. Todos ellos se pueden obtener (en un sentido preciso) a partir del motivo de
Lefschetz Q(—1). Esto excluye, por ejemplo, los motivos de las curvas elipticas.

2. Tienen buena reduccion en todo nimero primo p, es decir, la reduccién mo-
dulo p no cambia la geometria subyacente al motivo. Esto excluye los grupos
fundamentales motivicos de P*\ {0, 1, 00} con puntos base finitos; por ejemplo,
el punto base a = 2 se comporta mal al reducir médulo p = 2.

13Es necesario el formalismo tannakiano para darle un verdadero sentido matemaético a la expre-
sién entre comillas.
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Estas fuertes restricciones implican una cota al tamanio de esta familia. Con-
cretamente, los periodos motivicos de estos motivos viven en una subdlgebra pmot
del 4lgebra P™° de todos los periodos motivicos, que es pequenia en el sentido de
que tiene dimension finita en todo peso. Se puede cuantificar su tamano e incluso
su estructura abstracta gracias a resultados profundos, en particular, el cdlculo por
Borel de la K-teorfa racional del anillo de los enteros [12]. Se obtiene el isomorfismo

Pmot ~ ]:

anunciado en la seccién 3.4, que da las dimensiones de P™°' en todo peso, y el
teorema 3.5 una vez aplicado el morfismo de periodos!'4.

7.3. EL PRINCIPIO DE RECONOCIMIENTO Y EL TEOREMA DE BROWN

La accién del grupo de Galois motivico Gj; sobre los valores zeta multiples
motivicos es sorprendentemente sencilla de calcular explicitamente gracias a una
férmula combinatoria descubierta por Goncharov [32] y refinada por Brown [14]. Los
valores zeta (motivicos) simples desempefian un papel especial respecto a esta accién
en el sentido de que tienen un espacio de conjugados minimo. Mas precisamente,
tenemos la férmula, para n > 2:

qg- Cmot(n) — agn)é-mot(n) + bén)
donde agn) y bén) son funciones sobre G y b(gn) = 0 para n par. (Esta anulacién
es una manifestacion de la solucién de Euler al problema de Basilea, que dice que
los valores de la funcién zeta en enteros pares son miuiltiplos racionales de potencias

de 7.) Una observacién importante es que esta férmula caracteriza los valores zeta
(motivicos) simples, lo cual es una variante del principio de reconocimiento:

PROPOSICION 7.1. Sea £ € P™°" un periodo motivico de peson > 2 tal que se cumple
G- £ C Q@ Q. Entonces € es un mailtiplo racional de (™°t(n).

Un descubrimiento de Brown es que esta observacion permite demostrar la exis-
tencia de relaciones entre valores zeta multiples por via galoisiana [15]. Por ejemplo,
partiendo de la férmula

qg- Cmot<2’ 3) — aé5) Cmot(z’ 3) + 3a52)bé3) Cmot(2) + Cé5)
dada por teorfa de Galois de ¢™°*(2,3), se deduce que la combinacién lineal
("N (2,3) ~ BC)C(3)

satisface las hipodtesis de la proposicion 7.1 y es por tanto un multiplo racional
de ¢m°t(5):
¢MN(2,3) = 3CM2)CTN(B) = ACM(E) (A e Q).

14 Stricto sensu, lo que se denota P™°t es el dlgebra de periodos motivicos efectivos y reales de
la categoria de motivos de Tate mixtos sobre Z.
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Este método no permite determinar el coeficiente de proporcionalidad exacto, pero
se puede calcular empiricamente aplicando el morfismo de periodos:

¢(2,3) —3¢(2)¢3)
¢(5) ’

un nimero que se puede aproximar con precisién arbitraria'®. Las demostraciones
de los teoremas 3.7 y 3.10 de Brown giran en torno a esta estrategia.

A=

8. LOS VALORES ZETA MULTIPLES COMO AMPLITUDES EN FISICA

8.1. AMPLITUDES E INTEGRALES DE FEYNMAN

A finales de la década de 1940, Feynman revolucioné la fisica al introducir un
método para calcular la amplitud de probabilidad de las interacciones entre particu-
las elementales, que rdapidamente demostré su efectividad y sigue utilizandose hoy en
dia. Estas amplitudes se calculan como series enteras cuyo pardmetro se denomina
constante de acoplamiento, y cuyos coeficientes son integrales (de Feynman) inde-
xadas por grafos (de Feynman). Cada grafo refleja un escenario de colisién posible,
donde las aristas representan particulas y los vértices representan interacciones. La
precisién del resultado aumenta a medida que se calculan integrales de Feynman
asociadas a grafos cada vez més complejos. (La complejidad se mide por el ntimero
de ciclos independientes en el grafo.) Entonces, se puede comprobar que estos calcu-
los describen fielmente la realidad comparando sus predicciones con las mediciones
provenientes de los aceleradores de particulas, como el LHC (Large Hadron Collider
o Gran Colisionador de Hadrones, un gigantesco acelerador del CERN situado bajo
la frontera franco-suiza). Las integrales de Feynman son notoriamente dificiles de
calcular, incluso en el caso de interacciones simples, pero en los casos abordables,
describen la realidad de manera sorprendentemente precisa.

Uno de estos casos es la teoria ¢* no masiva, que corresponde a grafos (en el
sentido usual) donde cada vértice estd conectado a como maximo 4 aristas. Dado un

grafo G de este tipo, que suponemos conexo, sean ey, ..., exn, Sus aristas y definamos
un polinomio
\I’G = E H Le,
T e¢T

donde la suma se realiza sobre los drboles generadores T de G (conjuntos de aristas
maximales sin ciclos), y donde z, es una variable formal (llamada pardmetro de
Schwinger) asociada a cada arista e. Este polinomio aparecié por primera vez en los
trabajos de Kirchhoff sobre circuitos eléctricos. Se define entonces una integral

Q¢
Ig= | — 8.1
o= [ 35 (8.1)

15Se obtiene A ~ —11/2. En este caso sencillo, obviamente se puede demostrar la relacién en
cuestion gracias a las relaciones de doble shuffle.
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donde o es el dominio {x, > 0 para todo e} del espacio proyectivo PN¢~1 y

Ng
=1

es la forma volumen candnica. Es facil caracterizar los grafos, llamados primitivos
log-divergentes, para los cuales la integral anterior converge. En este caso, su valor
es un periodo en el sentido de la definicién 4.3 y constituye una contribucién a una
amplitud de la teorfa ¢?. Esencialmente, no se saben calcular las integrales (8.1)
para grafos con mas de 12 ciclos independientes.

El estudio geométrico de las amplitudes (8.1) fue iniciado en el articulo [10]
de Bloch-Esnault-Kreimer, que asocian a G un grupo de cohomologia relativa cu-
ya matriz de periodos contiene Ig. La comprension de este grupo de cohomologia
pasa por el estudio de la hipersuperficie de grafo X = {¥g = 0} y se relaciona
principalmente con la teoria de singularidades.

8.2. APARICION DE LOS VALORES ZETA MULTIPLES

Las integrales (8.1) fueron calculadas de manera sistematica en la década de 1990,
especialmente por Broadhurst y sus colaboradores, véase por ejemplo Broadhurst-
Kreimer [13]. Para algunos grafos, se expresan en términos de valores zeta simples:

6¢(3) 20¢(5) 36¢(3)?

También se encuentran valores zeta multiples que (conjeturalmente) no son po-
linomios en los valores zeta simples:

<P

24(5,3) + 2¢(5)¢(3) — Z1¢(8)

También aparecen variantes ciclotomicas de los valores zeta miiltiples: son las
evaluaciones en las raices de la unidad de los polilogaritmos multiples (6.3). No
se sabe qué clase de periodos aparecen como amplitudes de la forma (8.1), pero
hoy en dia se admite comtinmente que, a diferencia de lo que muestran los calculos
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para grafos pequenos, la geometria subyacente a estas amplitudes puede ser «tan
complicada como sea posible» [8, 17]. Por lo tanto, se espera encontrar periodos
cada vez mas ricos a medida que las técnicas de cédlculo se vayan desarrollando.

8.3. HAcCIA UNA TEORIA DE GALOIS COSMICA

Es notable que las amplitudes de la teoria ¢* que son combinaciones lineales
de valores zeta miltiples generen un pequefio subespacio Zgs del dlgebra Z. Por
ejemplo, se cree que ni ¢(2) ni ningin producto ((2){(2n + 1) pertenece a este
subespacio. Por lo tanto, existe una tensién entre la riqueza de estas amplitudes que
acabamos de mencionar y su rareza. Este fenémeno sigue siendo misterioso, pero
podria tener un origen galoisiano. De hecho, los cdlculos de Panzer-Schnetz sugieren
que la versién motivica Z™°t es estable bajo la accién del grupo de Galois motivico
de los valores zeta multiples [49]. Mas ambiciosamente, Panzer y Schnetz proponen
la siguiente conjetura, que va mucho més alla del marco de los valores zeta multiples:

CONJETURA 8.1 (Conjetura de coaccion). El espacio generado por todas las am-
plitudes (motivicas) de la teoria ¢* es estable bajo la accion del grupo de Galois
motivico.

Esta conjetura afirma que las restricciones sobre los periodos que aparecen en
la teoria ¢* se propagan mediante la accién del grupo de Galois motivico'®. Por lo
tanto, sugiere simetrias ocultas en los calculos de amplitudes en la fisica de particulas
y otorga peso a la idea, popularizada por Cartier, de que existe una «teoria de Galois
césmicay de algunas constantes fisicas [19].

PARA PROFUNDIZAR MAS. El estudio de los valores zeta miltiples yace en la inter-
seccién de muchos campos de las matematicas y la fisica. Por lo tanto, solo hemos
podido abordar algunos de los aspectos de la teoria y hemos tenido que dejar de la-
do temas igualmente fascinantes, como la relacién con los asociadores y la teoria de
Grothendieck-Teichmiiller, o los desarrollos recientes relacionados con los fenémenos
modulares en los valores zeta multiples. El lector curioso podra encontrar pistas de
reflexién y una bibliografia méds extensa en el libro de referencia [18].

AGRADECIMIENTOS. El autor desea dar las gracias a Michel Alessandri por su
lectura atenta de una primera versiéon de este texto.
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