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TEMPTATIO

Cuando el diablo de los nimeros se digné a tentarme para que escribiese
en su seccién, me encontré ocupado en la redaccién de un articulo sobre las
transiciones de fase en el modelo de Ginzburg-Landau. Pero me inspird una
idea que paso a detallar. Se trata de una nueva forma de calcular la suma de
Euler:
oy L, L 11 2
¢(2) = +22+32+42+52+ =5

La separacién de los términos del sumatorio en pares e impares,

=1 =1 > 1 1 > 1
:ZF:Z(% +Z(2k+1)2:ZC(2)+Z::(21€+1)2’

n=1 k=1 ) k=0 k=0

w):g;[ [eae] [ [ ]
//0 v dedy = 3 //1d—xjyy // 1ixjyy

donde queda como ejercicio para el lector, la sencilla justificaciéon del inter-
cambio del orden entre la suma y la integral.
El cambio de variable

nos permite escribir

sh(u) e*—e" sh(v) €' —e™
= th(u) = = = th(v) = =
v () ch(u) ev+e v’ 4 (v) ch(v) e’ +ev
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nos da la igualdad:

/ / dudv
(ch(u)ch(v) — sh(u)sh(v)) (ch(u)ch(v) + sh(u)sh(v))

/ / dudv
ch(u — v)ch(u +v)’

El nuevo cambio s = u — v, t = u + v produce:

T N R

ya que haciendo e® = z obtenemos:

/OO ds _/OO 2ds _/°° 2dz
_och(s)  Joestes 1422

La funcién tangente hiperbdlica me habia aparecido también, curiosamen-
te, en ese trabajo sobre las transiciones de fase que me tenia ocupado. Mientras
he estado escribiendo este ensayo, Javier Cilleruelo e Ignasi Mundet me han
mostrado las diversas variaciones de una idea de E. Calabi que circulan por
internet: El cambio de variable x = senu/ cosv, y = senv/ cos u, reduce la eva-
luacién de ¢(2) al célculo del drea de un recinto plano. En fin, como escribi6
Antonio Machado:

Que nadie sabe ya lo que se sabe.
Aunque sepamos todos,

que de todo hay quien sepa.

Lo que sabemos entre todos,

eso no lo sabe nadie.

DE SUMMIS SERIERUM RECIPROCARUM

Parece ser que Jakob Bernoulli fue el primer matemaético que expresé su interés
por saber el valor exacto de la suma

o
>
—,
n
n=1
sobre la que dejo escrito lo siguiente: “Seria muy grande nuestro agradecimien-

to si alguien nos comunicara este calculo que, hasta ahora, ha eludido nuestros
esfuerzos.”
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Sin embargo, es muy probable que el problema le viniese de su mentor
Leibniz, a quien Huyghens habia propuesto calcular la suma de los reciprocos
de los nimeros triangulares. Descubrir que

o0

iﬁ:;{%_nil}:

n=1

satisfizo tanto al joven Leibniz que impulsé su aficion por las matematicas,
que luego le llevaria co-descubrir el Calculo. Naturalmente, el paso siguiente
era sumar los reciprocos de los cuadrados.

En el afio 1734 L. Euler resolvié el problema de Jakob obteniendo 72 /6
para el valor que toma en z = 2 la expresién ((z) = > 2 ; 1/n”, que habia sido
introducida por él mismo para estudiar la distribuciéon de los nimeros primos.
Sin embargo, ahora es conocida bajo el nombre de funcion zeta de Riemann,
quien la extendié al campo complejo, mostrando, y previendo, muchas de sus
interesantes propiedades.

La deducciéon de Euler es una joya de las Matematicas, que expresa muy
bien el estilo de esa época prodigiosa. Empieza observando que si P(z) es un
polinomio de grado n tal que P(0) =1, y si aq, ..., a, son sus raices, entonces

tenemos la identidad:
T T
P =(1-=—]---({1——].
(=) < ai ) < an)

Euler afirma que la férmula debe valer para “funciones analiticas mas
generales”:

flz) = H <1 — a£> ; cuando f(0) =1, y donde {a;} son los ceros,

n n

y la aplica al caso

flz) = semrz’ cuyos ceros son z = +1,£2,+3, ...
Tz

para obtener la representacion de la funciéon por medio de un producto infinito:

senmz ad z z i 22 =1
= 1-2)(1+2) = ) =1- 24
TZ H( n)( +n> H(l n2) 1 (Zn2>z +
n=1 n=1 n=1
Por otro lado, la férmula de Taylor nos da el desarrollo:
senmz :1—i7r22 b
Tz 3!

por lo que identificando los coeficientes obtenemos la evaluacion:

2

T 1
T2
n=1
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Cuando Euler hizo este cilculo hacia veintinueve anos que Jakob habia
fallecido. Johann Bernoulli, reconciliado ya con la figura de su hermano mayor,
comentd a Euler: “De este modo el deseo més ferviente de mi hermano se ha
cumplido...jSi estuviera aqui!”.

Aunque precisa de un cierto trabajo para hacerlo riguroso, es un argu-
mento fantdstico y poderoso, que nos permite calcular todos los valores ((2n),
n=1,2,3,.... Euler obtuvo también los desarrollos siguientes:

> 22
Teotmx = 1+27

2 2
X n
n=1

(27T)2n32n 2n

o
7Tcot7m“21+2(—1)” (2m)] ",

n=1

donde los nuimeros de Bernoulli By estan definidos por la férmula

xr x DBa 4 B, .,
ex—1_1_§+§x +...+W$ + ..
Observemos que
212 _ 222 1 _ 202 &[22\ *
x2—n2  n?2 1-22/n2  n? prt n?) ’

por lo que identificando coeficientes, obtenemos la identidad

— 1 27)2k
8 = 3 = (15 g B

Otra manera de hallar los valores ((2k) la proporcionan las series de Fourier
a través de la igualdad de Bessel,

1 o
/0 @) Pdr = S 1F )P,

aplicada a las funciones f(z) = 2%, 0 <z < 1.

Pero si nos preguntasemos por los valores de ((n) cuando n es impar, nos
encontrariamos en terra incognita. No obstante, de esa pregunta nos ocupare-
mos mas adelante.
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QppPNTOS, UAOYOS

Una de las primeras revoluciones cientificas de que se tiene noticia, fue el
descubrimiento por los pitagdricos, no més tarde que en el siglo V de nuestra
era, de que la diagonal del cuadrado es inconmensurable con el lado. Segin la
leyenda, fue Hipaso quien hizo este hallazgo, pagando con su vida la osadia de
haber perturbado el orden cosmoldgico que la escuela asociaba a los enteros.
Para la matematica griega los tinicos numeros eran los enteros y, tal vez, sus
cocientes. Ante el descubrimiento de la irracionalidad de v/2 no crearon una
nueva clase de nimeros, méas bien eludieron el problema construyendo una
teoria de magnitudes geométricas. Por lo menos hasta Arquimedes, quien,
entre sus muchos descubrimientos, encontré un método notable para obtener
las cifras decimales de 7.

Hay que esperar al siglo XVII, con el advenimiento del Calculo, para que
vaya tomando cuerpo la nocion del continuo de los nimeros reales, dentro
de los cuales podemos identificar a los enteros y a los racionales. Al princi-
pio se trataba de medidas de magnitudes. El punto de vista que podriamos
denominar geométrico. Sin embargo, no es hasta el siglo XIX, con Dedekind
y Weierstrass, cuando se obtiene una construccién aritmética de los niimeros
reales.

En 1744 Euler estableci6 la irracionalidad del ntimero e. En 1761 Lam-
bert demostré la de m. He aqui unos cuantos ejemplos cuya racionalidad o
irracionalidad, es todavia desconocida:

e+, ®

1 1 1
v = lim {1+—+—+~~~+——logN}:O.577216...
N—oo 2

3 N
— 1
¢(5) = Z 5 (En general ((2k + 1) para k > 2)
n=1

i.De qué criterios disponemos para decidir el caracter irracional de un
nimero? De muy pocos. Aparte de las pruebas basadas en la unicidad de la
descomposicién de un entero en factores primos, que valen para las raices y
cuyo arquetipo (el caso v/2) se encuentra en los Elementos de Euclides, s6lo
hay una estrategia basica. Se trata de lo siguiente:

Dados dos racionales distintos p/q, P/Q, (p,q) = (P,Q) = 1, tenemos que

pQ—qP| 1

qQ qQ
Por lo tanto, si 6 es un niimero real para el que podemos encontrar una sucesion
de racionales { P, /Q,} tales que

-5

>

P,
g — "

=0,
@n

lim @,
n—oo
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entonces # tiene que ser irracional. Por ejemplo:

1 1 1 P, 2
e—(1+=+=++ =le—

= nl<
1 2! n! n!| = (n+ 1)l

que es la prueba de la irracionalidad de e obtenida por Euler. La del nimero
7 requiere algo mas de trabajo.

Los desarrollos en fraccién continua ayudaron a desvelar muchas de las
propiedades acerca de la aproximacion de los irracionales por los racionales.
Tales como:

a) Para cualquier irracional a existe una sucesién infinita de racionales
distintos {pn/qn} que verifican

1
a2l
q?’b qu

b) La fraccién continua de un irracional cuadrético es periédica desde un
término en adelante. Eso implica que existe una constante positiva C,
dependiendo del irracional cuadratico «, de manera que

P C
a—=

q

> —.
q2

En una famosa memoria del ano 1844 J. Liouville generalizé el resultado
anterior estableciendo un limite a la precisién con la que un nimero algebraico
puede ser aproximado por racionales. Recordemos que un nimero algebraico o
de grado n es una raiz de un polinomio irreducible, de grado n, con coeficientes
enteros. Este se llama el polinomio minimo de «.

Teorema (Liouville) Dado un nimero algebraico o de grado n > 1, existe una
constante positiva C = C(a) > 0 tal que:

Q_E'ZQ
q qr

para todo racional p/q, (p,q) = 1.

La demostracién es un sencillo ejercicio con el teorema del valor medio:
Sea P(z) el polinomio minimo de a. Podemos suponer que |a — p/q| < 1,
tenemos:

0# |P(p/q)| = |P(a) — P(p/q)| < Le(ﬁ?ﬁm |P'(z)]| la —p/ql.

Luego basta con observar que por ser P de coeficientes enteros, ha de verificar
la estimacién: |P(p/q)| > 1/¢".



LA GACETA 255

Este resultado le permitié a Liouville describir una clase “tres-étendue”
de niimeros transcendentes.
Por ejemplo:

o0

a
Z Wjﬂ’ a; €{0,1,...,9}, a; # 0 para infinitos j,

n=1

son todos nimeros trascendentes.

En 1873 Hermite logré demostrar la transcendencia del niimero e. Unos
anos mas tarde Lindemann extendié los métodos de Hermite para probar que
7 también lo es, dando respuesta final al problema de la cuadratura del circulo
(en la referencia [4] pueden encontrarse los detalles de estas demostraciones).

Axel Thue, en el ano 1909, mejoré el teorema de Liouville demostrando
que para cualquier nimero algebraico «, de grado n > 1, y para cualquier
entero k > § + 1, existe C' = C(a; k) > 0 tal que:

C

para todos los racionales p/q.

El método de Thue marcé un camino que fue recorrido por Siegel, Dyson
y Gelfond, entre otros, quienes produjeron sucesivas mejoras del resultado que
culminaron en el teorema obtenido por Roth en el ano 1955: La proposicion
anterior sigue siendo valida para todo k£ > 2. Y esto es lo mejor posible.

jFantastico! Los pitagéricos tuvieron la idea revolucionaria de que los
numeros enteros contenian la explicacion tultima del universo. Pero no supie-
ron encajar bien que hubiese magnitudes irracionales. El gran Cantor, ya en
el siglo XIX, nos ensefié que el cardinal de los niimeros reales es estrictamente
mayor que el de los racionales. Estos ultimos son numerables, pueden ponerse
en fila, mientras que los irracionales no lo son. De manera que, si escogemos al
azar (con densidad uniforme) un nimero en el intervalo [0, 1), entonces la pro-
babilidad de que sea irracional es 1. Casi todos los niimeros son irracionales.
Ahora bien, si alguien nos sefiala uno en particular y nos pregunta sobre su
caracter irracional, es muy probable que nos ponga en un aprieto y no sepamos
contestarle. Decidir si un nimero es racional o irracional es una de las tareas
miés dificiles de la Teoria de los Nimeros.

En época reciente ha aparecido el importante concepto de nimeros com-
putables: son aquellos que tienen un programa para describirlos. Es decir, para
calcular cualquiera de sus cifras decimales.

Como los programas constan de un nimero finito de palabras, constitu-
yen, segin Cantor, un conjunto numerable. Por lo tanto también lo es el de
los nimeros computables, aunque estos no tienen que ser racionales, ya que,
por ejemplo, v/2, e y 7 son computables. Ahora bien, si un nimero no es com-
putable, es que no podemos describirlo (nombrarlo con un nimero finito de
palabras), jes innombrable!.
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Er caso ((2) v ¢(3)

En el ano 1978 R. Apeéry sorprendié a la comunidad matemética con una
demostracién de la irracionalidad de ¢(3): Gener6 una sucesién de aproxima-
ciones racionales basadas en férmulas tan extranas como la siguiente:

El método de obtencion de las aproximantes, aunque ingenioso y obscuro,
no hacia, sin embargo, uso alguno de resultados que no hubieran sido conoci-
dos por los matemaéticos del siglo XVIII. jUna demostraciéon que se le habia
escapado al gran Euler! Una excelente exposicién puede encontrarse en Van
der Poorten [2], quien dio una conferencia sobre la prueba de Apery en el
congreso internacional celebrado ese mismo ano en Helsinki.

Enseguida se organizaron multiples seminarios en los que se pretendia
entender la demostracién. En el que tuvo lugar en el Institute for Advanced
Study, dirigido por E. Bombieri, tuve la oportunidad de familiarizarme con la
teoria de Siegel. En sus “Lecture notes on transcendental numbers”, Princeton,
1949, C. L. Siegel se plantea el problema siguiente: Determinar dos polinomios
A= A,(z) y B= By,(x), de grado n, y tales que la suma

A
z JE—
e’ + B
tenga un cero en el origen de orden 2n + 1. Esa condicién implica
Be® + A=R=cx* " ...

donde R es una serie de potencias que comienza con un término de orden 2n+1.

Si escribimos A y B con coeficientes indeterminados e igualamos los términos

de 6rdenes 0,1, ... ,2n, obtenemos 2n + 1 ecuaciones lineales homogéneas para

los 2n + 2 coeficientes de A y B. Esto prueba que el sistema tiene una solucién

no trivial A y B. Resulta también que el coeficiente ¢ es distinto de cero.
Para obtener férmulas explicitas Siegel deriva sucesivas veces:

D"MR = D""Y(Be®) = (14 D)""'B = coa™ + - - -,
donde ¢g = (2n+1)(2n)--- (n + 1)c. Luego
(1+D)""'B=e*{coa" +---}.
Pero como B es un polinomio de grado n, ha de verificarse la igualdad:
(14 D)""'B = cyz™.

Andlogamente (—1+ D)""1A = ¢yz™. Tenemos libertad para escoger ¢ de
manera que ¢y = 1. Es decir:

B=(1+D) " %" A=(-1+D)" 2" D"R=ga"¢"
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Consideremos:
T (z—t)k ghtl ol
Pt = [ Egoma = [0 -0 oGnar,
DFJFp = ¢,
J¥DF¢ = ¢, siempre que ¢(0) = ¢/(0) = --- = D*'¢(0) = 0,

Dk(e’\x@ — 6)\1()\+D)k¢

Las férmulas anteriores nos permiten hallar los operadores (£1+ D)*k' y com-
probar que si ) es un polinomio con coeficientes enteros, entonces también lo
son

(+1+ D)7*Q.

En particular:

X

n+1 1
R(z) = / (1 —t)"z"e" dt
0

n!

2n+1

= /t”(l t)" e dt

— n+1 / P ztdt

Pala) = o fan (1 2}

es el enésimo polinomio de Legendre.

donde

‘x‘2n+1

Siegel observa entonces que 0 < |R(z)| < —em lo que origina la

estimacion:

m2n+16m

0 < |Balm)e™ — An(m)| < ™
de donde se deduce la irracionalidad de todas las potencias enteras de e.

Resulté una experiencia muy estimulante aprender todas estas ideas y
técnicas que estan contenidas en las lecciones de Siegel. Para alguien formado
en el Analisis Armoénico no podian pasar desapercibidos los polinomios de
Legendre, asi como la conexién con los aproximantes de Padé. El fruto fue
una demostracién distinta a la obtenida por Apery.

Teorema Los nimeros ((2) y ((3) son irracionales.

Comencemos con las representaciones:

1 pl
:/ / dsdt / / log(st) d "
0 0 1— st 1— st
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La primera de las cuales ya fue justificada en el primer epigrafe de este ensayo.
Para obtener la segunda consideremos las integrales:

1 rl1 a4B e
t 1 1
// " dsdt = : .
0o Jo 1—st —nta n+f

i) Si a > (3 son enteros positivos:

1 1 a3 e o] o
5o 1 1 1 1 1
/0/0 st a—ﬁ;{n-f—ﬁ n—i—a} a-p _z n

que es un nimero racional cuyo denominador es un divisor del nimero

d? = [m.cm(1,2,...,a).
i) Sia=g:
Lot s — 1 1
= pr— 2 —_ _
/0 /0 T g sdt nz:l (n+ a)? ¢(2) nz:l n2

= ((2) — racional cuyo denominador divide a d?.

Juntando ambos casos tenemos que si P(s,t) es un polinomio con coeficientes
enteros, de grado < n en cada variable, entonces:

[ ] 2= ancz +

donde A, esenteroy B, esun racional cuyo denominador divide a
d? = [m.cm(1,2,...,n)]%
Consideremos ahora la integral

gty 0 1
————dsdt = —
// T—st ;(a+ﬁ+n)2

donde « es un entero positivo y v es un ntimero real. Derivamos la igualdad
anterior y evaluamos en v = 0:

O‘750‘log st > 1 1
[ [ I CURD IS

n=1

Si a > (3, con un método analogo obtenemos:

L sotB log(st) 1 1
d dt = — —
/ / 1— st a— Z
n=0£4+1
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Luego, si Q(s,t) es un polinomio de coeficientes enteros, de grado < n en
cada variable, entonces

/ L Q(s,t)log(st)

=A B
L dsdt = An((3) +

donde A,, es un entero y B,, es un racional cuyo denominador es un divisor de
3
dn. . . . . . .
Esta claro que el objetivo siguiente consiste en encontrar una sucesién de
polinomios P,(s,t), @Qn(s,t) de grado n en cada variable, de manera que las

integrales
/ / d . / / Qn(s,t)log st)d gt
1-— st 1—st

sean no nulas y de valor absoluto lo menor posible.
Observemos que:

d,, = m.c.m[l, . 7n] — H p[logn/logp] < H plogn/logp _ H elogn
p<n p<n p<n

(14€e)n
S n logen — ¢

_ nﬂ(n) n(1+e)
para todo € > 0 y para todo n suficientemente grande. En esta deduccion
hemos utilizado el teorema de los nimeros primos y la notacién [x] = parte
entera del nimero x, m(x) = ndmeros primos menores o iguales a x.

La demostracién de la irracionalidad de {(2) y ¢(3) se concluye observando

que las elecciones

Palst) = (L= 1) Pafs) = (1= 0" 0 ("(1 — 5)")

1 d"
n! dsm

5n
1 —
P”(S’t)dsdt' <C (‘/5 1)
1— st 2

// QnSthgSt)ddt‘gC(ﬂ_1>4n

1—st

Qn(s,t) = Pu(s)Pu(t) =

cumplen el cometido:

(1= 8)"} = D1 — 1))

n! dt"

Habida cuenta de que la primera de las integrales es de la forma A,,((2) +
B, y la segunda A/, ((3) + BJ,, donde A,, y Al son enteros y B,, B, son
racionales cuyos denommadores dividen ambos a d,,, las estimaciones
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5
e? (x/i 1) <1, SEHW2-1)t<i1
permiten concluir la demostracién.

Los detalles pueden encontrarse en [4]. Estos célculos son del mes de No-
viembre de 1978. Durante un tiempo me dediqué con intensidad a aplicarlos a
los casos de ((5),((7),.... Al cabo de varios meses hube de conceder la derro-
ta, pero disfruté contando la demostracién en muchas universidades. Primero
en Princeton, Maryland, Madison, Chicago y luego en tantas otras.

Independientemente, F. Beukers [3] se adelanté con un manuscrito que
contenia una deduccién muy similar. Quizas podria calificarse de un pequeiio
fiasco personal. Pero, después de todo, se trataba tan sélo de una versién més
inteligible, para un analista armédnico, de la prueba de Apéry. Asi es que no
publiqué mis cédlculos de entonces y di carpetazo al asunto. El diablo de los
numeros me ha hecho evocar estas historias que tenia medio olvidadas. Me
ha distraido de mi tarea con las transiciones de fase y me ha hecho trabajar
otra vez, durante varios dias, en un tema que un dia decidi abandonar. Pero
nunca se cae en la tentacion en vano y siempre nos queda la pregunta: ;Doénde
estaran los ceros de la funcién (7 jDiablo de los Numeros!: Hagamos un pacto.
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