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Teoria de Representaciones de Grupos Finitos:
Problemas locales

por

Gabriel Navarro

En este articulo, analizamos los principales problemas abiertos en la
teoria local de representaciones de grupos finitos, asi como ciertos re-
finamientos de los mismos realizados por el autor.

1. INTRODUCCION

Después de la clasificacién de los grupos finitos simples, gran parte de
los problemas maés relevantes en Teoria de Grupos Finitos estan centrados en
decidir si determinados invariantes de un grupo finito G pueden ser calculados
localmente. Principalmente, estos problemas son:

(1) La conjeturas de McKay y Alperin-McKay.
(2) La conjetura de pesos de Alperin (AWC).

(3) Las conjeturas de Dade.
(4)

4) La conjetura de Broué.

Hay otras conjeturas relacionadas de parecida importancia (como la con-
jetura k(B) o la conjetura de la altura cero, ambas de R. Brauer) pero son de
una naturaleza ligeramente distinta a las que aqui nos interesan.

Las conjeturas (1), (2), (3) y (4) estdn interrelacionadas. Por ejemplo,
las conjeturas de Dade implican la conjetura de Alperin-McKay y la AWC (de
hecho, fueron creadas con ese proposito; aunque al precio de ser mas dificiles de
estudiar). La conjetura de Alperin-McKay implica la de McKay; o la conjetura
de Broué implica la de Alperin-McKay, pero sélo en determinados casos. En
resumen, deseariamos tener sélo una conjetura, aunque de momento nadie ha
dado con ella.

Se tiene la casi total certeza de que todas estas conjeturas son verdaderas.
El nimero de familias de grupos para las que han sido probadas, o los datos
experimentales dejan pocas dudas. Sin embargo, nadie tiene una explicacion
del porqué. La conclusién es que hay una parte fundamental de la Teoria de
Representaciones de Grupos Finitos que estd por descubrir.

Como en otras partes de las Matematicas, la teoria de grupos finitos tiene
conceptos locales y globales que deben ser relacionados. La teoria local de
grupos finitos empieza con un primo p, fijo, que divide el orden |G| de un grupo
finito G. Los p-subgrupos de G son los subgrupos de orden una potencia de
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p. Para cada potencia p? que divide a |G|, el grupo G tiene p-subgrupos de
orden p?. Los p-subgrupos de Sylow P de G (aquellos que tienen orden la
mayor potencia de p que divide a |G|) son los p-subgrupos méas importantes,
entre otros motivos, porque todo p-subgrupo estd contenido en algin Sylow.
En general, dos p-subgrupos de orden p? tienen poca relacién entre si. Sin
embargo, si P y @ son p-subgrupos de Sylow de G, entonces P y ) son
conjugados en G es decir, existe un elemento g € G tal que

P=Q'=g"'Qg.

Necesitamos saber cémo los p-subgrupos «viven» en G, y asi consideramos los
subgrupos locales de GG. Estos son los normalizadores de los p-subgrupos
Q@ > 1 de G; es decir, los subgrupos de la forma

Ne(Q) ={9 € G|Q" =Q}.

Asi, nos interesan los p-subgrupos de G y los subgrupos més grandes de G
en los que éstos son normales. Un subgrupo local distinguido es Ng(P), el
normalizador de un p-subgrupo de Sylow P de G.

La principal idea de la teoria local de grupos finitos es: ; Cuanto saben los
subgrupos locales de G? ;Como la estructura de G se refleja y es reflejada en
sus subgrupos locales? El ejemplo perfecto de un teorema local es el teorema
clasico de Frobenius: un grupo finito G tiene un p-complemento normal si
y sblo si sus subgrupos locales lo tienen. (Un p-complemento normal Y
de X es un subgrupo normal de X de orden no divisible por p y de indice
| X|/|Y| una potencia de p). Es decir, el teorema de Frobenius nos dice que
si los subgrupos locales de G verifican cierta condicién, entonces GG tiene un
subgrupo normal no trivial. En particular, G no es simple.

Por simplicidad, en este articulo nos centraremos en la conjetura de Mc-
Kay. Las ideas que aqui exponemos, sin embargo, pueden y deben también
aplicarse a todas las demads conjeturas.

Las representaciones complejas de un grupo G son los homomorfismos
de grupos

X :G— GL(m,C).

De alguna manera, queremos conocer G a través de sus representaciones co-
mo grupos de matrices complejas. Las representaciones mas sencillas son las
representaciones lineales (cuando m = 1) y son simplemente los homomor-
fismos de grupos

X:G—C*.

Las representaciones lineales fueron introducidas y estudiadas por Gauss, De-
dekind y Dirichlet en sus investigaciones en Teoria Algebraica de Ntmeros. Sin
embargo, estas representaciones sélo determinan la parte menos interesante de
G sus cocientes abelianos. Por ejemplo, un grupo G simple no abeliano, no
tiene representaciones lineales (salvo la trivial g — 1 para g € G).
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Volviendo al caso general, la representacién X : G — GL(m, C) origina la
funcién x : G — C definida por

x(g) = traza(X(g))

para g € G, llamada caracter de la representacion. Los caracteres son fun-
ciones de clase pues si g, h € G entonces

x(9) = x(¢g"),

puesto que las matrices X(g) y X(g") = X (h)"'X(g)X (h) son semejantes.
Decimos que dos representaciones X e ) de G son semejantes si existe una
matriz regular M tal que

M~ X ()M = Y(g)

para todo g € G. Esta claro que dos representaciones semejantes tienen el
mismo caracter, pero sorprendentemente, dos representaciones con el mismo
caracter son necesariamente semejantes: el caracter por tanto CONOCe su repre-
sentacién (hasta la semejanza).

La suma de dos caracteres es un caracter (basta considerar la suma diago-
nal por bloques de las representaciones), y por tanto es natural nuestro interés
en los caracteres que no son suma de otros dos: los caracteres irreducibles
de G. El conjunto de estos caracteres se denota Irr(G).

Un resultado béasico de la teoria de caracteres es que

[x(@)| = k()

es el numero de clases de conjugaciéon de G. Més aun, Irr(G) es una base
ortonormal del espacio vectorial complejo de las funciones de clase 8 : G — C
con el producto hermitiano

1 _
6.1 = & > 0(g)e(g) .-

geG

Asi, todo grupo finito G tiene asociada candnicamente una matriz compleja

X(G) = (xilz)))

de tamano k(G) x k(G), dada por los valores de los caracteres irreducibles x;
sobre los representantes x; de las distintas clases de conjugacién de G. ;Cudnto
sabe X (G) de G7 es una de las preguntas clésicas de la teorfa de caracteres.

Los grados x(1) de los caracteres irreducibles y de G no son nimeros
cualquiera. Por ejemplo, se tiene que

Gl= 3 ()2

x€Irr(G)
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Utilizando propiedades bésicas de los enteros algebraicos es sencillo demostrar
que si x € Irr(G), entonces (1) divide a |G|. De hecho, el conjunto de grados
refleja parte de la estructura del grupo. Por ejemplo, todos los grados son 1
si y s6lo si G es abeliano (esto es una consecuencia directa de la ecuacién de
grados anterior). O todos los grados son no divisibles por nuestro primo p si y
s6lo si un p-subgrupo de Sylow P de G es normal y abeliano (esto es el teorema
de Tto-Michler y se sigue de la clasificacién de los grupos finitos simples).

Nosotros estamos interesados en el conjunto Irr,(G) de los caracteres
irreducibles x € Irr(G) de grado no divisible por p, y nuestro objetivo es
contar cuantos hay localmente. La conjetura de McKay da la solucién perfecta
al problema.

CONJETURA DE McKaAy. Si P es un p-Sylow de G, entonces

[lrry (G)] = [Trrp (NG (P))] -

Por qué estos dos niimeros coinciden, o incluso, por qué pueden ser sen-
cillamente comparados, es un misterio profundo. Los grupos G y Ng(P) son
tan distintos desde el punto de vista de la teoria de grupos (Ng(P) tiene un
p-Sylow normal cuando G puede ser hasta simple), son tan diferentes en ta-
mano, que es sorprendente que puedan de alguna manera estar relacionados.
Tomemos por ejemplo el grupo simple no abeliano més pequenio, el grupo al-
ternado G = As. Los grados de los caracteres irreducibles complejos de G son
1,3,3,4,5. Si p = 5, entonces Ng(P) es el grupo dihédrico de orden 10 que
tiene grados de caracteres irreducibles 1,1,2,2. Los dos grupos tienen exac-
tamente 4 caracteres irreducibles de grado no divisible por 5, como McKay
predice.

La conjetura de McKay trata de las representaciones de los grupos, pero
también tiene consecuencias para la Teoria de Grupos Finitos: si P es abeliano,
entonces Irr, (Ng(P)) = Irr(Ng(P)) (por el teorema de Ito-Michler que hemos
mencionado) y por tanto McKay implica que

E(Ng(P)) < k(Q).

No se sabe cémo probar esto directamente, ni siquiera en el caso en que |P| = p.
Este hecho, sin embargo, no es aislado. Muchos teoremas sobre grupos finitos
s6lo han podido ser demostrados mediante representaciones.

Si McKay cuenta caracteres x con x(1), =1 (n, es la mayor potencia de
p que divide el entero n), la conjetura de pesos de Alperin, en su expresion
por Knorr-Robinson, cuenta caracteres exactamente en el extremo opuesto:
cuando x(1), = |G|,. Estos caracteres son los llamados de defecto cero,
y tienen mucha importancia en teoria de representaciones. Las conjeturas de
Dade cuentan localmente los caracteres de cualquier defecto. (Los caracteres de
grado no divisible por p tienen defecto maximo y los de defecto cero, minimo).
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2 . CONGRUENCIAS

La conjetura de McKay fue formulada en 1972. (De hecho, fue nada mas
que una observacién que J. McKay hizo para p = 2 y ciertos grupos simples).
Fue probada para grupos de orden impar por M. Isaacs, para grupos resolubles
por T. Wolf; para grupos simétricos por J. Olsson o para GL(n,q), en la
caracteristica natural, por J. Alperin. Hace relativamente poco, R. A. Wilson
la comprobé para todos los grupos esporadicos. Lo que queremos decir es que
hay pocas (o ninguna) duda de que la conjetura de McKay es cierta. Como
a J. Alperin le gusta decir, si esto fuera Fisica en lugar de Matematicas, la
conjetura de McKay habria sido simplemente aceptada como verdadera desde
hace ya tiempo.

Después de casi 30 anos desde su formulacién, fue quizd extraordinario
encontrar algo nuevo en ella. Y esto fue lo que nos ocurrié a M. Isaacs y al
autor de este articulo recientemente. Supongamos que el primo p es mayor que
3. Dado un entero positivo k, contamos

M (G) = {x € Ity (G) | x(1) = £k mod p}|.

De esta manera, partimos el conjunto Irr,/(G) en distintos tipos de caracteres
seguin la congruencia de sus grados médulo p. McKay, pues, predice que

S M(G) = S Mu(NG(P)).
k=1 k=1

Nosotros propusimos lo siguiente:

CONJETURA DE MCKAY (CON CONGRUENCIAS). Si P es un p-Sylow de G,
entonces
Mi(G) = My(Ne(P))

para todo k.

Por ejemplo, en el caso anterior G = As y p = 5, sabemos que los ca-
racteres irreducibles de Ng(P) son 1,1,2,2. La forma congruente de McKay
predice que As debe tener exactamente dos caracteres irreducibles de grado
congruente con 1 modulo 5 y exactamente otros dos de grado congruente
con +2 modulo 5. Los grados de los caracteres irreducibles de A5 de grado no
divisible por 5 son 1, 3, 3, 4.

Si la conjetura de McKay era ya un misterio, esta observacion la hace
todavia mas atractiva. Nos indica que debe existir una biyeccién

* Ity (G) — Ity (Ng(P))

que satisfaga
x(1) = (1) modp
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para todo x € Irry(G) (cuando McKay sélo garantiza la existencia de una
biyeccién cualquiera). (Esto sugiere la existencia de isometrias entre ambos
conjuntos de caracteres). Nosotros comprobamos nuestra conjetura para gru-
pos resolubles, para grupos con p-Sylow P ciclico, para GL(n,q) y SL(n,q)
(en la caracteristica natural), y para los grupos esporddicos. Casi al mismo
tiempo, P. Fong verificé nuestra conjetura para grupos simétricos.

. Qué sentido tiene generalizar una conjetura que ni siquiera ha sido proba-
da? Nuestro propésito al formular el refinamiento de McKay era obvio: cuanto
mas fuerte es una conjetura, mas facil debe ser de probar, pues disponemos
de més datos sobre la naturaleza de la misma. Desafortunadamente, a dia de
hoy, todavia nadie ha dado una explicacién del porqué de las congruencias en
McKay.

3 . AUTOMORFISMOS DE GALOIS

Pero habia mas.

Supongamos de nuevo que G es un grupo finito, de orden n, y sea X
cualquier representacién de G. Si g € G, entonces X' (g)" = I y por tanto
la matriz X(g) es semejante a una matriz diagonal cuyas entradas son raices
n-ésimas de la unidad. Por tanto, si x es un caricter de GG, entonces

X(g) € Qn,

donde Q,, es el n-ésimo cuerpo ciclotémico. En un teorema excepcional, R.
Brauer probé que todo caracter irreducible y puede ser de hecho originado
por una representacion

X :G— GL(m,Qy).

Es decir, no es necesario considerar todo el cuerpo C para obtener las represen-
taciones de G: es suficiente Q. (Este es un resultado con consecuencias en la
Teoria de Numeros). Utilizando el teorema de Brauer, estd claro que el grupo
de Galois G = Gal(Q,,/Q) actia de forma natural sobre Irr(G). Si x € Irr(G)
y o € G, la funcién x? definida por

X7 (9) = x(9)°

para g € G también es un carécter irreducible de G.
Intentando hallar nuevas relaciones entre Irry (G) e Irry (Ng(P)), ya sa-
biamos que no podia existir una biyeccion

* vy (G) — TIrry (N (P))

que conmutara con la accién de todos los elementos de G. Por ejemplo, esto
implicarfa que los conjuntos Irr,y (G) e Irry (Ng(P)) tienen el mismo nimero de
caracteres con valores racionales, y esto es falso (el grupo GL(2, 3) de matrices
inversibles de tamano 2 x 2 sobre el cuerpo de 3 elementos es un contraejemplo,
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para p = 2). Pero jno era esto pedir demasiado? Al fin y al cabo, |G «ignora» la
existencia de nuestro primo p! Era por tanto natural buscar un subgrupo H de
G candnicamente asociado al primo p y esperar que este subgrupo si conmutara
con una biyeccion en McKay. Experimentalmente, llegamos a la conclusién que
el subgrupo H no podia ser otro que el conjunto de todos los o € G que envian
las raices de orden no divisible por p, a una p-potencia suya.

CONJETURA DE McKAY (CON ACCION DE GALOIS). Sea G un grupo finito.
Si o € H, entonces o fija el mismo nimero de caracteres en Irr, (G) que en
Irr,y (NG (P)).

Mientras que McKay propone que los conjuntos Irry (G) e Irry (Ng(P))
tienen el mismo cardinal (el caso o = 1 de nuestra conjetura), la versién de
McKay con accién de Galois predice algo todavia mas profundo: que hay una
conexién no trivial entre los valores de los caracteres de ambos conjuntos. Hay
consecuencias no triviales de esta conjetura, de las que hablaremos después.

Nuestra conjetura ha sido comprobada para grupos resolubles (por Dade y
A. Turull). También, ha sido comprobada para grupos simétricos por P. Fong.
Nosotros la comprobamos para todos los grupos esporadicos y para grupos
con p-Sylow ciclico.

Los datos empiricos sugieren que podemos combinar la forma congruente
con la forma de Galois de McKay. De hecho, Dade ha anunciado una version
de sus conjeturas de acuerdo con esta idea.

Aunque sea obvio, la pregunta «por qué H» no podra ser respondida con
exactitud hasta que la conjetura de McKay no sea debidamente entendida. De
todos modos, tuvimos la conviccion de que H era el subgrupo apropiado que
buscdbamos cuando probamos el siguiente resultado elemental (ciertamente
clave para probar el caso P ciclico):

TEOREMA 1 Si R, es el anillo de enteros algebraicos de Qy, entonces H es el
subgrupo de G que estabiliza todos los ideales primos de R, que contienen a p.

4 . BLOQUES

Aunque en esta exposicion habria sido posible evitarlos, el lector no tendria
una imagen completa de los problemas que tratamos si no menciondsemos los
bloques de Brauer. Aunque nuestras conjeturas tratan de representaciones
ordinarias (sobre el cuerpo C), éstas estdn intimamente relacionadas con las
representaciones modulares (sobre cuerpos de caracteristica p), como vamos a
ver. De hecho, las representaciones modulares nos permiten probar resultados
profundos sobre las representaciones complejas.

En su forma bésica, la teoria de representaciones modulares empieza de
la siguiente manera. Sea G un grupo finito de orden n y sea P un ideal primo
de R, que contiene a p, donde de nuevo R, es el anillo de enteros algebraicos

en Q.
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Entonces F' = R,,/P es un cuerpo de caracteristica p. Consideramos F'G,

el algebra del grupo G sobre el cuerpo F'. (Esta no es mas que el conjunto de
sumas formales
> a9

geG

con ag € F'y con la multiplicacién naturalmente asociada a G. )
Podemos escribir
FG=B1® - @B

como suma de ideales indescomponibles de F'G. Las édlgebras B; son los blo-
ques de Brauer de G (que denotamos por Bl(G)). Si V es un FG-médulo,
entonces

V=VB & ---&VDB,,

y vemos que si V es irreducible (no tiene submédulos) entonces necesaria-
mente existe un unico bloque B tal que VB = V (al cual decimos que V
pertenece). En particular, cualquier F-representacién irreducible

X:G— GL(m,F)

(que de manera natural tiene asociada el médulo irreducible V' = F™) perte-
nece a un unico bloque B de G.

Lo que hace que la teoria modular sea tan rica y complicada es que no sélo
trata de las representaciones de G sobre F' sino de cémo éstas se relacionan
con las representaciones complejas. Ya hemos dicho que Brauer probd que
las representaciones de G pueden ser obtenidas en Q,. Pero todavia se podia
concretar més. Si x € Irr(G), entonces x puede ser también originado por una
representacion X con entradas en S, donde

S ={a/Blaa € Ry,f € R, —P}

es el anillo local de P-enteros. Utilizando el homomorfismo natural de ani-
llos * : § — F, vemos que el caricter complejo x tiene asociada una F'G-
representacion X*, que puede ser o no irreducible. Lo que es sorprendente es
que todas las constituyentes irreducibles de X'* pertenecen al mismo bloque B
(al cual decimos que x pertenece). Asi, vemos que no sélo los FG-mddulos
irreducibles estan partidos en bloques, sino también el conjunto de los carac-
teres irreducibles complejos de G: Irr(G) es la unién disjunta de los «bloques»
Irr(B) para B € Bl(G) asociados candnicamente al primo p. En el caso, sin
interés, de que p no divida |G|, los bloques son los caracteres irreducibles de
G.

Brauer probé que cada bloque B tiene univocamente asociado un p-sub-
grupo D de G, el grupo defecto del bloque, el cual, en cierto modo, mide
la complejidad del mismo. (Por ejemplo, D =1 si y sélo si Irr(B) = {x} si y
sé6lo si x tiene defecto cero. La famosa conjetura k(B) de Brauer que tantos
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problemas ha originado establece que |Irr(B)| < |D|. Después de muchos anos
de trabajo, esta conjetura acaba de ser probada s6lo para grupos p-resolubles).
Designamos por Bl(G|D) el conjunto de bloques B de G con grupo defecto
D. El primer teorema principal de Brauer, otro ejemplo de la importancia de
la localidad en la teoria de grupos, afirma que existe una biyeccién candnica

BI(G|D) — BI(Ng(D)|D).

Asi, cada bloque B de un grupo finito G determina canénicamente otro bloque
b de un subgrupo local, y por tanto «mas sencillo». Muchos especialistas, el
mas influyente M. Broué, creen que la solucién a todos los problemas que
aqui mencionamos esta en hallar la relacién exacta entre las algebras By by
la categoria de sus moédulos.

Otro hecho bésico en teoria de bloques es que si |G|, = p® y |D| = 2,

entonces

min, ery () {x(1)p} = p* ¢

De esta manera, si y € Irr(B), entonces podemos escribir

X(l)p _ pafd+h
donde h es un entero no negativo (la altura de y). Observamos que x € Irr(G)
tiene grado no divisible por p (los caracteres de los que se ocupa McKay) si
y sélo si D es un p-subgrupo de Sylow de G y h = 0. (Ahora, tenemos los
ingredientes para enunciar la conjetura de la altura cero de Brauer: D es
abeliano si y sblo si todos los caracteres irreducibles de B tienen altura cero.
Ninguna de las dos implicaciones ha sido demostrada).

La conjetura de Alperin-McKay es la versién de la conjetura de McKay
para bloques de Brauer.

CONJETURA DE ALPERIN-McCKAY. Si By b son blogues correspondientes de
Brauer, entonces B y b tienen el mismo nUmero de caracteres de altura cero.

Ahora, tanto la versiéon congruente como la de Galois de la conjetura de
McKay, admiten una versién en bloques. Por ejemplo, sabemos que ‘H esta-
biliza a cualquier ideal primo P de R,, que contenga a p. Asi, H actda natu-
ralmente sobre F', sobre las F-representaciones y sobre los bloques. Ademas,
conmuta con la biyeccién del primer teorema principal de Brauer. Nuestra ver-
sién de Alperin-McKay con accién de Galois establece que si o € ‘H, entonces
o fija el mismo numero de caracteres de altura cero en B que en b. La forma
congruente se establece en términos parecidos.

La teoria de bloques nos ayudé a probar, por fin, el siguiente teorema.

TEOREMA 2 Supongamos que P € Syl,(G) es ciclico. Entonces las formas
congruentes y de Galois de la conjetura de McKay son ciertas.
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La demostracion utiliza teoria de representaciones modulares, y especifi-
camente, la teoria de Dade de bloques con defecto ciclico.

El siguiente paso seria intentar probar estas conjeturas en el caso en que
P sea abeliano, pero, lamentablemente, no se ha podido extender la teoria de
bloques de defecto ciclico a una teoria de bloques con defecto abeliano, aunque
esto es algo que se persigue desde hace mucho tiempo.

5 . CONSECUENCIAS DE LA CONJETURA DE McKAY
CON ACCIONES DE GALOIS

Como hemos dicho, uno de los problemas clésicos en Teoria de Caracte-
res es hallar qué informacién sobre un grupo finito G contiene su tabla de
caracteres X (G). Por ejemplo, X (G) sabe si G es ciclico, abeliano, nilpoten-
te, resoluble 6 simple. Sin embargo demostrar que X (G) conoce invariantes
locales es algo mucho més dificil. Por ejemplo, no se sabe si X(G) determina
el nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Como consecuencia de la forma de
Galois de McKay, podemos decidir desde X (G) si un p-subgrupo de Sylow de
G es autonormalizante.

TEOREMA 3 Sea G un grupo finito y sea P € Syl,(G). Supongamos cierta la
forma de Galois de McKay. Entonces X (G) determina si P = Ng(P).

Otro problema clasico sobre tablas de caracteres es determinar qué sabe
X (G) del p-subgrupo de Sylow P de G. Por ejemplo, R. Brauer pregunté si
X (G) determinaba si P es abeliano (problema que se resolvié finalmente uti-
lizando la clasificacién). Recordamos que el exponente de un grupo finito G es
el menor entero positivo n tal que ¢" = 1 para todo g € G.

TEOREMA 4 Sea G un grupo finito y sea P € Syl,(G). Supongamos cierta la
forma de Galois de McKay. Entonces X(G) determina el exponente de P/P’.

Para finalizar, somos algo pesimistas acerca de la posibilidad de encontrar
en un futuro inmediato una demostracion de la conjetura de McKay que no
utilice la clasificacién de los grupos finitos simples. A pesar de que nunca
es enteramente satisfactorio probar que un teorema es cierto para todos los
grupos porque es cierto para los grupos simples, demostrar la conjetura de
McKay seria un logro de gran importancia. Recientemente, trabajando junto
con M. Isaacs y G. Malle, hemos reducido la conjetura de McKay a un teorema
sobre grupos simples, que esperamos se pueda comprobar proximamente.
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