LA GACETA DE LA RsSME, VoL. 10.2 (2007), PAas. 333-371 333

Estimacion y contrastes de hipotesis en modelos de regresion
desde la perspectiva del analisis funcional

por

Luis Alberto Ramil Novo y Wenceslao Gonzdalez Manteiga

En este trabajo se analizan los funcionales que en un modelo de regresién
dan lugar a la estimacién de la funcién de regresién, m, la varianza del
término de error, y la discrepancia de m con respecto a un modelo de
regresion paramétrico. El estudio se centra en diversos aspectos comunes
de las técnicas de estimacién y contraste de hipdtesis en los contextos
paramétrico y no paramétrico, como son la definicién de los estimadores,
las ecuaciones normales, el andlisis de la varianza, los F tests o los tests
de razén de verosimilitudes.

Palabras clave: modelos de regresion; estimadores minimo cuadraticos; esti-
madores no paramétricos; contrastes de bondad de ajuste.

1. INTRODUCCION

Muchos problemas fisicos, quimicos, biolégicos, etc. se describen haciendo
uso de relaciones tedricas entre variables, y = m(z), que no se pueden conocer
de manera exacta. En la préctica, la aproximacién de la funcién m se hace en
base a un conjunto de observaciones {(Xj;, Y;)}_;, que con frecuencia conllevan
un error implicito, ¢, de caracter aleatorio,

En este trabajo consideraremos que las observaciones (X, Y;) son bidimensio-
nales, y errores

g; independientes, de media nula, y varianza constante o. (2)

Al modelo matemético (1) que describe la relacién entre la variable (res-
puesta) Y y la variable (explicativa) X se le conoce como modelo de regresién,
y a la funcion m que describe la relacion entre ambas variables, se le denomina
funcién de regresién. En el andlisis estadistico, tanto la funcién de regresién,
como la varianza del error, o2, son objeto de interés.

En este trabajo se analizan métodos de estimacién de m y o2 paramétricos
y no paramétricos, y contrastes de hipdtesis sobre la forma funcional de m
basados en el andlisis de la varianza. Veamos las ideas de estos procedimientos
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Figura 1: Izquierda: interpretacion del estimador minimo cuadratico. Derecha:
analisis de la varianza asociado al F' clasico de falta de ajuste.

con un ejemplo relevante, el modelo de regresién lineal general, definido por
la igualdad (1), la hipétesis (2) y la relacion,

m e Mo = {my:my(z) =br1g1(x) +---+0p9p(x), 0, €R, j=1,...,p}, (3)

en donde g1, ..., gp son funciones conocidas, y 01,...,0, son pardmetros des-
conocidos.

El método de estimacién de los pardmetros 6; mas utilizado, es el método
de los minimos cuadrados (véase, por ejemplo, Seber (1977)), consistente en
minimizar con respecto a 6 = (61,...,60,)" la suma de cuadrados,

S(0) = ¥ — (0191(Xs) + -+ + Opgp( X))

i=1

Se requiere que g1 = (91(X1),..-,91(Xn))5 - oy 8 = (9p(X1),- -+, gp(Xn))"
sean linealmente independientes y que n > p para garantizar la existencia

y unicidad de la solucién, 6,...,8,. El vector m; = (my(X1),...,mz(Xp))*
(con my(X;) = 0rg1(X;) + - + épgp(Xi)), es entonces la tinica proyeccién
ortogonal de Y = (Yi,...,Y,)! sobre M*, el espacio vectorial generado por
los vectores gy, ..., gp (véase la Figura 1 - izquierda, correspondiente al caso
p =2,y la Seccién 3).

Si los errores ¢; siguen una distribucién normal (ademas de satisfacer (2)),
dos métodos clasicos (véase Seber (1977)) para contrastar la hip6tesis nula de
validez del modelo lineal definido en (3), Hy : m € My, frente a la hipé6tesis
alternativa, Hy : m ¢ My, son los siguientes.

El primero, valido cualquiera que sea m, requiere que para cada X; estén
disponibles varias observaciones independientes (réplicas) de la variable Y,
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Yir =m(X;)+eir,i=1,...,n;r=1,...,7;. El contraste de hipdtesis se lleva
a cabo mediante el F' test de falta de ajuste, basado en el estadistico,

N —n Yy 2oy [Yir = mg(X)]? = 00 Do [Yir — (X))
n—p D iy 2y [Yir — (X)) ’

en donde m(X;) =Y; = Y1, Y;/r; representa una estimacién de m bajo H,
y N =>"",r; es el tamano de la muestra. Bajo Hy, F sigue una distribucién
Fconn—py N —n grados de libertad, por lo que se rechaza Hy si p =
Pr(F,—p N—n > Fops) es un valor pequeno. Aqui, y en lo sucesivo, Fys denota
el valor observado del correspondiente estadistico F'.

El segundo método requiere poder asumir que, para cierto q > p,

F=

(4)

meM={my:myg=>0ig1(x)+ - +6y94(x), 0, R, j=1,...,q}, (5)

en donde g1, ..., gy son funciones conocidas, y 01, ..., 0, son parametros des-
conocidos. La hipotesis Hy postula entonces que m pertenece a un subespacio
de M de menor dimensiéon, Mg. Entre los tests clasicos de reducciéon de la
dimensionalidad, figuran el test de razon de verosimilitudes y el F' test que
pasamos a describir.

Consideremos por simplicidad que sdlo estd disponible una observacién
de la variable Y por cada valor de la variable X. Si la funcién de regre-
sién es una funcién g, la funcién de densidad de los errores es f(g;;¢9,0%) =
(2702) 12 exp(—22/[20%]) = (270) "2 exp(~[Y; — g(X0)[2/[20%]), ¥ la fun-
cién de verosimilitud se define como,

n

L(g.0%) =TI f(ei39,0%) = (2m0”) ™ exp(= Y _[Yi — g(Xi)]*/[20%)). (6)
1=1

El test de razén de verosimilitudes (que se analiza en la Seccién 8.1) se basa
en el estadistico,

\_ SWPgentyot L(9.0%) <z;;1m - m9~<Xz->12)”/ o ap
SUPge M, 02 L(g,0?) Z?:ﬂyi — m(X;)]? n—q

F+ 1)—11/2’

en donde ahora, 7 (x) = 0191 (x) + - - + O,494(x) v,

_ n—q iy —mg(@i)? — 3 [y — ()]
q—p i lyi — ()] ’

es el estadistico de contraste del F' test equivalente (que se examina en la
Seccién 6.2).

Los resultados de los F' tests suelen presentarse en las denominadas ta-
blas de analisis de la varianza (o tablas ANOVA) que recogen la relacién entre

F (7)
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las sumas de cuadrados utilizadas en la definicion del estadistico F'. Asi por
ejemplo, la tabla ANOVA correspondiente al F test (4) es la siguiente (véase la
Figura 1 - derecha; en la tabla, 6% 4 representa una medida de la discrepancia

de m con respecto al modelo lineal, y &129 p es la estimacion de a?).

Tabla 1. Andalisis de la varianza asociado al F test de falta de ajuste

Grados de Cuadrado Estadistico
Variabilidad Suma de cuadrados libertad medio F
Falta de R Ay N2 o _ SS5Fa _ &%A
ajuste SSra _»L;lrl[m(XZ) _mO(X’L)] n—p O = n—p F= E
n T
Error puro SSep =3 3 [Yir —m(X;)]? N —n 625 = SSep
i=1r=1 N—n
Residual A 9
(bajo Ho) 991 = 2 2 [¥ir =mg(Xi)] N=p

En lo que sigue presentamos una caracterizacién de la funcién de regresion
y de la varianza de los errores (Seccién 2) que servird para introducir, de forma
unificada, los estimadores minimo cuadréticos (Seccién 3), y los estimadores
no paramétricos spline suaves - smoothing spline en la terminologia anglosa-
jona (Seccién 4). La caracterizacién de ambos estimadores como las funciones
que minimizan determinados funcionales, nos permitira presentar de forma
novedosa, y unificando el enfoque paramétrico y no paramétrico (Secciones
5-9), el andlisis de la varianza de la regresion, los F' tests y el test de razén
de verosimilitudes. En la Seccién 5 presentamos los fundamentos en los que se
basan el andlisis de la varianza y los F' tests, basados en estimadores minimo
cuadraticos, que analizamos en la Seccion 6, y los basados en estimadores spli-
ne suaves, que se describen en la Seccion 7. En la Seccién 8 se analizan los tests
de razon de verosimilitudes equivalentes a F' tests, considerando estimadores
minimo cuadraticos y estimadores spline suaves. Por ultimo, en la Seccién 9 se
analizan estimadores no paramétricos alternativos al estimador spline suave
para llevar a cabo el andlisis de regresion, el andlisis de la varianza o los F'
tests.

1.1 . EJEMPLO

Los métodos de estimacién y los contrastes de hipétesis que se presentan en
las secciones sucesivas, se ilustrardn con el analisis de los datos representados
en la Figura 2.

El grafico de la izquierda representa los ratios peso/altura de los ninos
entre cero y seis anos de edad de una muestra de familias (Eubank (1988),
Cap. 5), {(zj,y:) :i=1,...,72}, en donde z; = i — 0,5 es la edad en meses,
e y; = m(x;) + &; es el ratio asociado a x;. En los graficos se aprecia que la
evolucién del ratio peso/altura es, en términos medios, una funcién lineal de
la edad en meses a partir del primer ano (z > 12,5, grafico de la derecha),
pero no desde el nacimiento.
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Figura 2: Ratio peso/altura (en libras por pulgada) frente a la edad en meses.
Izquierda: muestra completa, de cero a seis anos. Incluye la estimacién minimo
cuadratica de un polinomio de grado cinco (trazo discontinuo) y el estimador
spline suave ctibico de pardmetro A = 0,033* (trazo continuo). Derecha: sub-
muestra correspondiente a una edad superior o igual a un afio. Incluye la recta
de regresién minimo cuadratica.

El analisis estadistico, ademés de las estimaciones paramétrica y no pa-
ramétrica de m correspondientes al conjunto de datos global que se muestran
en la grafica de la izquierda, abarca el contraste de la hipétesis de linealidad,
Hg : m(xz) = 0y + 01z, a partir del primer ano. En la Seccién 6.3 se considera
el andlisis paramétrico clasico, y en la Seccién 8.3 el andlisis no paramétrico.

2 . LA FUNCION DE REGRESION Y LA VARIANZA DEL ERROR

Consideremos un vector aleatorio (X,Y) tal que E[Y?] < oo e Y se puede
expresar como Y = m(X)+e¢, en donde el error ¢ = Y —m(X) es una variable
aleatoria de media nula independiente de X.

2.1 . CARACTERIZACION DE LA FUNCION DE REGRESION

Consideremos el problema de predecir Y en funcién de X. Aplicando las
propiedades de la esperanza condicionada, la funcién de regresion se expresa
como la esperanza de Y condicionada a {X = z}, m(z) = F[Y/X = z|. Esta
funcién es también la que proporciona la mejor prediccién de Y (véase Shao
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(2003, Cép. 1)), en el sentido de que m minimiza el error cuadratico medio,
V(g) = E[(Y — g(X))?,
sobre el espacio de funciones,
M ={g: g es una funcién de Borel con E[¢*(X)] < 0o} = B. (8)

Ademds m es la tnica solucién del problema de minimizacién anterior, por lo
que,
m = argminV(g).
geEM
Las definiciones de los estimadores minimo cuadréticos y spline suaves de
la funcién de regresion se fundamentan como veremos en la caracterizacion
anterior.
De acuerdo con esta definiciéon de m, fijada g € M, la funcion,

N(a) = E[(m(X)+ag—Y)?| = V(m+ag) acR,

tiene un minimo en o = 0. La condicién necesaria de minimo, N'(0) = 0,
conduce a las igualdades,

E[(Y —m(X))g(X)]=0 paratoda g€ M. 9)

Las denominadas ecuaciones normales de la regresién, que son la base para la
estimacién de la funcion de regresion, se obtienen, como veremos, de forma
analoga a las igualdades anteriores.

2.2 . LA VARIANZA DEL ERROR

La caracterizacion de m como la funcién que proporciona el valor minimo
de V(g),
E[(Y —m(X))*] = Inin E[(Y - g(X))?], (10)

2

muestra que o~ es el valor minimo del funcional V(g),

2_vy — mi )
o (m) ;glAgV(g)

Esta expresién servird como referencia para definir los estimadores minimo
cuadraticos y spline suaves de o2. De la igualdad (9) se deduce que o? se

puede expresar también como,
0 =cov(e,Y) = E[e - Y]. (11)

Varios de los estimadores de 02 que veremos admiten asimismo una motivacién
similar.
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3 . ESTIMADORES MINIMO CUADRATICOS

Consideremos una muestra aleatoria (X1,Y1),...,(X,,Y,) de un vector
aleatorio (X,Y’) que satisface la ecuacién (1). Denotamos por Y = (Y1,...,Y,)!
vg=(9(X1),...,9(X,))! para cualquier funcién g; y por simplicidad, sin que
ello suponga pérdida de generalidad, supondremos que el soporte de X es el
intervalo [0, 1].

3.1 . ESTIMACION DE LA FUNCION DE REGRESION

En la Estadistica clasica o paramétrica, se considera que la funcién de
regresion pertenece a un espacio de funciones paramétrico, M = {my : € O}.
Aqui consideraremos un modelo de regresion lineal general, definido por la
igualdad (1), la hipétesis (2) y la relacién (5). Supondremos ademés que g, . . .,
g, son vectores linealmente independientes.

El estimador minimo cuadratico de m se obtiene minimizando sobre M
la versién muestral de V (g),

n

. 1 1
Vig) =~ > Y- g(X))? = Y - gl> parageM,
i=1
en donde || || es la norma de R™ inducida por el producto interior (z;,zy) =

2 . ;- (e N L.
S z1izas, |77 = Y0, 22. El estimador minimo cuadrético m, es la tnica

funcion en la que se alcanza el minimo, por lo que,
. 0 1 N .
i = argmin® (g) = argmin— |Y —g|?, v [[Y —1m? = min|[Y — g|*.
geM geM T geEM

En consecuencia, el vector de estimaciones m es la proyeccién de Y sobre el
espacio vectorial generado por gq,...,gq,

M*:{mgzm9:91g1—|—~--+9ng, ngR, j:1,...,q}.

Por ser M de dimensién finita, una funcién g = >4

=1 g, queda carac-

terizada por el vector de pardmetros § = (61, ...,6,)" por lo que V(g) y V(g)
son en realidad funciones de 0,

q n q
N 1
V() = E[(Y =) _0;g;(X)? v V(0)= - DW= 005X
j=1 i=1 j=1
3.2 . ECUACIONES NORMALES

Las ecuaciones normales que caracterizan al estimador se deducen de la
siguiente manera. Fijada g € M y la funcién,

N(a) = V(i + ag) = E[(m(X) + ag — Y)?] a € R,
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la condicién necesaria de minimo, N’(0) = 0, equivale a las ecuaciones norma-
les de la regresion lineal (andlogas muestrales a las ecuaciones (9)),

(Y — i) = = S ¥ — m(X)]g(X) =0 para toda g € M,

n -
=1

De estas ecuaciones se deduce que m = PY en donde, P = X(XtX)_lXt es
la llamada matriz de proyeccién, que es una matriz simétrica e idempotente,

y X =(81,---,8q¢)-

3.3 . ESTIMACION DE LA VARIANZA

El estimador minimo cuadrético de la varianza del error se obtiene al
evaluar V(g) en m,

6% = %Z[Yz — m(X,)]? _;25\1}”112[5@ — g(Xy)]%. (12)
i—1 i=1

El estimador resultante admite pues las siguientes interpretaciones,

N ~ 1 1
~2 ~ , ; 2 ~ (12
= = 1 el —_ —_ = — — 1m s
67 =V(m) = min V(g) = min —|[Y —g[" = _[|Y — ]

en donde |[Y —m|? = |[Y -PY|? = Y/(I-P)'I-P)Y = Y/(I-P)Y.
Ademds, la expresion 62 = n 1Y (I - P)Y =n~1 Y"1 | [V;—m(X;)]Y;, permite
interpretar 62 como una versién muestral de la ecuacién (11).

4 . ESTIMADORES SPLINE SUAVES

El estudio de métodos de aproximacién de funciones, cuyas aplicaciones
son numerosas en diversas ciencias (Quimica, Fisica,...), tiene ya una extensa
y rica historia tanto en el campo de la Estadistica como en el de la Matematica
Aplicada. En términos generales se pueden distinguir dos tipos de problemas
de aproximacién de funciones (véase Schumaker (1993)).

El primero lo constituyen los problemas descritos en la introduccién (Sec-
cién 1). Estos problemas, conocidos como problemas de ajuste de datos, son
frecuentes en la mayoria de las ciencias experimentales. En muchos casos re-
quieren una soluciéon de naturaleza estadistica.

Los problemas del segundo tipo, usualmente, no tienen componente es-
tadistica y son problemas que se resuelven por métodos puramente analiti-
cos (ecuaciones diferenciales, integrales, etc.). En muchos de estos problemas
esta resuelto el estudio de existencia y unicidad de la solucién, pero soélo se
pueden resolver de forma explicita algunos casos sencillos, por lo que en la
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practica se recurre a una soluciéon aproximada. El estudio de las clases de fun-
ciones razonables para llevar a cabo la aproximacion es el objetivo de la Teoria
de la Aproximacién, mientras que el Anélisis Numérico se ocupa del disefio
y analisis de algoritmos de aproximacién eficientes basados en las clases de
funciones apropiadas.

Una clase de funciones que han resultado de gran utilidad tanto en pro-
blemas de ajuste de datos como en la obtencién de soluciones numéricas son
las funciones spline. Nos ocupamos aqui de las denominadas funciones spli-
ne suaves, cuyo uso en inferencia estadistica no paramétrica ha dado lugar
a numerosos articulos cientificos y varias monografias (véase, por ejemplo,

Eubank (1988)).

4.1 . ESTIMACION DE LA FUNCION DE REGRESION

Consideremos el espacio de funciones de Sobolev de orden (2,p), que de-
notamos por W4[0, 1] y definimos como

1
{g : ¢ es absolutamente continua para 0 < j < p — 1, / [g(p)(:c)]zd:c < oo} .
0

Si para una funcién g € W50, 1], consideramos J (g fo r)]?dx para
medir el grado de suavidad de la funcién, y V( ) como medida del grado de

ajuste de la funcién a los datos, el funcional E(g) = (1 — o)V (g) + a.J(g), con
0 < a < 1 una constante, pondera ambos aspectos.

Se denomina estimador spline suave de orden (2,p) a la funcién m que se
obtiene minimizando sobre M = WZ.[0,1] el funcional (A > 0 una constante
fija),

V(g \) = :LZ[Y 24 A/ )2dz.

O sea,

1 = argminV (g, A).
geM

Obsérvese que V(g,A) es V(g) mas el término de penalizacién AJ(g), que
garantiza la existencia y unicidad de la solucién si n > p. Ademads V(g,)\)
equivale a F(g) haciendo A = a/(1 — «). Por tanto, la constante A, conocida
como parametro de suavizacion, mide la relacién entre el peso que se da a la
suavidad de la curva y el peso que se da a la bondad del ajuste, para obtener
m. Cuanto mayor sea A\, més suave serd el estimador m resultante.

El estimador spline suave admite una interpretacion geométrica similar a
la del estimador minimo cuadratico, en el espacio producto H = R™ x Ls[0, 1].
En H, los datos quedan caracterizados por el par formado por el vector Y
y la funcién cero, Y* = (Y,0), y las funciones quedan caracterizadas por la
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ecuacién diferencial que define el par (g, g?)) (véanse Cox (1983, 1984)). El es-
pacio H es un espacio de Hilbert con el producto interior ((z1, g1),(z2,92))n =

Yoy Z1iZ2i + nA fol g1(x)g2(x)dx, que induce la norma,
2 . !
a)li= 3040 [ P@)dn, (@9)= (1. )'0) €1
i=1

En consecuencia,

¥ ¥ ! 1 2 1 * *
VoM = V() + A [ g @Pde = (¥ - gg™), = 1Y =",

0 n H n
mide la distancia entre Y* y ¢g* (d*(Y*,g*) = ||[Y* — g*H?1 = nV(g,\). El
estimador spline suave visto en el espacio M* = W5*[0,1] = {¢* = (g, ¢?)) :
g € WF[0,1]}, que es un espacio de Hilbert (véase Cox (1984)), es

1
m* = arg min— HY*—g*H?{,
grem* T

ya que, por la propia definicién de m,

-, -y o -
n ’ H  geEMMN ’ H
1 )2 1 2
o S Y )% = min —|[Y*—g"|2 .
Liventi = min L,

En consecuencia, /m* es la proyeccién de Y* sobre M* = WE*[0,1] (véase la
Figura 3 - izquierda).

El estimador spline suave pertenece al espacio N'S?P (X1,...,Xy) de spli-
nes naturales s tales que s es una funcién polinémica de grado 2p—1 en cada su-
bintervalo [X;, X;11), las derivadas de s hasta el orden 2p—2 existen y son con-
tinuas, s tiene derivada de orden 2p—1 que es una funcién a trozos con saltos en
los X; y s es un polinomio de grado p fuera de [X 1), X (n)]. Demmler y Reinsch

1975) proporcionaron una base {pg, }?_; del espacio NS? (X1, ..., X,) que
k=1

satisface ' 71 i (X0)okn (Xi) = 61 v Jif o) (@) (€)dz = Yindji con

0 < Yin <o < VTpn < To+1,n <-..-< Tnn- En términos de la base {‘Pkn}zzla
el estimador spline viene dado por,
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(en donde g, = n~ " Y1) opn(X)Y2). Ast () = n~" 30 Wa(z, X;)Yj es
un estimador lineal, con una funcién de pesos,

< Ok (2) Prn (X;)

k=1

que se corresponde con el estimador spline suave de orden (2, p) para el con-
junto de datos {X;,nd;;}i, (véase Silverman (1984)).

(% —m; (X

1=

=
»

2oL (X)) - A XF

+ maf [ (o de

M =(g" = (gUH), .. a(X ). g 10,11} 2K )T+ na [ ()

Figura 3: Izquierda: interpretaciéon del estimador spline suave. Derecha: analisis
de la varianza asociado al F' test natural (basado en el estimador spline suave).

El vector de estimaciones resultante es h = HY en donde, H = ®I'®! =
[N~ Wi (Xi, X;)], siendo @ =n""2(¢; ..., pnn) y T =diag((1 + Mygn) ™).

4.2 . KECUACIONES NORMALES

En lo que respecta a las ecuaciones normales, podemos definir una versién
continua del estimador spline suave que admite un sistema de ecuaciones “nor-
males” que caracterizan al estimador (véanse Cox (1983, 1984)). Se denomina
estimador spline continuo de orden (2, p) a la tnica funcién s(x) que minimiza

sobre M = WF[0,1] el funcional,

1
V(g.\) = E[(Y — g(X))) + A /0 (g ()P de
1

— E[(m(X) — g(X))} + A /0 (6 (2)2d + o

(véase la igualdad (15), pagina 345). Asi pues,

= in V(g,\).
s = arg min (9,A)
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Fijada g € M, y la funcién,
N(a)=V(s+ag) acR,

la condicién necesaria de minimo, proporciona las siguientes ecuaciones nor-
males para el estimador spline continuo,

1 1
E((Y - s(X)) g(X)] = /0 m(z) — s(z)] g(z)dF () = A /0 o) () (z)dz,

para toda g € M = WF[0,1]. Si X tiene densidad f(x), la igualdad

1 1
/ m() — s(z)] s(x)dF(z) = A / (5 (2) 2da,
0 0

conduce a la siguiente ecuacién diferencial que caracteriza también al estima-
dor spline continuo,

s (x
A @) 1) = m) @),

con s9(0) =sU)(1)=0,j=p,...,2p— 1.
Para el estimador spline suave, m, es posible obtener unas ecuaciones
similares (Eubank (1988, Cép. 5)). Fijada g € M, y la funcién,

N(a) = V(i + ag,\) aeR,

la condicién necesaria de minimo, N'(0) = 0, equivale a las siguientes igual-
dades que caracterizan al estimador,

n

(Y*—m*,g%" )y = Z[Y m(X; - nA/ P (x)dx =0, (13)

=1

para toda g € M = WY[0,1]. En efecto (véase Eubank (1988, Cép. 5)), ex-
presando m en funcién de la base de Demmler y Reinsch (1975), m(z) =

> i=10jpjn(x), se obtiene que,

/’fn(p) )gP) (z)dz = (=1)P(2p — 1)! Zg Xi) Y 065,
j=1

para toda g € M = W¥[0,1]. De lo anterior se deduce que la condicién nece-
saria de minimo, N'(0) = 0, equivale a las siguientes ecuaciones,

cuya solucién es tinica en los 0;.
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4.3 . ESTIMACION DE LA VARIANZA

Como generalizacién natural del estimador de la varianza minimo cua-

dratico, consideraremos el estimador que resulta de evaluar el funcional V(g, A)
en 1 (por analogia con (10) y (12)),

n 1
BN = 1 YW= R+ [ [ @)
n im1 0
1 e
= mip - ;[Y (X4 A /0 () () 2dz.

Este estimador admite las siguientes interpretaciones,
N = V) = min (g, ) = min = [V —g* 3 = ¥
H ’ gem grEM* N H ™ p Ho

en donde HY*—m*H% =Y!(I-H)Y. En efecto, por las ecuaciones normales

(13),
YT~ H)HY = 300 — i (X0hin(X) = o [ G0 @Pds, (14

por lo que,

n n

1Y =[5, = DY — (X)) + Y [Y; — (X)) (X;)
=1 =1

=Y (I-H)!I-HY+Y'(I-HHY=Y'I-H)Y.
De esta igualdad se deduce 6%,(\) = n ™ 'YH (I - H)Y =n"' 31, [Vi—(X;)]Y;
que permite interpretar &%(A) como una versiéon muestral de la ecuacién (11).

5. FUNDAMENTOS DEL ANALISIS DE LA VARIANZA Y DEL F TEST

Es bien conocido (véase Shao (2003), Cép. 1) que para cualquier funcién
geEM=DB8,
E[(Y — g(X))*] = E[(m(X) — g(X))*| + E[(Y —m(X))?]. (15)

Consideremos un espacio de funciones paramétrico de interés, Moy = {my :
0 € ©}. Para medir la distancia de las funciones de g € My a m haremos uso
del funcional,

D(g) = E[(m(X) - g(X))?] = /[m(ﬂﬂ) — g()]dF ().

Si M es un estimador de m, D(m) se conoce como error cuadrético integrado,
y se denota por ISE(m).
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5.1 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA TEORICO

Consideremos la funcién mg (supondremos que existe y es tnica) que
minimiza D(g) sobre M. La funcién mgy también minimiza V' (g) sobre My
ya que V(g) = D(g) + V(m), y V(m) = 02 es constante. Asi pues,

mo = argminV (g) = argminD(g).
geEMo geEMo

Consideremos el contraste de hipdtesis,
Hyp:m e My frente a H;:m ¢ M. (16)

Los F tests se basan en la siguiente igualdad, a la que denominaremos andlisis
de la varianza tedrico (o abreviadamente, ANOVA tedrico),

E[(Y — mo(X))*] = E[(m(X) —mo(X))’] + E[(Y — m(X))?].
En lo sucesivo denotaremos 02 = E[(Y —mo(X))*]yd? = E [(m(X) — mo(X))?]

(= ISE(my)). Las diferentes interpretaciones del ANOVA tedrico se recogen en
la siguiente tabla.

Tabla 2. Andlisis de la varianza tedrico

Valor del Minimo del

Qué mide? Parametro Valor esperado funcional  funcional
Distancia a Mg d? E[(m(X) —mo(X))’]  D(mg) m/lgll D(g)
geMo
Varianza bajo H; o2 E[(Y —m(X))?] V(m) né%V(g)
9
Varianza bajo Hy o3 E[(Y — mo(X))?] V(mo) Iél/l\fll V(g)
g 0

El ANOVA tedrico se puede expresar también en términos de covarianzas
si la funcién,

r(z) =m(z) —mo(x) = E[U/X =z], endonde U =Y —my(X),

es ortogonal a las funciones constantes, o sea, si E[r(X)] = [r(z)dF(z) = 0.
Considérense para ello los funcionales,

D(g) = E[(Y —g(X))(m(X) —g(X))] v V(g) = E[(Y —=mo(X))(Y —g(X))],

definidos sobre el espacio de funciones (8). Se tiene que V(mg) = V (myg) = o3,
y teniendo en cuenta la igualdad (9), se observa que D(g) coincide con D(g),
y por tanto D(mo) = d*, y V(m) = E[(Y —mo(X))(Y —m(X))] = E[(Y ~
m(X))Y] = E[(Y —m(X))?] = V(m) = o%. En consecuencia, oj = d? + o
equivale a la igualdad V(mg) = D(mo) + V(m).
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Si asumimos que E[r(X)] = 0, o equivalentemente que E[U] = 0 (ya
que U = r(X) + ¢), los términos del ANOVA tedrico se corresponden con las
siguientes covarianzas: d° = oy ,(x), 0% = Ovey 08 = oy,y. Esta interpretacion
se recoge en la siguiente tabla.

Tabla 3. Andlisis de la varianza tedrico en términos de covarianzas

Parametro Covarianza Valor del funcional
d? Ty r(x) = cov(Y —mg(X), m(X) —mo(X)) D(mo)
o? oue = cov(Y —mg(X),Y —m(X)) V(m)
o3 ouu =cov (Y —mo(X),Y —mp(X)) V(mo)

Cualquiera de las dos expresiones del anélisis de la varianza teérico (Tablas
2 y 3) admite una versién muestral. Mostramos por su interés, la correspon-
diente a la Tabla 2, basada en los funcionales,
1 n n

ASE(g) = - > (X)) —g(X)P v Alg) = %Z[Yi—m(Xi)Hm(Xi)—g(Xi)]~
i=1 i=1

Si m es un estimador de m, ASE(m) se conoce como error cuadréatico medio.
La igualdad general, V(g) = ASE(g) + 2A(g) + V(m), aplicada a my es,

V(o) = = 1Y = m(X)P + 3 m(X) —me(X)P (17)
=1 =1

% S 1Y — m(X0)][m(X) — mo(X)].
=1

Denotando por o2 = V(m), o3, = V(mg), d2 = ASE(mg) y 6, = 2A(my), la
igualdad anterior, a la que denominaremos ANOVA tedrico muestral, se expresa
como o3, = d2 + &, + o2.
5.2 . FUNDAMENTOS DEL F TEST
El andlisis de la varianza tedrico de la Tabla 2 sugiere redefinir el contraste

de hipdtesis (16) en términos de,

C=_=20_"

ya que bajo Hp, y sélo bajo Hyp, C' = 0, y por tanto el contraste se puede
expresar de forma equivalente como,

Hy:C =0 frentea H;:C > 0.
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En términos de los funcionales D y V', la primera expresién de C' se corresponde
con,

D(mg) _ mingep, D(g) _ E[(m(X) —mo(X))?]

¢= V(m)  mingemV(g)  EB[(Y —m(X))?] (18)
y la segunda con,
_ V(mg) —V(m) _ mingem, V(g) — minger V(g)
TV T aiemVi) 1
_ BI(Y —mo(X))*] - B[(Y — m(X))Q]'
E[(Y —m(X))?]

Las versiones muestrales correspondientes a estas expresiones de C' son,

C = ﬁ _ n~L3E L Im(XG) — mo(X;))?
RN G UIC Ok

Q

03y — o2 Y[V —mo(X)]2 — T Y0 Y — mi( X))

C="a T [V — ()2

Si Ele*] < +00, la esperanza de C admite la siguiente aproximacién (Johnson,
Kotz y Kemp (1992, Cép. 1)),

A d? E[d? var(o? cov(d?, o2 d? 1 d?
I = B2+ 58 |1+ o ~ mi) e ~ 200G~ 7

en donde a, = O(n~!) significa que a,/n~! — ¢, siendo ¢ una constante. Un
resultado similar es vélido para C.

La idea en la que se basan los F' tests es en utilizar versiones muestrales
de C, bien sea del tipo C' = d?/&2, bien del tipo, C' = (63 —62) /62, basadas en
estimadores Mg y m en vez de mg y m, para definir estadisticos de contraste
del tipo,

7 2 _ 2

2 52 —
F=c- % o F=k- 207
g g

en donde ¢ = ¢1/co y k = ki /k2 son cocientes de constantes tales que ¢1 y kq

dependen de 62, mientras que ¢y y ko dependen de d? y [7(2)—62 respectivamente.

Argumentos anédlogos a los utilizados con las expresiones de C basadas en
la Tabla 2, pueden emplearse a las expresiones basadas en la Tabla 3, o a las
que resultan de combinar ambos enfoques, tales como

_ D(mo) v C= D(mo)
V(m) V(m)

Cada una de estas expresiones (18)-(20) dard lugar, como veremos, a una
generalizacién del F' test clésico.

(20)
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Tabla 4. Fundamentos del F test
Comparacién Comparacién
Hipétesis Hipotesis relativa de relativa Comparacion
nula alternativa funciones de regresién  de varianzas de covarianzas

d? ol — o2 Ou,r(X
Ho:C=0 H :C>0 c="5 c="0" ¢ = 22X

g g Ou,e
5.3 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA MUESTRAL

Las versiones muestrales de los funcionales D(g) y A(g) basadas en un

estimador Mm cualquiera son,
n

Dlg) = S (X)~g(X)P ¥ Alg) =5 Y Vim (X)X ~g(X0)

Se tiene asf la igualdad general, V(g) = D(g) + 2A(g) + V (1n). Esta igualdad
aplicada a myg, el estimador minimo cuadratico de myg, es,

V(o) = = S ih(X0) = o (X0)
=1
+ 23 (X — o (X)] - D[V — (X))
=1 =1

La igualdad anterior (anédloga a la (17)) se puede considerar como el an4li-
sis de la varianza asociado a C' = [V (1) — V (1)]/V (1n) y C = D(vng)/V (11),
las versiones muestrales de C' correspondientes a las expresiones (18) y (19).
Su interpretacion se presenta en la tabla siguiente. En lo sucesivo denotaremos

por d? = D(ing), 6% = V (1), 63 = V(ing) y 6 = A(1hg).

Tabla 5. Interpretacion del andlisis de la varianza muestral con estimadores
cualesquiera. Comparacion de ajustes y comparacion de varianzas

Valor del Expresién
Estimador Media muestral funcional vectorial
12, . N 1, . .
& = > [(Xs) — 1o (X)) D(rho) — || — rio|?
n =1 n
. 2 n R ~ o 2. Nt .
0 - ;[m(Xz) —mo(Xi)][Yi —m(X:)]  2A(m0) (@ — 1ho) (Y — 1)
.9 12 . 9 N 1 2
— Y — m(X; 1% Y —
- 3= (X () Y — i
.9 12 . 9 N 1 . 19
G0 - ;[Y,- — 10 (X)] V(o) ~IIY — rio|



350 ESTIMACION Y CONTRASTE DE HIPOTESIS EN MODELOS DE REGRESION

Las versiones muestrales de (20), se obtienen a partir de los funcionales,

Dlo) = Slor—g(ale)=ole)] v Vo) = S lor—mole]lyate)]
i=1 1
El estimador de d? a considerar es,
P = Dliig) = + > [z o Xo)]lin(zs) — o(Xo)] = Dlong) + Aiino). (21)
=1

Es decir, d2 es la distancia entre ajustes d? = 15( 0) mas el término “de
penalizacién” & = A(rng). La igualdad general /(g) = D(g) + A(g) + V()
aplicada a 1hg, V(1) = D(rhg) + A(mo) + V (1n), proporciona el andlisis de
la varianza muestral asociado a C' = D(rg)/V (1h) = d2/62, que se presenta
en la siguiente tabla.

Tabla 6. Interpretacion del andlisis de la varianza con cualquier estimador.
Comparacion de ajustes “penalizada” y comparacion de varianzas

Esti- Valor del Expresién
mador Media muestral funcional vectorial
~ 1 R R R - 1 .
&? - ;[yi = to(@a)] (i) —rno(z:)] Do) (Y — 1) (h — i)
- 1 n R . R N ]_ . R
é - ;[m(Xi) = mo(X)][Y; —m(Xi)]  Almoe) (i — i)’ (Y — 1)
N 1 . SN .
o? = Y [Yi = m(X;))? V() *I\Y—mI\Z
ni=1 n
~2 L& A 2 7 (5 1 ~ 112
a3 - ;[Yi — (X)) V(1no) E||Y—mo||

El estimador de 02 “penalizado” es

6% = V(i) = — Y [yi — ho(a)][yi — m(w:)] = V(1) + Alrm).

=1

Si ademés tenemos en cuenta que V(1) = V (1ho) = 63, se obtiene la igualdad,
V(mo) D(mo) + V(), que representa el anélisis de la varianza asociado a
C = D(ing)/ V() = d?/52. Se presenta en la tabla siguiente, andloga a la
Tabla 3.
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Tabla 7. Interpretacion del andlisis de la varianza basado en covarianzas.
Comparacion de ajustes “penalizada” y estimacion de la varianza

“penalizada”
Esti- Valor del Expresion
mador Media muestral funcional vectorial
~ 12 . R R ~ 1 . . .
& - ;[yi — o (xi)][Mm(zi) — mo(zi)]  D(ro) (Y - 1)’ (1 — 1)
. 12 R . < 1 N .
? o ;[yi — 1o (x:)][yi — (i) V() LY - 1)’ (Y — 1h)
-2 1z o 2 /s 1 ~ 2
5 — 2 [Yi = o (Xi)] V(1) ~IIY — rhol|

1

En las Secciones 6-9 examinamos las caracteristicas particulares de las
descomposiciones de la varianza de las Tablas 5-7 basadas en estimadores pa-
ramétricos y no paramétricos de m. A cada una de las tablas analizadas le
asociaremos una segunda tabla (a la que denominaremos “resultados del anali-
sis de la varianza y del F test”), orientada a la presentacién de los resultados
de un analisis de datos.

5.4 . MATRICES DE ESTIMACION

Las tres descomposmlones de la varianza propuestas (Tablas 5-7) se basan
en la forma en que se utiliza § = A(rig) (= d? — d2) para definir el estimador
del cociente C' (véase la Tabla 4). Cabe la posibilidad de no utilizar & (con
C = D(ing)/V (1) = d?/6?%), de utilizar § sélo para estimar d? (con C =
[V (1) = V()] /V (i) = (63 — 67)/6% y con C = D(1hg)/V (i) = d?/6?), 0
de utilizar ¢ para estimar tanto d? como o2 (con C' = D(rng)/ V() = d?/52).

Las relaciones entre las diferentes versiones muestrales de C' se pueden
deducir del analisis de la varianza muestral inicial de la Tabla 5. Dicha des-
composicién se corresponde, salvo el factor n~!, con la siguiente igualdad, en
donde H representa la matriz que proporciona el vector de ajustes del estima-
dor m, m = HY, y Py la matriz que proporciona el vector de ajustes minimo
cuadréticos, my = PyY,

Y'(I-Po)Y=Y'H-Py)'(H-PyY

+H2YYH - Po)*I-H)Y+Y'(I-H)(I-H)Y.

Las matrices que proporcionan los diferentes estimadores de d?, o2 y Jg se

resumen en la siguiente tabla (§ = n~'Y'MY si 6 es uno de estos pardmetros,
y M su matriz de estimacién asociada). Se incluyen también las correspon-

dientes a & y 5 = 26. En el estudio de estos estadisticos basados en diferentes
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estimadores m, la diferencia mas notoria es, como veremos, la interpretacion
del término § = A(my).

Tabla 8. Matrices de estimacion

Estimador Matriz de estimacién Estimador Matriz de estimacién
68 = %YtVOY Vo=1-Pg d? = %YtDY D = (H - Py)'(H - Po)
62 = %YtVY V=(I-H/'(I-H) &= %YtﬁY D =(1-Py)(H-Py)
52 = %YtVY V=I-P))(I-H) = %Y’fBY B=(1I-H)'H-Py)
68 — 6% = %YtVY V=Vy-V 6= %YtBY B=2(I-H)"(H-Py)

En general, si la matriz H es simétrica, A(7hg) se puede interpretar co-
mo el término atribuible al sesgo del estimador m. En efecto, el vector que
proporciona el sesgo en los puntos del disenio es b = m — E[rh| = (I — H)m.
Asi pues, una comparacién del sesgo de m bajo Hy, frente al sesgo de m bajo
Hy serfa, b — by = (I — H)ih—(I — H)rmy=(I — H)(H — P;)Y. En general,
A(g) = Ay — Ay, en donde,

| ~ 1
A= "Y' (I-HHY y Aj=-Y'Py(I-H)Y.
n n

Si H es simétrica, A(mo) = nlet(lA) - Bo), Al =n"1Y'D y Ay = n1Y'by,
por lo que Ay puede atribuirse al sesgo de m bajo Hy, y Ag al sesgo de m bajo
Hp.

Los términos Al y AO en determinados casos se anulan. En general, Al se
anulasi HH=H, y Ao se anula si PoH = Py. Con modelos de regresion Mg
lineales como el (3), my = X6, con lo que el estimador 7m es insesgado bajo
Hy (& bp =my— E[m] = (I-H)X6# = 0 para todo ) si y sélosi HX = X, o
equivalentemente, si HPy= Py. Por tanto, si H es simétrica, y m es insesgado
bajo Ho, A(rng) = Ay,

Pasamos ahora a estudiar el analisis de la varianza y los estadisticos de
contraste de los F' tests basados en los estimadores introducidos en las Sec-
ciones 3 y 4. Para describir la distribuciéon de los estadisticos F', supondre-
mos que (X1,Y7),...,(Xy,Y,) son una muestra de un modelo de regresién
(Y; = m(X;) + &;) de diseno fijo, es decir, consideraremos que los valores X;
de la variable explicativa son valores prefijados, por lo que la aleatoriedad de
los Y; proviene sélo de los errores €;. Asumiremos, no obstante, que los valores
X, estan generados por una funciéon de distribucién absolutamente continua
F, en el sentido de que F(X;) = (i —1/2)/n, i =1,...,n. En un diseno de
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este tipo, la funcién F () =n" 1> ", Itx,<q) converge uniformemente a la
funcién F, por lo que en este sentido, podemos considerar que F es la funciéon
de distribucién de los Xj.

6 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA Y EL F TEST PARAMETRICOS

Consideremos el contraste de la hipdtesis de validez del modelo lineal (3),
Hp : m € My, frente a la hip6tesis alternativa, Hy : m ¢ My, suponiendo que
m € M, el espacio de funciones lineales mas amplio definido en (5).

Sean my = ma ¥ m = my en donde by y 6 son los estimadores minimo
cuadraticos de # correspondientes a los espacios Mgy y M respectivamente.
Denotaremos por mg = PgY, y m = PY, los correspondientes vectores de
estimaciones. .

El estimador g, que por definicién es la funcién que minimiza V' (g) sobre

My, es también la funcién que minimiza D(g) sobre My ya que PoP = Pq, y
por tanto Porh = PogPY = PyY = my. Asi pues,

1ho = argminV (g) = argminD(g).
geEMpo geEMo

6.1 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA CLASICO

Por ser 1 la proyeccién de Y sobre M* = {my : mg = > 7_, 0;8;},
1 . 1, . . 1 X
~[|Y —1iao|[* = ~ s — o ||* + ~[|Y — 1| ]%,
n n n

o sea, V(1) = D(rg) + V(). Las diferentes interpretaciones de la descom-
posicién de la varianza anterior se resumen en la tabla siguiente.

Tabla 9. Interpretacion del andlisis de la varianza paramétrico

Valor del Minimo del

Estimador Media muestral funcional funcional Distancia

5 1 & . A P .

a? - ;[m(Xi) —1o(X3)]*  D(rng) gré%loD(g) i — ring |
1 n R N 1

52 — Y, — m(X;)]? Vi(n inV —|Y — m|[?

& ni:l[ (X)) (i) Infn (9) Y — il

53 LS Wi—mo(X)? Vo) min V() Y — il

0 n =1 ' ’ gEM, n

Obsérvese que A(mo) = 0, y por consiguiente las tres versiones del ANOVA
muestral (Tablas 5-7) conducen a los mismos estimadores de d? y o2.
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6.2 . EL F TEST CLASICO

El F test clésico o paramétrico (ecuacion (7)) se basa en el ANOVA muestral
de la Tabla 9. El estadistico de contraste es,

—+

(V) & (V)  62-6°
tr(D) 62 tr(Vo—-V) 462 7
endondeD =P -Py=Vy—V,V=1I-PyVy=1I-Pjson las matrices que

proporcionan los estimadores de d?, o2 y 08. En términos de los funcionales
de la distancia y la varianza, la primera expresion se corresponde con,

F:

P tr(V) . D(mo) _ tr(V) ] miNge p, ﬁ(g)
(D) V(m)  tr(D) minger V(g)

y la segunda con,

po V) V(img) = V() (V)  mingen, V(g) — mingerm V(g)
tr(Vo — V) V(m) tr(Vo — V) mingepm V(Q) .

(22)

Como es bien conocido (Seber (1977)), si los errores ¢; siguen una distri-
bucién normal (y verifican la condicién (2)), bajo Hy, el estadistico F' sigue
una distribucién F,, ., con v; =tr(D) = ¢ —p y v2 =tr(V) = n — ¢ grados de
libertad.

La presentacion de los resultados del andlisis de la varianza y del F' test
puede hacerse mediante las tablas siguientes (similares a las propuestas por
Motulsky y Christopoulos (2002)).

Tabla 10. Resultados del andlisis de la varianza y del F test paramétricos

ANOVA Estadistico de contraste
Trazas muestral Comparacién Comparacién
N 1 relativa relativa
trD)=q—p d°= EYtDY de ajustes de varianzas
1 tr(V) d? tr(V) 62 — 62
o ~2 L F= . = .
r(V)=n-q¢ & =_-YVY tr(D) 52 (Vo —V) 42

Nivel de significacién

1
o J— 52 = — t
(Vo) =n—p 66=_Y'VoY p =Pr(F > Fuy,/Ho)

Obsérvese que p = Pr(Fy_ppn—q > Fops)-

6.3 . ANALISIS ESTADISTICO PARAMETRICO DEL EJEMPLO

La representacién grafica correspondiente a los datos {(z;,y;)}72, del
ejemplo (Figura 2-izquierda), permite ver que el ajuste minimo cuadrético
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de un polinomio de grado cinco, my(x), proporciona un buen ajuste de los
datos, por lo que podemos asumir que m € M = {my : mg(z) = 6y + 1= +
0222+ 0323 +0,2* +052°}. Ademéds, un andlisis de los residuos e; = y; —mp(xi),
1 =1,...,72, muetra que la hipdtesis de errores independientes con distribu-
ciéon normal de media nula y varianza constante es asumible.

La funcién my se puede obtener a partir de la variable Z = X/72, defi-
nida en el intervalo [0, 1] (ya que X € [0,72]). El ajuste minimo cuadratico
correspondiente a los datos {(z;,y;) @ zi = x;/72 1 = 1,...,72}, es m(z) =
0,43213416 + 3,977852732 — 16,0745539722 + 31,62830532> — 28,77953432% +
9,848910052°. La funcién my; es my(z) = m(z/72).

Consideremos ahora el conjunto de datos {(z;,y;)}72,5 para contrastar la
hipétesis nula de linealidad en el intervalo [12,72], Hy : m € Mgy = {my :
mg(z) = 0y + 01z}, frente a la hipdtesis alternativa de que m no es una recta,
H; : m ¢ My (asumiendo que m € M). El F test cldsico, proporciona los
resultados siguientes.

Resultados del andlisis de la varianza y del F test cldsicos (Tabla 10)

Estadistico de contraste
Comparacion de ajustes y de varianzas

Trazas ANOVA muestral V) » V) ) )
- tr(V) d tr(V 62— 6
tr(D) =4  d? = 0,00000661 F="-2._= .20 =
H(D) ’ tr(D) 62 tr(Vo—V) 42
tr(V) =54 42 = 0,00046658
= 0.19137342

tr(Vo) =58 62 = 0,00047319 Nivel de significacién
p=Pr(F > Fus/Hp) = 0,94189272

Se concluye pues que no existen evidencias para rechazar la hipétesis de
linealidad en el rango de edad de uno a seis anos (p = 0,94189272), lo que
esta en consonancia con lo que se aprecia en la Figura 2 - derecha.

Si considerasemos, sin embargo, el conjunto total de datos, {(xz-,yi)}ﬁl,
el resultado del F' test correspondiente seria claramente significativo, ya que
entonces F s = 62,45946091, por lo que se rechaza la hipotesis de linealidad
desde el nacimiento, en concordancia con lo que se aprecia en la grafica de la
izquierda de la Figura 2.

7 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA Y EL F TEST SPLINE

Supongamos que podemos asumir que m € M = WF[0,1]. En esta sec-
cién nos centraremos en el contraste de hipdtesis de un modelo de regresion
polinémico,

Hy:m e My ={mg: mg(x) = 0p+012+- - -+0p,1xp_1} frente a Hy : m ¢ M.
(23)
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Como estimadores de m consideraremos, 1y = my, en donde 0 es el estima-
dor minimo cuadrético de 6, y m el estimador spline suave de orden (2,p) y
parametro de suavizacion .

La distancia de las funciones de ¢ € My a m se medird mediante la
distancia entre g* y 7m* en el espacio M* = WI*[0,1] = {g* = (g,9P) :
g € WF[0,1]}, es decir, mediante la distancia inducida por la norma de H.
Introducimos para ello el funcional (g € M),

n

- o 1 Ak %12 _ 1 A 2 ! ~ (p) 2
D(g, ) = — i =g"llz = — > _[m(X:) = g(X:)I + A /0 [n® (2)da.
i=1

El estimador my que por definiciéon es la funcién que minimiza V(g)
sobre My, es también la funcién que minimiza V(g,)\) sobre My ya que
fol[g(p)(x)]2d$ = 0sige Mgy (y por tanto, V(g,\) = V(g) en My). La
funcién que minimiza ﬁ(g,A) sobre My es también mgy ya que HX = X
(véase Eubank (1984)), y por tanto, HPy = P en donde P denota la matriz

que proporciona el vector de ajustes polinémico, my= PyY. En consecuencia,
Poﬁl = PoHY = P()Y = Iflo. Asi pues,

1o = argminV (g, \) = argminD(g, \).
geEMp geEMo

7.1 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA SPLINE

El estimador spline suave visto en H = R" x L»[0, 1], m*, es la proyeccién
de Y* sobre M* = WJ*[0, 1]. Asi pues, considerando Y y iy en ‘H, obtenemos
la descomposicion de la varianza que generaliza a la clasica,

1 R TN g2, L o |2
" 1Y* —1ingll3 = — " = mgll3 + n 1Y =™,

o sea, V (19, A) = D(rig, A) + V (11, A). En lo sucesivo denotaremos por

BN = Dling. ) = " =, = S pinas) = g2+ A [ o)

=1

el término asociado a la distancia entre m* y 7. (Los términos asociados

a la varianza bajo Hy y bajo Hj, ya vistos, son 63 = n=!|Y* —mOH% y

52 _ 1 * Ak (|12
03 (A) = [[Y" =3 o ' ‘

Las interpretaciones de la descomposicion de la varianza anterior se reco-
gen en la tabla siguiente (véase también la Figura 3 - derecha).
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Tabla 11. Interpretacion del andlisis de la varianza spline

Valor del Minimo del

Estimador Media muestral funcional funcional Distancia
) 1 & v s N2 D P 1o 2
dr(N) - i;[m(Xz) o (Xi)]®  D(ro, A) glglAlgloD(g,A) ol L XY Y
A [ [P (2))2dx
~ 12 ~ SIS /Y 1 * Aok
63 (A) - 2[5@ — m(X;)]? Vi, A) ;IGIIJ\I}IV(Q,A) Y™ =i 1%
A [ [P (2))2dx
53 LS Wm0 Vo) min V(e N)  ~ Y - g
n = ’ geMoy n H
N N 1 5
=V = minV =Y —n
(o) = min V(9) = =Y —rino]

Obsérvese que, por las ecuaciones normales (13) y por ser mg” ) () =0, se

n
tiene > [Y; — m(X;)]o(X;) = 0, por lo que (véase (14)),
i=1

1
Aig) =+ > 1 —mCxl(x) =2 [Pt @
i=1 0
En consecuencia, cz%()\) = D(ro) + A(rg) = d? y 63,(\) = V(i) 4+ A(ing) =
&2. Por tanto, el analisis de la varianza de la tabla anterior se corresponde con
el de la Tabla 7.

7.2 . EL F TEST NATURAL

El F test natural (Ramil Novo y Gonzalez Manteiga (2000)) se basa en la
descomposicion de la varianza de la Tabla 11. El estadistico de contraste de

este test es,

en dondef):H—Po:Vo—V, V:I—HyVo = I — Py son las matrices
que proporcionan d3,(A), 6%,(\) y 63. En términos de los funcionales de la
distancia y la varianza, la primera expresion se corresponde con,

tr(V) D(ig,\) _ tr(V) mingen, D(g,))
tr(D)  V(m,\)  tr(D) mingep V(g,\)

F=
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y la segunda con,

o (V) Vi, \) — Vi, A)
tr(Vo — V) V (i, A)

_ tr(V)  mingenm, V(g,\) — minger V (g, \)
tr(Vo — V) minge v Vg, \)

La presentacién de los resultados del anélisis de la varianza spline sua-
ve y del F' test natural puede hacerse mediante unas tablas andlogas a las
propuestas en el caso paramétrico.

Tabla 12. Resultados del andlisis de la varianza y del F' test spline

Estadistico de contraste

Comparacion relativa

Trazas ANOVA muestral . .
] de ajustes o de varianzas
D) — _ 72 _ AT ~ 4
tr(D) = e(H) —p dy(A) = ~Y'DY F_ (V) d3 ()
_ 1o,c tr(D) 67,(A)
tr(V) =n—tr(H) 6% (\) = -Y'VY c
B YT _ (V) 65— 63N

L 1 tr(Vo—V) 63N\
tr(Vo) =n—p 05 =-Y'VoY ) .. :
n Nivel de significacién

p= PI"(F > Fobs/HQ)

Bajo Hy, y ciertas condiciones adicionales (véase Ramil Novo y Gonzalez
Manteiga (2000)), la distribucién del estadistico S = [tr(D)/(2tr(D?))][F — 1]
converge a una distribucién N (0, 1). En consecuencia, con tamanos de muestra
grandes, p ~ Pr(N(0,1) > Sys), en donde, de ahora en adelante, S, denota
el valor observado en la muestra de datos del correspondiente estadistico S.

8 . EL TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUDES

Analizamos aqui los F' tests equivalentes al test de razén de verosimilitu-
des, basados en estimadores minimo cuadraticos y spline suaves.

Si los errores siguen una distribucién normal, la funcién de verosimilitud
(ecuacién (6)) alcanza su méximo en la misma funcién que la funcién soporte,

I(9.0%) =In(L(g,0%)) =~ In(2r0%) — 55 [Y —g]*.

1
27 |
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8.1 . EL TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUDES PARAMETRICO

Asumamos que m € M, el espacio de funciones lineales (5). Consideremos
el contraste de hipétesis del modelo lineal M definido en (3), Hy : m € M,
frente a Hy : m ¢ M.

Si 6y y 6 son los estimadores minimo cuadraticos de 6 correspondientes a
Mo y M, el miximo de [ en My se alcanza en 1o = my,, y €l mximo en M
se alcanza en 1 = my. En efecto, para cualquier g € Mo, V() < Vi(g) (o
equivalentemente ||Y — rhoH2 <Y — gH2), y por tanto, L(g,0?) < L(myg, 0?).
Un razonamiento andlogo es valido para m: para cualquier g € M, f/(m) <
V(g), y por tanto, L(g,0?) < L(1h,0?). Como funcién de o2, el maximo (que
es la solucién de la ecuacién 9l1/8c® = 0) se alcanza para 62 = V(rig) (=
1Y —xing||? /n) y 62 = V(i) (= |[Y —m® /n) en My y M respectivamente.
Como resultado, el estadistico de razén de verosimilitudes es,

N —n/2
A= SungMo,02 L(g,0'2) _ V(mo)
Supge,/\/l,a2 L(ga 02) V(m)

—n/2
1y (PP )
Y —m? “\t(I-P) ’

_ (V) D(rhg) _ tr(V) V(1no) — V(i)
(D) V(m) t(Vo—V) V(i)

en donde,

)

es el estadistico de contraste del test I (ecuaciones (7) y (22)) y por tanto los
tests basados en A y F' son equivalentes.

8.2 . EL TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUDES SPLINE

En esta seccién volvemos a considerar el contraste de un modelo de regre-
sién polinémico (23). Bajo Hy, el estimador de m sera 1y = my, en donde 6
es el estimador minimo cuadratico de 6.

Bajo Hj, el estimador de m serd la funcién /m = 1, que minimiza sobre

WP[0,1] el funcional V(g) = n~! S0 1Y — 9(X;))? sujeta a las restricciones
J(g) = fol [gP)(x)]2dx < p para toda g € WE[0, 1]. Asf pues,

1

m, = argminV (g) en donde M = {g 1 g e WP[0,1], / (9P (2)]2da < p} .
geEM 0

(25)
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La restriccion J(g) < p, garantiza que la solucién 7, es tnica si n > p, y
ademds p determina el grado de suavidad de la curva. Cuanto més pequeno
sea p, mas suave serd el estimador resultante. El estimador m, es ademas
equivalente a un estimador spline suave (véase Eubank (1988, Céap. 5)). Mas
en concreto, existe una constante pg, tal que para cualquier 0 < p < pg, la
solucion 7, del problema anterior es el estimador spline suave m) de orden
(2,p) correspondiente al pardmetro de suavizaciéon A = \(p) determinado por
J(my) = p. Reciprocamente, dado A > 0, m, es la solucién del problema de
minimizacién anterior correspondiente a p = J (7).

Dado que para cualquier ¢ € M, V( m) < V(g) (o equivalentemente
Y —ml® < Y —g|*), se tiene que Ly, %) < L(m, a) Como funcién
de 02, el maximo se alcanza para 62(\) = V() = |[Y — m||* /n. Como resul-
tado, el estadistico de razon de verosimilitudes es,

_ SUpg0 Lg,0?)
sup g2 L(g,0?)

NI —n/2 N 2 —n/2 —n/2
V(i) (1Y =g _ (t(Vo—V)
- (V(m)) (\Y—mn?) ( tr(V) F+1> ’

en donde,

tr(V) V(mo)—V(m): tr(V) 62 —&2(\)
tr(Vo — V) V() tr(Vo— V) 62(\)

o u(v) Y il Y -
a(Vo-V)  [Y-mf

siendo V.= (I - H)!(I-H)=I-H)?y Vo = I — Py las matrices que
proporcionan los estimadores 62()\) (basado en th = HY con 7 = M) ¥

&g respectivamente. Por tanto el test de razén de verosimilitudes es equiva-

lente al test basado en el estadistico F' anterior (estudiado por Ramil No-
vo y Gonzédlez Manteiga (2000)), pero no al F' test natural. Ambos, el nu-
merador y el denominador, son distintos a los del F' test natural ya que
Vo-V=(I-Py)—(I-H?#H-Pi=DyV—(I-H?AI-H=V.

F=

8.2.1 . EL ANALISIS DE LA VARIANZA SPLINE
(TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUDES)

La descomposicién de la varianza de la Tabla 13 (que se corresponde con
la Tabla 5), es 1til para la interpretacién del F' test de razén de verosimilitudes

spline suave. En la tabla, A = A(p), 1 = 12, (= 1hy(p)), 0(\) = 2A(1ing), y M
es el espacio definido en (25).
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Tabla 13. Interpretacion del andlisis de la varianza spline (test de razén de

verosimilitudes)
Valor del Minimo del Expresion
Estimador Media muestral funcional funcional vectorial
5 J R . A . oA T, .
BO) LS~ Diie)  min Dlg) b~ s
n 2 n N N 2
o(A — Y, — m(X;)|m(X; 2A(n in 2A “mi(Y —ni
() LS mOkn(X)  2A0)  min2A(g) (Y - @)
. 12 . o . 1 .
PO SEWewE)E Ve miplle) Y -l
1x N N
52 =Y Wi—rme(X)2 V(i M V() —I[Y —xioll”
% AN (o) miaV(g) Y i

7

Obsérvese que A(g) es constante en My. La presentacion del F' test puede
hacerse como sigue a continuacién.

Tabla 14. Resultados del andlisis de la varianza y del F test de razon de
verosimilitudes spline

Trazas ANOVA muestral

) o 1, Estadistico de contraste
tr(D) = tr(H*) —p *(A) = ~Y'DY Comparacién relativa

de varianzas

te(B) = 26e(H)—2tr(H2)  6(\) = ~Y'BY (V) 63—

" T w(Vo—V)  a2(\)
. 1
tr(V) = n — 2tr(H)+tr(H?)  6%(\) = EYtVY Nivel de significacion
p= PI“(F > FobS/HO)

1
tr(Vo)=n—p 68 = ﬁYtVOY

Bajo Hy, y ciertas condiciones adicionales (véase Ramil Novo y Gonzélez
Manteiga (2000)), la distribucién del estadistico S = [tr(D)/(2tr(D?))][F — 1]
converge a una distribucién N (0, 1). En consecuencia, para tamanos muestrales

grandes, p &~ Pr(N(0,1) > Spps)-

8.3 . ANALISIS ESTADISTICO NO PARAMETRICO DEL EJEMPLO

Consideremos de nuevo el conjunto de datos {(w;,y;)}72; de la Figura
2-izquierda. La funcién de regresiéon se puede estimar sin asumir una forma
paramétrica, lo que es menos restrictivo. Es necesario, no obstante, asumir
ciertas condiciones de suavidad acerca de m. Consideramos aqui el estimador
spline, y los valores z; = x;/n, i = 1, ..., 72, pertenecientes al intervalo [0, 1]. Si
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m(2) es el ajuste correspondiente a {(z;,;)}72,, el ajuste correspondiente a
los datos originales es 1y (z/72). Seleccionando un estimador m) spline suave
ctibico (o spline suave de orden (2,p) con p = 2), es necesario asumir que
m € W3[0,1] = {g : g, ¢’ son absolutamente continuas y fol [¢" (2)]2dz < oo}
(véase la Seccién 4.1). La definicién alternativa de la Seccién 8.2, requiere
poder considerar que m € M = {g : g € W20, 1] fo "(2))2dz < p} en el
caso del spline cibico (p = 2). En el primer caso, la estlmamon Optima se
obtiene considerando el pardametro A\, que minimiza la denominada funcién de
validacién cruzada generalizada (véase Eubank (1988, Céap. 5)),

o n~t Y Y — (X))
GEV(N) =V (i) /IL = Ser(HO)I = == gy

Evaluando GCV () en la sucesién de valores A(i) = [h(i)]*, i = 0,...,3900,
en donde h(7) = 0,01 + 0,0001 X i, se obtuvo como valor aproximado de A,
A = 0,033%. El estimador correspondiente a este pardmetro de suavizacién es
el representado en la Figura 2 - izquierda. Dicho estimador coincide con el
estimador 7, basado en el parametro p = J(my) = fol [ri2) ()]?dz. Por tanto,
p=0/\=160,97473862 (véase (24)).

Para contrastar la hipotesis nula de linealidad de uno a seis anos, podemos
considerar los valores {;}/2,; recentrados y reescalados en el intervalo [0, 1],
zi = (x; — 12)/60, i = 13,...,72. La hipétesis nula es entonces, Hy : m(z) =
0o + 01z, y la hipétesis alternativa, H; : m(z) no es una recta.

Para aplicar el F' test natural, consideramos el estimador spline corres-
pondiente a los datos {(z;,¥;)}72,5 con el pardmetro de suavizacién A = 0,033%
(el obtenido por el criterio GC'V para el conjunto global de datos). En el F
test de razén de verosimilitudes se considerd el mismo estimador spline suave
cuibico, correspondiente ahora a p = 9,72666347.

Resultados del andlisis de la varianza y del F test natural
(Tabla 12, spline suave cubico)

Estadistico de contraste

Trazas ANOVA muestral Comparacion de covarianzas

tr(D) = 8,18515954  d3,(\) = 0,00002235 tr(V)  d3,(\)

F= (D) 5%\

= 0,30172341
tr(V) = 49,81484046  62,()\) = 0,00045084

Nivel de significacién

tr(Vo) = 58 52 = 0,00047319 .7
x(Vo) 70 p=Pr(F > E,,/Hy) ~ 0,99223815
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Resultados del andlists de la varianza y del F test tipo razon de
verosimilitudes

(Tabla 14, spline suave cibico)

Estadistico de contraste

Trazas ANOVA muestral Comparacién relativa de varianzas

tr(D) = 6,13381337  d*(\) = 0,00001082 o m(v) 68 —62(\)
. S tr(Vo—V) 620\
tr(B) = 4,10269234 () = 0,00002307
= 0,35991668

tr(V) = 47,76349429  52()\) = 0,00043930 Nivel de significacién

p=Pr(F > Fus/Hp) =
~ 0,98580437

Ambos tests dan un resultado que no es significativo, como podemos ver
en las tablas anteriores, por lo que no hay razones para rechazar la hipdtesis
de linealidad. En estos tests, se observa ademads una mayor evidencia que con
el F' test paramétrico de que un polinomio de grado uno es suficiente para
obtener un buen ajuste.

Si incluyésemos en el andlisis todos los datos, {(x;,v:)}/2,, el resulta-
do seria significativo en ambos F' tests no parametrlcos con pardmetro A =
0,033%. Los correspondientes valores de los estadisticos de contraste son Flps =
25 18443044 v F,ps = 22,78932854. En consecuencia, se rechaza la hipotesis de
1inealidad en el rango de edad de cero a seis afios.

tr(Vo) = 58 62 = 0,00047319

9 . EXTENSIONES BASADAS EN OTROS ESTIMADORES
NO PARAMETRICOS

Una parte importante de las analogias entre el proceso de estimacién y de
contraste de hipdtesis minimo cuadraticos y spline deberia de poder extenderse
a otros estimadores no paramétricos. Mostramos aqui algunas posibilidades.

En la Seccién 5.3 se consideré el estimador d2 (ecua(non (21)), motivado
por la interpretacién de d?> = E[r?(X)] como una covarianza, asumiendo que
Elr(X)] =0 (r(X) = m(X) —mo(X)) y que X es una variable aleatoria.
Bajo estas condiciones, la expresion de d> = E[r?(X)] admite también las
interpretaciones,

E[r*(X)] = E[Ur(X)] = cov(U, (X)) = maxE[Ug(X)] = méx cov(U, g(X)),
geEM geM
(26)
en donde M = {g: g es una funcién de Borel tal que ||g||> = [ ¢*(z)dF(z) <
d?}. Asf pues,

d72 _ maxgem E[Ug(X)]

o2
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Es més, si en la definicién de M consideramos ||g||? < ¢ con ¢ una constante
fija positiva arbitraria, el maximo se alcanzaria con una funcién proporcional
a r(x) (Bradley y McClelland (1996a)).

La expresion (26) sugiere la posibilidad de considerar el estimador,

o1 R X 1 e — . R
di, = - D [Yi—ring(Xa)J#(Xs) = - DO Wi (X0) [Yi =i (X0)][Y; =10 (X)),
i=1 =1 j=1
(27)
en donde U =Y — mp(X) (g el estimador minimo cuadratico) y donde
F(x) = >0 Why(2)[Y; — 19(X;)] es un estimador no paramétrico de u(z) =

E[U/X = z]. Por dltimo, la matriz de estimacién de d?2 = n~'Y*QY es
Q=I-P,)HI-P,).

9.1 . ESTIMADOR POLINOMICO LOCAL Y ESTIMADOR TIPO NUCLEO

Una funcion real se denomina analitica en un punto x si en un entorno del
punto se puede desarrollar en serie de potencias (serie de Taylor). Asi pues, si
m es analitica, y z pertenece al entorno de x en el que el desarrollo es valido,

2 m®) (
m(z) = Z A(z’ — )",

k!
k=0

Sime M =Crt0,1) = {g: g,9,...,99"Y) son funciones continuas},
m se puede aproximar por el polinomio de Taylor de grado g, m(z) ~ 6y(z) +
01(z)(z — ) + - + 0y(z)(z — )%, en donde 0;(z) = mV)(2)/5!, j =0,...,q.
Se denomina estimador polinémico local de grado ¢ (orden ¢ + 1) de 6(z) =
(Bo(z), .. .,0,(x))t, al vector 8(z) = (Ao(x), . . .,0,(x))" que minimiza el funcio-
nal,

V() = =S¥~ 3 05) (X — af (X — ),
7=0

i=1
en donde los pesos se definen como,

1 X, —=x

KX =) = 3 K(ZL0),
siendo K una funcién nicleo, que determina la forma de los pesos, y h el deno-
minado parametro ventana, que sirve para controlar la suavidad del estimador
resultante. En general una funcién nicleo es una funcién continua, simétrica
con respecto al cero, y tal que [ K(z)dz = 1. En la préctica, sin embargo, el
nicleo K es generalmente una funcién de densidad con soporte un intervalo
finito. Asi por ejemplo, si el soporte de K es [—1,1], el soporte de K, (X; — z)

es [X;—h,X;+h]y ;é’j: K, (X; —x)dx = 1, por lo que el parametro ventana
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se puede interpretar como el pardmetro de escala que ajusta la forma y el
tamano de la funcién nicleo al entorno de X, [X; — h, X; + h].

El estimador polinémico local de grado ¢ de la funcién de regresién es
m(z) = Op(z). Un caso particular de interés es el correspondiente a ¢ = 0.
El estimador resultante, al que se conoce como estimador tipo ntcleo de
Nadaraya-Watson, es

m ZKh x)Y;, en donde f ZKh —x), (28)

y m(x) = 0 si f () = 0. En la definicién anterior, el estimador tipo nicleo

de la funcién de densidad de X, f (x), juega el papel de ajustar los pesos que
proporciona el nicleo K a la frecuencia de aparicién de valores de X en torno
a x.

El vector de ajustes del estimador polinémico local de grado ¢,

m = (0g(X1),...,00(X,)) =HY,

se puede obtener a partir de las matrices P(z) que proporcionan los ajustes
locales,

P(z) = X(z)[X" (2)I(2) X (2)] " X (2)(2),
en donde,
1 X1—$ (Xl—.%')q o
X@-=|: ; y Ti(z) = dingl K(*0)].
1 Xp—z ... (X, —2)

En efecto, m(X;) = 0p(X;) = ¢; nP(Xi)Y en donde ¢, = (0,...,1,0,...,0)
(el uno en la posicién i-ésima). Por consiguiente, la entrada (4, j) de la matriz
H = [Wj(X;, X;)] se puede obtener ajustando localmente un polinomio de
grado ¢ al conjunto de datos {Xj,d;;}7—;, vy evaluando a continuacién dicho
ajuste en el punto X;, o sea, Wj (X, X;) = eﬁ’nP(Xi)ejvn = elemento i-ésimo
de la j-ésima columna de P(X;).

9.2 . ANALISIS DE LA VARIANZA BASADO
EN EL ESTIMADOR POLINOMICO LOCAL

Consideremos el contraste de hipétesis (23) de un modelo de regresién
polinémico. Examinamos aqui las descomposiciones de la varianza basadas en
el estimador polinémico local andlogas a las estudiadas con el estimador spline
suave.

Denotemos por H la matriz de pesos del estimador polinémico local de

grado ¢ > p. El anélisis de la varianza de la Tabla 5, V(o) = D(rhg) +



366 ESTIMACION Y CONTRASTE DE HIPOTESIS EN MODELOS DE REGRESION

2A(1hg) + V (1), basado en la matriz H requiere el estimador de o2 basado

en el estimador polinémico local, 52 = f/(mg, estudiado por Ruppert; Wand;
Holst y Hossjer (1997). Como estimador de d° se utiliza la comparacion directa

de ajustes, d? = D(Tho), basada en el estimador polinémico local, estadistico
que fue estudiado por Alcald; Cristébal y Gonzdlez Manteiga (1999).

Consideremos ahora el analisis de la varianza de la Tabla 6, f/(mo) =
D(g) + A(g) + V(). El estimador d2 basado en el estimador polinémico
local de grado ¢ > p aplicado a los residuos U; = Y; — mo(X;) del mode-

lo paramétrico fue estudiado por Liu, Stengos y Li (2000). Este estadistico
estd basado en la matriz Q@ = (I — P,)H(I — P,). Dado que se verifica la pro-

piedad HPy = Py, la matriz Q coincide con D = (I — Py)(H — Py). Por
consiguiente, con el estimador polinémico local considerado, d% coincide con
el estadistico d> = D(my).

A diferencia de lo que ocurria con el estimador spline suave considerado en
las Secciones 7 y 8.2, la matriz H del estimador polinémico local considerado
no es simétrica, por lo que D = (I — Py)(H — Py) no coincide con H — Py,
El estimador ponderado de la varianza, 2, tampoco se corresponde con la
versién muestral de (11), n= 1> | [V; — m(X;)]V:.

Considérense las expresiones de las matrices de estimacién V y D (defi-
nidas en la Tabla 8),

V=I-H-H(I-H)yD=H-P;+PyI-H),

vélidas para cualquier estimador m. La expresion de V muestra que,
Lt Lt t | —
Y I-HY=-Y'I-H'I-HY+-YH(I-H)Y
n n n

:5'2+A1 :52+A(m0)+A0:&2+A0
De la expresion de D se deduce que,

~

1 1 o,=x 1 2 .
“Y{H-P))Y = - Y'DY--Y'Py(I-H)Y = d>~Ay (= d*+A(1hg)—Ay)
n n n

Considerando la matriz Py correspondiente al modelo de regresién po-
linémico My definido en (23), y la matriz H del estimador polinémico local

de grado ¢ > p, el término Ay no se anula, a diferencia de lo que ocurria con
el estimador spline suave considerado en la Tabla 11.

9.2.1 . F TESTS BASADOS EN EL ESTIMADOR POLINOMICO LOCAL

El F test basado en la comparacion relativa de las varianzas definido
en términos del estimador polinémico local fue propuesto por Cleveland y



LA GACETA 367

Devlin (1988). Fan, Zhang y Zhang (2001) estudiaron la correspondiente gene-
ralizacién del test de razén de verosimitudes, equivalente a dicho F' test. La
presentacién de los resultados puede hacerse en una tabla como la siguiente
(anédloga a la Tabla 14).

Tabla 15. Resultados del andlisis de la varianza y del F test basado en el
estimador polinédmico local. Comparacion de ajustes y comparacion de

VArianzas
Estadistico de contraste
Trazas ANOVA muestral
R Comparacion de ajustes
tr(D) =tr(H'H) — p d*(h) = LY'DY = ggg : g((;g

_ Sy 1
tr(B) = 2¢tr(H) — 2tr(H'H) o(h) = ;Y'BY Comparacion de varianzas
_tr(V) 62—52(h)
by = tTrevo—v) F=0)

tr(V) =n = 2tr(H)+tr(H'H) 6%(h) = 2Y'VY

Niveles de significacién
tr(Vo) =n — p 62 = 1Y'V,Y pp = Pr(Fp > Fops/Ho)
pbv = PI‘(F\/ > Fobs/HO)

El F test basado en la comparacion de ajustes admite dos versiones, en
funcién de qué estimador d? o d? se utilice. La Tabla 15 muestra los resultados
del ANOVA y el F test asociados a d?. El anlisis de la varianza asociado al F
test basado en d? se presenta en la Tabla 16.

Tabla 16. Resultados del andlisis de la varianza basado en el estimador
polinomico local. Comparacion de ajustes “penalizada” y comparacion de

Varianzas.
Trazas ANOVA muestral Estadistico de contraste
- - 1.~
tr(D) = tr(H) —p d*(h) = ﬁYtDY Comparacion de ajustes
. “penalizada”
tr(B) = tr(H) — tr(H'H) 6(h) = = Y'BY 7o Y d?(h)
n = .
tr(D) &2(h)
1
tr(V) = n — 2tr(H)+tr(H'H) 62%(h) = EY’EVY

Nivel de significacién

1 ~ ~
tr(Vo) =n—p 62 = 5YtVOY p = Pr(F > Fops/Ho)
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Bajo Hg, y ciertas condiciones adicionales, las distribuciones de S =
[tr(D)/(26x(D*)][Ep — 1], § = [tx(Vo—V)/(2tr((Vo- V) )I[Fv — 1] v § =
[tr(D)/(2tr(D?))][F — 1], convergen a una distribucién N(0,1) (véanse las

referencias ya citadas). En consecuencia, para tamanos de muestra grandes,
p~Pr(N(0,1) > Syps)-

9.3 . ESTIMADORES TIPO NUCLEO

Consideremos la matriz de pesos H del estimador tipo nicleo de Nadaraya-
Watson, m (ecuacion (28)), y el contraste de la hipdtesis nula del modelo lineal
general (3), Hy : m € My, frente a Hy : m ¢ M.

El estimador 62 = f/(m) basado en el estimador tipo nticleo de Nadaraya-
Watson, fue estudiado por Hall y Marron (1990). El F' test basado en la
comparacién relativa de varianzas, C' = (62 — 62)/62, definido en términos
de dicho estimador fue estudiado por Dette (1999). El anélisis de la varianza
asociado es el de la Tabla 5. R

Consideremos ahora el anélisis de la varianza de la Tabla 6, V(mg) =
D(rg) + A(ring) + V(7). Zheng (1996) estudi6 un test basado en un estima-

~

dor similar al d?(h) de la ecuacién (27) utilizando el estimador tipo nticleo
de Nadaraya-Watson. El estimador ci%(h) no proporciona sin embargo una
descomposicion de la varianza basada en el estimador tipo nticleo del tipo
62 = d?(h) + 0(h) + 6%(h), puesto que la matriz de pesos del estimador de
Nadaraya-Watson no verifica que HPy = Py, lo que implica que ci% y d?
(ecuaciones (27) y (21)), no coinciden. Un estadistico de constraste similar a

d? es el siguiente, estudiado por Bradley y McClelland (1996b),

Foag = = IV = o ()] a(X1) — g (X)),
=1

en donde m(x) es un estimador tipo nicleo de Nadaraya-Watson de la funcién
de regresion, y f (z) es un estimador tipo nicleo de la funcién de densidad de
X. La version empleada de estos estimadores no permite, sin embargo, una
expresién del tipo n1YH(I — Py )W(H — P,)Y con W —diag[f;(X;)], ya que
cada estimacién m;(X;) requiere determinar un parametro ventana.

9.4 . ESTIMADORES TIPO SERIE

La generalizacion mas simple de los espacios de funciones lineales, pa-
ramétricos, al contexto no paramétrico, la proporcionan los espacios de fun-
ciones infinito dimensionales que constituyen un espacio de Hilbert. En un
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espacio de Hilbert infinito dimensional las funciones admiten una represen-
tacién del tipo g = Y po; agpr en donde {@g}72; es un sistema ortonormal
completo de funciones. Un espacio de Hilbert importante es,

£al0.11 = {a: 1ol = [ s*@)dr(@) <o}

Dado un sistema ortogonal completo de L2[0, 1], {¢}72, denotando por o, =
fo x)dx, k=1,2,..., los denominados coeficientes de Fourier,

) ~ Z akpr(),
k=1

es el desarrollo en serie de Fourier de m. Para cada N (si » >N) se ob-
tiene un estimador por series de Fourier my = > ;_; dxpr(z), en donde
ap =n"t Yo ¢k(X5)Yi, que se puede caracterizar como,

n

. o1 2
my = arg min — » [Y; — g(X;)]%,
QGMN n Zz; ' '

pues se obtiene minimizando V(g) sobre My = {g L9 =D ey Pk, Q) € ]R} .

Un caso importante es el estimador por series de Fourier clasico, asociado
a <pk( ) = exp(2mikx), k = 0,%1,... Este estimador es un estimador lineal,
mn(z) = 3271 Wi(x, X;)Yj, con funcién de pesos Wy(z, X;) = n 1 Ky(z —
X;), en donde Ky(x) =sen(w (2N+1) )/sen(z) si x ¢ Z, y Ky(x) = 2N+1 si
x € Z. El vector de estimaciones es m = HY, en donde,

H=&®®) &
es una matriz real, simétrica e idempotente, y ® = (¢_y, ..., ¢x). Dado que,

1, = arg min V(g) = arg min ||Y — g||* = arg min ||Y— Z aror %,
gEMy gEMy gEMy k——N

My = {g LG =D pen kP, Q€ R}) my es la proyeccién de Y sobre el
espacio vectorial generado por ¢_x;, ..., Px.

El estimador de la varianza andlogo a los considerados con otros estima-
dores es,

N . .1 1 R
Vi) = min V(g) = min —|[Y — gl = |[Y —

en donde, [[Y —1my|? = |[Y -HMNY|? = Y!(I-HN)) (I-HN))Y =
=Y'(I-H({N))Y.
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