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Estimación y contrastes de hipótesis en modelos de regresión
desde la perspectiva del análisis funcional

por

Luis Alberto Ramil Novo y Wenceslao González Manteiga

En este trabajo se analizan los funcionales que en un modelo de regresión
dan lugar a la estimación de la función de regresión, m, la varianza del
término de error, y la discrepancia de m con respecto a un modelo de
regresión paramétrico. El estudio se centra en diversos aspectos comunes
de las técnicas de estimación y contraste de hipótesis en los contextos
paramétrico y no paramétrico, como son la definición de los estimadores,
las ecuaciones normales, el análisis de la varianza, los F tests o los tests
de razón de verosimilitudes.

Palabras clave: modelos de regresión; estimadores mı́nimo cuadráticos; esti-
madores no paramétricos; contrastes de bondad de ajuste.

1 . Introducción

Muchos problemas f́ısicos, qúımicos, biológicos, etc. se describen haciendo
uso de relaciones teóricas entre variables, y = m(x), que no se pueden conocer
de manera exacta. En la práctica, la aproximación de la función m se hace en
base a un conjunto de observaciones {(Xi, Yi)}n

i=1, que con frecuencia conllevan
un error impĺıcito, ε, de carácter aleatorio,

Yi = m(Xi) + εi, i = 1, . . . , n; (1)

En este trabajo consideraremos que las observaciones (Xi, Yi) son bidimensio-
nales, y errores

εi independientes, de media nula, y varianza constante σ2. (2)

Al modelo matemático (1) que describe la relación entre la variable (res-
puesta) Y y la variable (explicativa) X se le conoce como modelo de regresión,
y a la función m que describe la relación entre ambas variables, se le denomina
función de regresión. En el análisis estad́ıstico, tanto la función de regresión,
como la varianza del error, σ2, son objeto de interés.

En este trabajo se analizan métodos de estimación de m y σ2 paramétricos
y no paramétricos, y contrastes de hipótesis sobre la forma funcional de m
basados en el análisis de la varianza. Veamos las ideas de estos procedimientos
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Figura 1: Izquierda: interpretación del estimador mı́nimo cuadratico. Derecha:
análisis de la varianza asociado al F clásico de falta de ajuste.

con un ejemplo relevante, el modelo de regresión lineal general, definido por
la igualdad (1), la hipótesis (2) y la relación,

m ∈M0 = {mθ : mθ(x) = θ1g1(x) + · · ·+ θpgp(x), θj ∈ R, j = 1, . . . , p}, (3)

en donde g1, . . . , gp son funciones conocidas, y θ1, . . . , θp son parámetros des-
conocidos.

El método de estimación de los parámetros θj más utilizado, es el método
de los mı́nimos cuadrados (véase, por ejemplo, Seber (1977)), consistente en
minimizar con respecto a θ = (θ1, . . . , θp)t la suma de cuadrados,

S(θ) =
n∑

i=1

[Yi − (θ1g1(Xi) + · · ·+ θpgp(Xi))]2.

Se requiere que g1 = (g1(X1), . . . , g1(Xn))t, . . . , gp = (gp(X1), . . . , gp(Xn))t

sean linealmente independientes y que n ≥ p para garantizar la existencia
y unicidad de la solución, θ̂1, . . . , θ̂p. El vector mθ̂ = (mθ̂(X1), . . . ,mθ̂(Xn))t

(con mθ̂(Xi) = θ̂1g1(Xi) + · · · + θ̂pgp(Xi)), es entonces la única proyección
ortogonal de Y = (Y1, . . . , Yn)t sobre M∗, el espacio vectorial generado por
los vectores g1, . . . , gp (véase la Figura 1 - izquierda, correspondiente al caso
p = 2, y la Sección 3).

Si los errores εi siguen una distribución normal (además de satisfacer (2)),
dos métodos clásicos (véase Seber (1977)) para contrastar la hipótesis nula de
validez del modelo lineal definido en (3), H0 : m ∈ M0, frente a la hipótesis
alternativa, H1 : m /∈M0, son los siguientes.

El primero, válido cualquiera que sea m, requiere que para cada Xi estén
disponibles varias observaciones independientes (réplicas) de la variable Y ,
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Yir = m(Xi) + εir, i = 1, . . . , n; r = 1, . . . , ri. El contraste de hipótesis se lleva
a cabo mediante el F test de falta de ajuste, basado en el estad́ıstico,

F =
N − n

n− p

∑n
i=1

∑ri
r=1[Yir −mθ̂(Xi)]2 −

∑n
i=1

∑ri
r=1[Yir − m̂(Xi)]2∑n

i=1

∑ri
r=1[Yir − m̂(Xi)]2

, (4)

en donde m̂(Xi) = Ȳi =
∑ri

r=1 Yir/ri representa una estimación de m bajo H1,
y N =

∑n
i=1 ri, es el tamaño de la muestra. Bajo H0, F sigue una distribución

F con n − p y N − n grados de libertad, por lo que se rechaza H0 si p =
Pr(Fn−p,N−n ≥ Fobs) es un valor pequeño. Aqúı, y en lo sucesivo, Fobs denota
el valor observado del correspondiente estad́ıstico F .

El segundo método requiere poder asumir que, para cierto q > p,

m ∈M = {mθ : mθ = θ1g1(x) + · · ·+ θqgq(x), θj ∈ R, j = 1, . . . , q}, (5)

en donde g1, . . . , gq son funciones conocidas, y θ1, . . . , θq son parámetros des-
conocidos. La hipótesis H0 postula entonces que m pertenece a un subespacio
de M de menor dimensión, M0. Entre los tests clásicos de reducción de la
dimensionalidad, figuran el test de razón de verosimilitudes y el F test que
pasamos a describir.

Consideremos por simplicidad que sólo está disponible una observación
de la variable Y por cada valor de la variable X. Si la función de regre-
sión es una función g, la función de densidad de los errores es f(εi; g, σ2) =
(2πσ2)−1/2 exp(−ε2

i /[2σ2]) = (2πσ2)−1/2 exp(−[Yi − g(Xi)]2/[2σ2]), y la fun-
ción de verosimilitud se define como,

L(g, σ2) = Πn
i=1f(εi; g, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp(−

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2/[2σ2]). (6)

El test de razón de verosimilitudes (que se analiza en la Sección 8.1) se basa
en el estad́ıstico,

Λ =
supg∈M0,σ2 L(g, σ2)
supg∈M,σ2 L(g, σ2)

=
(∑n

i=1[Yi −mθ̂(Xi)]2∑n
i=1[Yi − m̂(Xi)]2

)−n/2

= (
q − p

n− q
F + 1)−n/2,

en donde ahora, m̂(x) = θ̂1g1(x) + · · ·+ θ̂qgq(x) y,

F =
n− q

q − p

∑n
i=1[yi −mθ̂(xi)]2 −

∑n
i=1[yi − m̂(xi)]2∑n

i=1[yi − m̂(xi)]2
, (7)

es el estad́ıstico de contraste del F test equivalente (que se examina en la
Sección 6.2).

Los resultados de los F tests suelen presentarse en las denominadas ta-
blas de análisis de la varianza (o tablas anova) que recogen la relación entre
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las sumas de cuadrados utilizadas en la definición del estad́ıstico F . Aśı por
ejemplo, la tabla anova correspondiente al F test (4) es la siguiente (véase la
Figura 1 - derecha; en la tabla, σ̂2

FA representa una medida de la discrepancia
de m con respecto al modelo lineal, y σ̂2

EP es la estimación de σ2).

Tabla 1. Análisis de la varianza asociado al F test de falta de ajuste

Grados de Cuadrado Estad́ıstico
Variabilidad Suma de cuadrados libertad medio F

Falta de
ajuste

SSFA =
n∑

i=1
ri[m̂(Xi)−mθ̂(Xi)]

2 n− p σ̂2
FA =

SSFA

n− p
F =

σ̂2
FA

σ̂2
EP

Error puro SSEP =
n∑

i=1

ri∑
r=1

[Yir − m̂(Xi)]
2 N − n σ̂2

EP =
SSEP

N − n

Residual
(bajo H0)

SSR =
n∑

i=1

ri∑
r=1

[Yir −mθ̂(Xi)]
2 N − p

En lo que sigue presentamos una caracterización de la función de regresión
y de la varianza de los errores (Sección 2) que servirá para introducir, de forma
unificada, los estimadores mı́nimo cuadráticos (Sección 3), y los estimadores
no paramétricos spline suaves - smoothing spline en la terminoloǵıa anglosa-
jona (Sección 4). La caracterización de ambos estimadores como las funciones
que minimizan determinados funcionales, nos permitirá presentar de forma
novedosa, y unificando el enfoque paramétrico y no paramétrico (Secciones
5-9), el análisis de la varianza de la regresión, los F tests y el test de razón
de verosimilitudes. En la Sección 5 presentamos los fundamentos en los que se
basan el análisis de la varianza y los F tests, basados en estimadores mı́nimo
cuadráticos, que analizamos en la Sección 6, y los basados en estimadores spli-
ne suaves, que se describen en la Sección 7. En la Sección 8 se analizan los tests
de razón de verosimilitudes equivalentes a F tests, considerando estimadores
mı́nimo cuadráticos y estimadores spline suaves. Por último, en la Sección 9 se
analizan estimadores no paramétricos alternativos al estimador spline suave
para llevar a cabo el análisis de regresión, el análisis de la varianza o los F
tests.

1.1 . Ejemplo

Los métodos de estimación y los contrastes de hipótesis que se presentan en
las secciones sucesivas, se ilustrarán con el análisis de los datos representados
en la Figura 2.

El gráfico de la izquierda representa los ratios peso/altura de los niños
entre cero y seis años de edad de una muestra de familias (Eubank (1988),
Cáp. 5), {(xi, yi) : i = 1, . . . , 72}, en donde xi = i − 0,5 es la edad en meses,
e yi = m(xi) + εi es el ratio asociado a xi. En los gráficos se aprecia que la
evolución del ratio peso/altura es, en términos medios, una función lineal de
la edad en meses a partir del primer año (x ≥ 12,5, gráfico de la derecha),
pero no desde el nacimiento.
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Figura 2: Ratio peso/altura (en libras por pulgada) frente a la edad en meses.
Izquierda: muestra completa, de cero a seis años. Incluye la estimación mı́nimo
cuadrática de un polinomio de grado cinco (trazo discontinuo) y el estimador
spline suave cúbico de parámetro λ = 0,0334 (trazo continuo). Derecha: sub-
muestra correspondiente a una edad superior o igual a un año. Incluye la recta
de regresión mı́nimo cuadrática.

El análisis estad́ıstico, además de las estimaciones paramétrica y no pa-
ramétrica de m correspondientes al conjunto de datos global que se muestran
en la gráfica de la izquierda, abarca el contraste de la hipótesis de linealidad,
H0 : m(x) = θ0 + θ1x, a partir del primer año. En la Sección 6.3 se considera
el análisis paramétrico clásico, y en la Sección 8.3 el análisis no paramétrico.

2 . La función de regresión y la varianza del error

Consideremos un vector aleatorio (X, Y ) tal que E[Y 2] < ∞ e Y se puede
expresar como Y = m(X)+ε, en donde el error ε = Y −m(X) es una variable
aleatoria de media nula independiente de X.

2.1 . Caracterización de la función de regresión

Consideremos el problema de predecir Y en función de X. Aplicando las
propiedades de la esperanza condicionada, la función de regresión se expresa
como la esperanza de Y condicionada a {X = x}, m(x) = E[Y/X = x]. Esta
función es también la que proporciona la mejor predicción de Y (véase Shao
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(2003, Cáp. 1)), en el sentido de que m minimiza el error cuadrático medio,

V (g) = E[(Y − g(X))2],

sobre el espacio de funciones,

M =
{
g : g es una función de Borel con E[g2(X)] < ∞

}
≡ B. (8)

Además m es la única solución del problema de minimización anterior, por lo
que,

m = arg mı́n
g∈M

V (g).

Las definiciones de los estimadores mı́nimo cuadráticos y spline suaves de
la función de regresión se fundamentan como veremos en la caracterización
anterior.

De acuerdo con esta definición de m, fijada g ∈M, la función,

N(α) = E[(m(X) + αg − Y )2] = V (m + αg) α ∈ R,

tiene un mı́nimo en α = 0. La condición necesaria de mı́nimo, N ′(0) = 0,
conduce a las igualdades,

E[(Y −m(X)) g(X)] = 0 para toda g ∈M. (9)

Las denominadas ecuaciones normales de la regresión, que son la base para la
estimación de la función de regresión, se obtienen, como veremos, de forma
análoga a las igualdades anteriores.

2.2 . La varianza del error

La caracterización de m como la función que proporciona el valor mı́nimo
de V (g),

E[(Y −m(X))2] = mı́n
g∈M

E[(Y − g(X))2], (10)

muestra que σ2 es el valor mı́nimo del funcional V (g),

σ2 = V (m) = mı́n
g∈M

V (g).

Esta expresión servirá como referencia para definir los estimadores mı́nimo
cuadráticos y spline suaves de σ2. De la igualdad (9) se deduce que σ2 se
puede expresar también como,

σ2 = cov(ε, Y ) = E[ε · Y ]. (11)

Varios de los estimadores de σ2 que veremos admiten asimismo una motivación
similar.
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3 . Estimadores ḿınimo cuadráticos

Consideremos una muestra aleatoria (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) de un vector
aleatorio (X, Y ) que satisface la ecuación (1). Denotamos por Y = (Y1, . . . , Yn)t

y g = (g(X1), . . . , g(Xn))t para cualquier función g; y por simplicidad, sin que
ello suponga pérdida de generalidad, supondremos que el soporte de X es el
intervalo [0, 1].

3.1 . Estimación de la función de regresión

En la Estad́ıstica clásica o paramétrica, se considera que la función de
regresión pertenece a un espacio de funciones paramétrico,M = {mθ : θ ∈ Θ}.
Aqúı consideraremos un modelo de regresión lineal general, definido por la
igualdad (1), la hipótesis (2) y la relación (5). Supondremos además que g1, . . . ,
gq son vectores linealmente independientes.

El estimador mı́nimo cuadrático de m se obtiene minimizando sobre M
la versión muestral de V (g),

V̂ (g) =
1
n

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2 =
1
n
‖Y − g‖2 para g ∈M,

en donde ‖ ‖ es la norma de Rn inducida por el producto interior 〈z1, z2〉 =∑n
i=1 z1iz2i, ‖z‖2 =

∑n
i=1 z2

i . El estimador mı́nimo cuadrático m̂, es la única
función en la que se alcanza el mı́nimo, por lo que,

m̂ = arg mı́n
g∈M

V̂ (g) = arg mı́n
g∈M

1
n
‖Y − g‖2 , y ||Y − m̂||2 = mı́n

g∈M
||Y − g||2.

En consecuencia, el vector de estimaciones m̂ es la proyección de Y sobre el
espacio vectorial generado por g1, . . . ,gq,

M∗ = {mθ : mθ = θ1g1 + · · ·+ θqgq, θj ∈ R, j = 1, . . . , q} .

Por ser M de dimensión finita, una función g =
∑q

j=1 θjgj , queda carac-
terizada por el vector de parámetros θ = (θ1, . . . , θq)t por lo que V (g) y V̂ (g)
son en realidad funciones de θ,

V (θ) = E[(Y −
q∑

j=1

θjgj(X))2] y V̂ (θ) =
1
n

n∑
i=1

[Yi −
q∑

j=1

θjgj(Xi)]2.

3.2 . Ecuaciones normales

Las ecuaciones normales que caracterizan al estimador se deducen de la
siguiente manera. Fijada g ∈M y la función,

N̂(α) = V̂ (m̂ + αg) = Ê[(m̂(X) + αg − Y )2] α ∈ R,
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la condición necesaria de mı́nimo, N ′(0) = 0, equivale a las ecuaciones norma-
les de la regresión lineal (análogas muestrales a las ecuaciones (9)),

〈Y − m̂,g〉 =
1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]g(Xi) = 0 para toda g ∈M.

De estas ecuaciones se deduce que m̂ = PY en donde, P = X(XtX)−1Xt es
la llamada matriz de proyección, que es una matriz simétrica e idempotente,
y X = (g1, . . . ,gq).

3.3 . Estimación de la varianza

El estimador mı́nimo cuadrático de la varianza del error se obtiene al
evaluar V̂ (g) en m̂,

σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 = mı́n
g∈M

1
n

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2. (12)

El estimador resultante admite pues las siguientes interpretaciones,

σ̂2 = V̂ (m̂) = mı́n
g∈M

V̂ (g) = mı́n
g∈M

1
n
‖Y − g‖2 =

1
n
‖Y − m̂‖2 ,

en donde ‖Y − m̂‖2 = ‖Y −PY‖2 = Yt(I−P)t(I−P)Y = Yt(I−P)Y.
Además, la expresión σ̂2 = n−1Yt(I−P)Y =n−1

∑n
i=1[Yi−m̂(Xi)]Yi, permite

interpretar σ̂2 como una versión muestral de la ecuación (11).

4 . Estimadores spline suaves

El estudio de métodos de aproximación de funciones, cuyas aplicaciones
son numerosas en diversas ciencias (Qúımica, F́ısica,...), tiene ya una extensa
y rica historia tanto en el campo de la Estad́ıstica como en el de la Matemática
Aplicada. En términos generales se pueden distinguir dos tipos de problemas
de aproximación de funciones (véase Schumaker (1993)).

El primero lo constituyen los problemas descritos en la introducción (Sec-
ción 1). Estos problemas, conocidos como problemas de ajuste de datos, son
frecuentes en la mayoŕıa de las ciencias experimentales. En muchos casos re-
quieren una solución de naturaleza estad́ıstica.

Los problemas del segundo tipo, usualmente, no tienen componente es-
tad́ıstica y son problemas que se resuelven por métodos puramente anaĺıti-
cos (ecuaciones diferenciales, integrales, etc.). En muchos de estos problemas
está resuelto el estudio de existencia y unicidad de la solución, pero sólo se
pueden resolver de forma expĺıcita algunos casos sencillos, por lo que en la
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práctica se recurre a una solución aproximada. El estudio de las clases de fun-
ciones razonables para llevar a cabo la aproximación es el objetivo de la Teoŕıa
de la Aproximación, mientras que el Análisis Numérico se ocupa del diseño
y análisis de algoritmos de aproximación eficientes basados en las clases de
funciones apropiadas.

Una clase de funciones que han resultado de gran utilidad tanto en pro-
blemas de ajuste de datos como en la obtención de soluciones numéricas son
las funciones spline. Nos ocupamos aqúı de las denominadas funciones spli-
ne suaves, cuyo uso en inferencia estad́ıstica no paramétrica ha dado lugar
a numerosos art́ıculos cient́ıficos y varias monograf́ıas (véase, por ejemplo,
Eubank (1988)).

4.1 . Estimación de la función de regresión

Consideremos el espacio de funciones de Sobolev de orden (2, p), que de-
notamos por Wp

2 [0, 1] y definimos como{
g : g(j) es absolutamente continua para 0 ≤ j ≤ p− 1,

∫ 1

0

[g(p)(x)]2dx < ∞
}

.

Si para una función g ∈ Wp
2 [0, 1], consideramos J(g) =

∫ 1
0 [g(p)(x)]2dx para

medir el grado de suavidad de la función, y V̂ (g) como medida del grado de
ajuste de la función a los datos, el funcional E(g) = (1−α)V̂ (g) + αJ(g), con
0 < α < 1 una constante, pondera ambos aspectos.

Se denomina estimador spline suave de orden (2, p) a la función m̂ que se
obtiene minimizando sobre M = Wp

2 [0, 1] el funcional (λ > 0 una constante
fija),

V̂ (g, λ) =
1
n

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2 + λ

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx.

O sea,
m̂ = arg mı́n

g∈M
V̂ (g, λ).

Obsérvese que V̂ (g, λ) es V̂ (g) más el término de penalización λJ(g), que
garantiza la existencia y unicidad de la solución si n ≥ p. Además V̂ (g, λ)
equivale a E(g) haciendo λ = α/(1 − α). Por tanto, la constante λ, conocida
como parámetro de suavización, mide la relación entre el peso que se da a la
suavidad de la curva y el peso que se da a la bondad del ajuste, para obtener
m̂. Cuanto mayor sea λ, más suave será el estimador m̂ resultante.

El estimador spline suave admite una interpretación geométrica similar a
la del estimador mı́nimo cuadrático, en el espacio producto H = Rn×L2[0, 1].
En H, los datos quedan caracterizados por el par formado por el vector Y
y la función cero, Y∗ = (Y, 0), y las funciones quedan caracterizadas por la
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ecuación diferencial que define el par (g, g(p)) (véanse Cox (1983, 1984)). El es-
pacio H es un espacio de Hilbert con el producto interior 〈(z1, g1),(z2, g2)〉H =∑n

i=1 z1iz2i + nλ
∫ 1
0 g1(x)g2(x)dx, que induce la norma,

‖(z, g)‖2H =
n∑

i=1

z2
i + nλ

∫ 1

0
g2(x)dx, (z, g) = ((z1, . . . , zn)t, g) ∈ H.

En consecuencia,

V̂ (g, λ) = V̂ (g) + λ

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx =

1
n

∥∥∥(Y − g,g(p))
∥∥∥2

H
=

1
n
‖Y∗−g∗‖2H ,

mide la distancia entre Y∗ y g∗ (d2(Y∗, g∗) = ‖Y∗ − g∗‖2H = nV̂ (g, λ)). El
estimador spline suave visto en el espacio M∗ = Wp∗

2 [0, 1] = {g∗ = (g, g(p)) :
g ∈ Wp

2 [0, 1]}, que es un espacio de Hilbert (véase Cox (1984)), es

m̂∗ = arg mı́n
g∗∈M∗

1
n
‖Y∗−g∗‖2H ,

ya que, por la propia definición de m̂,

1
n

∥∥∥(Y − m̂,m̂(p))
∥∥∥2

H
= mı́n

g∈M

1
n

∥∥∥(Y − g,g(p))
∥∥∥2

H

⇔ 1
n
‖Y∗−m̂∗‖2H = mı́n

g∗∈M∗

1
n
‖Y∗−g∗‖2H .

En consecuencia, m̂∗ es la proyección de Y∗ sobre M∗ = Wp∗
2 [0, 1] (véase la

Figura 3 - izquierda).
El estimador spline suave pertenece al espacio NS2p(X1, . . . , Xn) de spli-

nes naturales s tales que s es una función polinómica de grado 2p−1 en cada su-
bintervalo [Xi, Xi+1), las derivadas de s hasta el orden 2p−2 existen y son con-
tinuas, s tiene derivada de orden 2p−1 que es una función a trozos con saltos en
los Xi y s es un polinomio de grado p fuera de [X(1), X(n)]. Demmler y Reinsch
(1975) proporcionaron una base {ϕkn}n

k=1 del espacio NS2p(X1, . . . , Xn) que
satisface n−1

∑n
i=1 ϕjn(Xi)ϕkn(Xi) = δjk y

∫ 1
0 ϕ

(p)
jn (x)ϕ(p)

kn (x)dx = γknδjk con
0 ≤ γ1n ≤ · · · ≤ γpn ≤ γp+1,n ≤ · · · ≤ γnn. En términos de la base {ϕkn}n

k=1,
el estimador spline viene dado por,

m̂(x) =
n∑

k=1

α̂kn

1 + λγkn
ϕkn(x)
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(en donde α̂kn = n−1
∑n

i=1 ϕkn(Xi)Yi). Aśı m̂(x) = n−1
∑n

j=1 Wλ(x,Xj)Yj es
un estimador lineal, con una función de pesos,

Wλ(x,Xj) =
n∑

k=1

ϕkn(x)ϕkn(Xj)
1 + λγkn

,

que se corresponde con el estimador spline suave de orden (2, p) para el con-
junto de datos {Xi, nδij}n

i=1 (véase Silverman (1984)).

Figura 3: Izquierda: interpretación del estimador spline suave. Derecha: análisis
de la varianza asociado al F test natural (basado en el estimador spline suave).

El vector de estimaciones resultante es m̂ = HY en donde, H = ΦΓΦt =
[n−1Wλ(Xi, Xj)], siendo Φ =n−1/2(ϕ1n, . . . , ϕnn) y Γ =diag((1 + λγkn)−1).

4.2 . Ecuaciones normales

En lo que respecta a las ecuaciones normales, podemos definir una versión
continua del estimador spline suave que admite un sistema de ecuaciones “nor-
males” que caracterizan al estimador (véanse Cox (1983, 1984)). Se denomina
estimador spline continuo de orden (2, p) a la única función s(x) que minimiza
sobre M = Wp

2 [0, 1] el funcional,

V (g, λ) = E[(Y − g(X))2] + λ

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx

= E[(m(X)− g(X))2] + λ

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx + σ2

(véase la igualdad (15), página 345). Aśı pues,

s = arg mı́n
g∈M

V (g, λ).
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Fijada g ∈M, y la función,

N(α) = V (s + αg) α ∈ R,

la condición necesaria de mı́nimo, proporciona las siguientes ecuaciones nor-
males para el estimador spline continuo,

E [(Y − s(X)) g(X)] =
∫ 1

0
[m(x)− s(x)] g(x)dF (x) = λ

∫ 1

0
s(p)(x)g(p)(x)dx,

para toda g ∈M = Wp
2 [0, 1]. Si X tiene densidad f(x), la igualdad∫ 1

0
[m(x)− s(x)] s(x)dF (x) = λ

∫ 1

0
[s(p)(x)]2dx,

conduce a la siguiente ecuación diferencial que caracteriza también al estima-
dor spline continuo,

(−1)pλ
d2ps(x)
dx2p

+ s(x)f(x) = m(x)f(x),

con s(j)(0) = s(j)(1) = 0, j = p, . . . , 2p− 1.
Para el estimador spline suave, m̂, es posible obtener unas ecuaciones

similares (Eubank (1988, Cáp. 5)). Fijada g ∈M, y la función,

N̂(α) = V̂ (m̂ + αg, λ) α ∈ R,

la condición necesaria de mı́nimo, N ′(0) = 0, equivale a las siguientes igual-
dades que caracterizan al estimador,

〈Y∗−m̂∗,g∗〉H =
n∑

i=1

[Yi − m̂(Xi)]g(Xi)− nλ

∫ 1

0
m̂(p)(x)g(p)(x)dx = 0, (13)

para toda g ∈ M = Wp
2 [0, 1]. En efecto (véase Eubank (1988, Cáp. 5)), ex-

presando m̂ en función de la base de Demmler y Reinsch (1975), m̂(x) =∑n
j=1 θjϕjn(x), se obtiene que,∫ 1

0
m̂(p)(x)g(p)(x)dx = (−1)p(2p− 1)!

n∑
i=1

g(Xi)
n∑

j=1

θjδij ,

para toda g ∈ M = Wp
2 [0, 1]. De lo anterior se deduce que la condición nece-

saria de mı́nimo, N ′(0) = 0, equivale a las siguientes ecuaciones,

Yi −
n∑

j=1

θjϕjn(Xi) = nλ(−1)p(2p− 1)!
n∑

j=1

θjδij , i = 1, . . . , n,

cuya solución es única en los θj .
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4.3 . Estimación de la varianza

Como generalización natural del estimador de la varianza mı́nimo cua-
drático, consideraremos el estimador que resulta de evaluar el funcional V̂ (g, λ)
en m̂ (por analoǵıa con (10) y (12)),

σ̂2
H(λ) =

1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 + λ

∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx

= mı́n
g∈M

1
n

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2 + λ

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx.

Este estimador admite las siguientes interpretaciones,

σ̂2
H(λ) = V̂ (m̂, λ) = mı́n

g∈M
V̂ (g, λ) = mı́n

g∗∈M∗

1
n
‖Y∗−g∗‖2H =

1
n
‖Y∗−m̂∗‖2H ,

en donde ‖Y∗−m̂∗‖2H = Yt(I−H)Y. En efecto, por las ecuaciones normales
(13),

Yt(I−H)tHY =
n∑

i=1

[Yi − m̂(Xi)]m̂(Xi) = nλ

∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx, (14)

por lo que,

‖Y∗−m̂∗‖2H =
n∑

i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 +
n∑

i=1

[Yi − m̂(Xi)]m̂(Xi)

= Yt(I−H)t(I−H)Y + Yt(I−H)tHY = Yt(I−H)Y.

De esta igualdad se deduce σ̂2
H(λ) = n−1Yt(I−H)Y =n−1

∑n
i=1[Yi−m̂(Xi)]Yi,

que permite interpretar σ̂2
H(λ) como una versión muestral de la ecuación (11).

5 . Fundamentos del análisis de la varianza y del F test

Es bien conocido (véase Shao (2003), Cáp. 1) que para cualquier función
g ∈M = B,

E[(Y − g(X))2] = E[(m(X)− g(X))2] + E[(Y −m(X))2]. (15)

Consideremos un espacio de funciones paramétrico de interés, M0 = {mθ :
θ ∈ Θ}. Para medir la distancia de las funciones de g ∈M0 a m haremos uso
del funcional,

D(g) = E[(m(X)− g(X))2] =
∫

[m(x)− g(x)]2dF (x).

Si m̂ es un estimador de m, D(m̂) se conoce como error cuadrático integrado,
y se denota por ISE(m̂).
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5.1 . El análisis de la varianza teórico

Consideremos la función m0 (supondremos que existe y es única) que
minimiza D(g) sobre M0. La función m0 también minimiza V (g) sobre M0

ya que V (g) = D(g) + V (m), y V (m) = σ2 es constante. Aśı pues,

m0 = arg mı́n
g∈M0

V (g) = arg mı́n
g∈M0

D(g).

Consideremos el contraste de hipótesis,

H0 : m ∈M0 frente a H1 : m /∈M0. (16)

Los F tests se basan en la siguiente igualdad, a la que denominaremos análisis
de la varianza teórico (o abreviadamente, anova teórico),

E[(Y −m0(X))2] = E[(m(X)−m0(X))2] + E[(Y −m(X))2].

En lo sucesivo denotaremos σ2
0 = E[(Y −m0(X))2] y d2 = E

[
(m(X)−m0(X))2

]
(= ISE(m0)). Las diferentes interpretaciones del anova teórico se recogen en
la siguiente tabla.

Tabla 2. Análisis de la varianza teórico

Valor del Mı́nimo del
¿Qué mide? Parámetro Valor esperado funcional funcional

Distancia a M0 d2 E[(m(X)−m0(X))2] D(m0) mı́n
g∈M0

D(g)

Varianza bajo H1 σ2 E[(Y −m(X))2] V (m) mı́n
g∈M

V (g)

Varianza bajo H0 σ2
0 E[(Y −m0(X))2] V (m0) mı́n

g∈M0
V (g)

El anova teórico se puede expresar también en términos de covarianzas
si la función,

r(x) = m(x)−m0(x) = E[U/X = x], en donde U = Y −m0(X),

es ortogonal a las funciones constantes, o sea, si E[r(X)] =
∫

r(x)dF (x) = 0.
Considérense para ello los funcionales,

D(g) = E[(Y −g(X))(m(X)−g(X))] y V(g) = E[(Y −m0(X))(Y −g(X))],

definidos sobre el espacio de funciones (8). Se tiene que V(m0) = V (m0) = σ2
0,

y teniendo en cuenta la igualdad (9), se observa que D(g) coincide con D(g),
y por tanto D(m0) = d2, y V(m) = E[(Y −m0(X))(Y −m(X))] = E[(Y −
m(X))Y ] = E[(Y − m(X))2] = V (m) = σ2. En consecuencia, σ2

0 = d2 + σ2

equivale a la igualdad V(m0) = D(m0) + V(m).
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Si asumimos que E[r(X)] = 0, o equivalentemente que E[U ] = 0 (ya
que U = r(X) + ε), los términos del anova teórico se corresponden con las
siguientes covarianzas: d2 = σu,r(X), σ2 = σu,ε y σ2

0 = σu,u. Esta interpretación
se recoge en la siguiente tabla.

Tabla 3. Análisis de la varianza teórico en términos de covarianzas

Parámetro Covarianza Valor del funcional
d2 σu,r(X) = cov(Y −m0(X),m(X)−m0(X)) D(m0)
σ2 σu,ε = cov(Y −m0(X), Y −m(X)) V(m)

σ2
0 σu,u = cov (Y −m0(X), Y −m0(X)) V(m0)

Cualquiera de las dos expresiones del análisis de la varianza teórico (Tablas
2 y 3) admite una versión muestral. Mostramos por su interés, la correspon-
diente a la Tabla 2, basada en los funcionales,

ASE(g) =
1
n

n∑
i=1

[m(Xi)−g(Xi)]2 y ∆(g) =
1
n

n∑
i=1

[Yi−m(Xi)][m(Xi)−g(Xi)].

Si m̂ es un estimador de m, ASE(m̂) se conoce como error cuadrático medio.
La igualdad general, V̂ (g) = ASE(g) + 2∆(g) + V̂ (m), aplicada a m0 es,

V̂ (m0) =
1
n

n∑
i=1

[Yi −m(Xi)]2 +
1
n

n∑
i=1

[m(Xi)−m0(Xi)]2 (17)

+
2
n

n∑
i=1

[Yi −m(Xi)][m(Xi)−m0(Xi)].

Denotando por σ2
n = V̂ (m), σ2

0n = V̂ (m0), d2
n = ASE(m0) y δn = 2∆(m0), la

igualdad anterior, a la que denominaremos anova teórico muestral, se expresa
como σ2

0n = d2
n + δn + σ2

n.

5.2 . Fundamentos del F test

El análisis de la varianza teórico de la Tabla 2 sugiere redefinir el contraste
de hipótesis (16) en términos de,

C =
d2

σ2
=

σ2
0 − σ2

σ2
,

ya que bajo H0, y sólo bajo H0, C = 0, y por tanto el contraste se puede
expresar de forma equivalente como,

H0 : C = 0 frente a H1 : C > 0.
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En términos de los funcionales D y V , la primera expresión de C se corresponde
con,

C =
D(m0)
V (m)

=
mı́ng∈M0 D(g)
mı́ng∈M V (g)

=
E[(m(X)−m0(X))2]

E[(Y −m(X))2]
, (18)

y la segunda con,

C =
V (m0)− V (m)

V (m)
=

mı́ng∈M0 V (g)−mı́ng∈M V (g)
mı́ng∈M V (g)

(19)

=
E[(Y −m0(X))2]− E[(Y −m(X))2]

E[(Y −m(X))2]
.

Las versiones muestrales correspondientes a estas expresiones de C son,

Ĉ =
d2

n

σ2
n

=
n−1

∑n
i=1[m(Xi)−m0(Xi)]2

n−1
∑n

i=1[Yi −m(Xi)]2

y

C̃ =
σ2

0n − σ2
n

σ2
n

=
n−1

∑n
i=1[Yi −m0(Xi)]2 − n−1

∑n
i=1[Yi −m(Xi)]2

n−1
∑n

i=1[Yi −m(Xi)]2
.

Si E[ε4] < +∞, la esperanza de Ĉ admite la siguiente aproximación (Johnson,
Kotz y Kemp (1992, Cáp. 1)),

E[Ĉ] = E[
d2

n

σ2
n

] +
E[d2

n]
E[σ2

n]

[
1 +

var(σ2
n)

(E[σ2
n])2

− cov(d2
n, σ2

n)
E[d2

n] · E[σ2
n]

]
=

d2

σ2
[1+O(

1
n

)] → d2

σ2

en donde an = O(n−1) significa que an/n−1 → c, siendo c una constante. Un
resultado similar es válido para C̃.

La idea en la que se basan los F tests es en utilizar versiones muestrales
de C, bien sea del tipo Ĉ = d̂2/σ̂2, bien del tipo, Ĉ = (σ̂2

0− σ̂2)/σ̂2, basadas en
estimadores m̂0 y m̂ en vez de m0 y m, para definir estad́ısticos de contraste
del tipo,

F = c · d̂2

σ̂2
o F = k · σ̂2

0 − σ̂2

σ̂2
,

en donde c = c1/c2 y k = k1/k2 son cocientes de constantes tales que c1 y k1

dependen de σ̂2, mientras que c2 y k2 dependen de d̂2 y σ̂2
0−σ̂2 respectivamente.

Argumentos análogos a los utilizados con las expresiones de C basadas en
la Tabla 2, pueden emplearse a las expresiones basadas en la Tabla 3, o a las
que resultan de combinar ambos enfoques, tales como

C =
D(m0)
V(m)

y C =
D(m0)
V (m)

. (20)

Cada una de estas expresiones (18)-(20) dará lugar, como veremos, a una
generalización del F test clásico.
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Tabla 4. Fundamentos del F test

Comparación Comparación
Hipótesis Hipótesis relativa de relativa Comparación

nula alternativa funciones de regresión de varianzas de covarianzas

H0 : C = 0 H1 : C > 0 C =
d2

σ2
C =

σ2
0 − σ2

σ2
C =

σu,r(X)

σu,ε

5.3 . El análisis de la varianza muestral

Las versiones muestrales de los funcionales D(g) y ∆(g) basadas en un
estimador m̂ cualquiera son,

D̂(g) =
1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)−g(Xi)]2 y ∆̂(g) =
1
n

n∑
i=1

[Yi−m̂(Xi)][m̂(Xi)−g(Xi)].

Se tiene aśı la igualdad general, V̂ (g) = D̂(g) + 2∆̂(g) + V̂ (m̂). Esta igualdad
aplicada a m̂0, el estimador mı́nimo cuadrático de m0, es,

V̂ (m̂0) =
1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)]2

+
2
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)][m̂(Xi)− m̂0(Xi)] +
1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2.

La igualdad anterior (análoga a la (17)) se puede considerar como el análi-
sis de la varianza asociado a Ĉ = [V̂ (m̂0)− V̂ (m̂)]/V̂ (m̂) y Ĉ = D̂(m̂0)/V̂ (m̂),
las versiones muestrales de C correspondientes a las expresiones (18) y (19).
Su interpretación se presenta en la tabla siguiente. En lo sucesivo denotaremos
por d̂2 = D̂(m̂0), σ̂2 = V̂ (m̂), σ̂2

0 = V̂ (m̂0) y δ̂ = ∆̂(m̂0).

Tabla 5. Interpretación del análisis de la varianza muestral con estimadores
cualesquiera. Comparación de ajustes y comparación de varianzas

Valor del Expresión
Estimador Media muestral funcional vectorial

d̂2 1

n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)]
2 D̂(m̂0)

1

n
||m̂− m̂0||2

δ̂
2

n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)][Yi − m̂(Xi)] 2∆̂(m̂0)
2

n
(m̂− m̂0)

t(Y − m̂)

σ̂2 1

n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]
2 V̂ (m̂)

1

n
||Y − m̂||2

σ̂2
0

1

n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]
2 V̂ (m̂0)

1

n
||Y − m̂0||2
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Las versiones muestrales de (20), se obtienen a partir de los funcionales,

D̃(g) =
1
n

n∑
i=1

[yi−g(xi)][m̂(xi)−g(xi)] y Ṽ(g) =
1
n

n∑
i=1

[yi−m̂0(xi)][yi−g(xi)].

El estimador de d2 a considerar es,

d̃2 = D̃(m̂0) =
1
n

n∑
i=1

[yi − m̂0(Xi)][m̂(xi)− m̂0(Xi)] = D̂(m̂0) + ∆̂(m̂0). (21)

Es decir, d̃2 es la distancia entre ajustes d̂2 = D̂(m̂0) más el término “de
penalización” δ̃ = ∆̂(m̂0). La igualdad general V̂ (g) = D̃(g) + ∆̂(g) + V̂ (m̂)
aplicada a m̂0, V̂ (m̂0) = D̃(m̂0) + ∆̂(m̂0) + V̂ (m̂), proporciona el análisis de
la varianza muestral asociado a Ĉ = D̃(m̂0)/V (m̂) = d̃2/σ̂2, que se presenta
en la siguiente tabla.

Tabla 6. Interpretación del análisis de la varianza con cualquier estimador.
Comparación de ajustes “penalizada” y comparación de varianzas

Esti- Valor del Expresión
mador Media muestral funcional vectorial

d̃2 1
n

n∑
i=1

[yi − m̂0(xi)][m̂(xi)− m̂0(xi)] D̃(m̂0)
1
n

(Y − m̂0)t(m̂− m̂0)

δ̃
1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)][Yi − m̂(Xi)] ∆̂(m̂0)
1
n

(m̂− m̂0)
t(Y − m̂)

σ̂2 1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 V̂ (m̂)
1
n
||Y − m̂||2

σ̂2
0

1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]2 V̂ (m̂0)
1
n
||Y − m̂0||2

El estimador de σ2 “penalizado” es,

σ̃2 = Ṽ(m̂) =
1
n

n∑
i=1

[yi − m̂0(xi)][yi − m̂(xi)] = V̂ (m̂) + ∆̂(m̂0).

Si además tenemos en cuenta que Ṽ(m̂0) = V̂ (m̂0) = σ̂2
0, se obtiene la igualdad,

Ṽ(m̂0) = D̃(m̂0) + Ṽ(m̂), que representa el análisis de la varianza asociado a
Ĉ = D̃(m̂0)/Ṽ(m̂) = d̃2/σ̃2. Se presenta en la tabla siguiente, análoga a la
Tabla 3.
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Tabla 7. Interpretación del análisis de la varianza basado en covarianzas.
Comparación de ajustes “penalizada” y estimación de la varianza

“penalizada”

Esti- Valor del Expresión
mador Media muestral funcional vectorial

d̃2 1

n

n∑
i=1

[yi − m̂0(xi)][m̂(xi)− m̂0(xi)] D̃(m̂0)
1

n
(Y − m̂0)

t(m̂− m̂0)

σ̃2 1

n

n∑
i=1

[yi − m̂0(xi)][yi − m̂(xi)] Ṽ(m̂)
1

n
(Y − m̂0)

t(Y − m̂)

σ̂2
0

1

n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]
2 Ṽ(m̂0)

1

n
||Y − m̂0||2

En las Secciones 6-9 examinamos las caracteŕısticas particulares de las
descomposiciones de la varianza de las Tablas 5-7 basadas en estimadores pa-
ramétricos y no paramétricos de m. A cada una de las tablas analizadas le
asociaremos una segunda tabla (a la que denominaremos “resultados del análi-
sis de la varianza y del F test”), orientada a la presentación de los resultados
de un análisis de datos.

5.4 . Matrices de estimación

Las tres descomposiciones de la varianza propuestas (Tablas 5-7) se basan
en la forma en que se utiliza δ̃ = ∆̂(m̂0) (= d̃2 − d̂2) para definir el estimador
del cociente C (véase la Tabla 4). Cabe la posibilidad de no utilizar δ̃ (con
C̃ = D̂(m̂0)/V̂ (m̂) = d̂2/σ̂2), de utilizar δ̃ sólo para estimar d2 (con C̃ =
[V̂ (m̂0) − V̂ (m̂)]/V̂ (m̂) = (σ̂2

0 − σ̂2)/σ̂2 y con Ĉ = D̃(m̂0)/V (m̂) = d̃2/σ̂2), o
de utilizar δ̃ para estimar tanto d2 como σ2 (con Ĉ = D̃(m̂0)/Ṽ(m̂) = d̃2/σ̃2).

Las relaciones entre las diferentes versiones muestrales de C se pueden
deducir del análisis de la varianza muestral inicial de la Tabla 5. Dicha des-
composición se corresponde, salvo el factor n−1, con la siguiente igualdad, en
donde H representa la matriz que proporciona el vector de ajustes del estima-
dor m̂, m̂ = HY, y P0 la matriz que proporciona el vector de ajustes mı́nimo
cuadráticos, m̂0 = P0Y,

Yt(I−P0)Y = Yt(H−P0)t(H−P0)Y

+2Yt(H−P0)t(I−H)Y + Yt(I−H)t(I−H)Y.

Las matrices que proporcionan los diferentes estimadores de d2, σ2 y σ2
0 se

resumen en la siguiente tabla (θ̂ = n−1YtMY si θ es uno de estos parámetros,
y M su matriz de estimación asociada). Se incluyen también las correspon-
dientes a δ̃ y δ̂ = 2δ̃. En el estudio de estos estad́ısticos basados en diferentes
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estimadores m̂, la diferencia más notoria es, como veremos, la interpretación
del término δ̃ = ∆̂(m̂0).

Tabla 8. Matrices de estimación

Estimador Matriz de estimación Estimador Matriz de estimación

σ̂2
0 =

1

n
YtV0Y V0 = I−P0 d̂2 =

1

n
YtDY D = (H−P0)

t(H−P0)

σ̂2 =
1

n
YtVY V = (I−H)t(I−H) d̃2 =

1

n
YtD̃Y D̃ =(I−P0)(H−P0)

σ̃2 =
1

n
YtṼY Ṽ =(I−P0)(I−H) δ̃ =

1

n
YtB̃Y B̃ = (I−H)t(H−P0)

σ̂2
0 − σ̂2 =

1

n
Yt∇Y ∇ = V0 −V δ̂ =

1

n
YtBY B = 2(I−H)t(H−P0)

En general, si la matriz H es simétrica, ∆̂(m̂0) se puede interpretar co-
mo el término atribuible al sesgo del estimador m̂. En efecto, el vector que
proporciona el sesgo en los puntos del diseño es b = m − E[m̂] = (I −H)m.
Aśı pues, una comparación del sesgo de m̂ bajo H1, frente al sesgo de m̂ bajo
H0 seŕıa, b̂− b̂0 = (I − H)m̂−(I − H)m̂0=(I − H)(H−P0)Y. En general,
∆̂(m̂0) = ∆̂1 − ∆̂0, en donde,

∆̂1 =
1
n
Yt(I−H)tHY y ∆̂0 =

1
n
YtP0(I−H)Y.

Si H es simétrica, ∆̂(m̂0) = n−1Yt(b̂− b̂0), ∆̂1 = n−1Ytb̂ y ∆̂0 = n−1Ytb̂0,
por lo que ∆̂1 puede atribuirse al sesgo de m̂ bajo H1, y ∆̂0 al sesgo de m̂ bajo
H0.

Los términos ∆̂1 y ∆̂0 en determinados casos se anulan. En general, ∆̂1 se
anula si HtH = H, y ∆̂0 se anula si P0H = P0. Con modelos de regresión M0

lineales como el (3), mθ = Xθ, con lo que el estimador m̂ es insesgado bajo
H0 (⇔ b0 = mθ−E[m̂] = (I−H)Xθ = 0 para todo θ) si y sólo si HX = X, o
equivalentemente, si HP0= P0. Por tanto, si H es simétrica, y m̂ es insesgado
bajo H0, ∆̂(m̂0) = ∆̂1.

Pasamos ahora a estudiar el análisis de la varianza y los estad́ısticos de
contraste de los F tests basados en los estimadores introducidos en las Sec-
ciones 3 y 4. Para describir la distribución de los estad́ısticos F , supondre-
mos que (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) son una muestra de un modelo de regresión
(Yi = m(Xi) + εi) de diseño fijo, es decir, consideraremos que los valores Xi

de la variable explicativa son valores prefijados, por lo que la aleatoriedad de
los Yi proviene sólo de los errores εi. Asumiremos, no obstante, que los valores
Xi están generados por una función de distribución absolutamente continua
z, en el sentido de que z(Xi) = (i − 1/2)/n, i = 1, . . . , n. En un diseño de
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este tipo, la función zn(x) = n−1
∑n

i=1 I{Xi≤x} converge uniformemente a la
función z, por lo que en este sentido, podemos considerar que z es la función
de distribución de los Xi.

6 . El análisis de la varianza y el F test paramétricos

Consideremos el contraste de la hipótesis de validez del modelo lineal (3),
H0 : m ∈ M0, frente a la hipótesis alternativa, H1 : m /∈ M0, suponiendo que
m ∈M, el espacio de funciones lineales más amplio definido en (5).

Sean m̂0 = mθ̂0
y m̂ = mθ̂ en donde θ̂0 y θ̂ son los estimadores mı́nimo

cuadráticos de θ correspondientes a los espacios M0 y M respectivamente.
Denotaremos por m̂0 = P0Y, y m̂ = PY, los correspondientes vectores de
estimaciones.

El estimador m̂0, que por definición es la función que minimiza V̂ (g) sobre
M0, es también la función que minimiza D̂(g) sobre M0 ya que P0P = P0, y
por tanto P0m̂ = P0PY = P0Y = m̂0. Aśı pues,

m̂0 = arg mı́n
g∈M0

V̂ (g) = arg mı́n
g∈M0

D̂(g).

6.1 . El análisis de la varianza clásico

Por ser m̂ la proyección de Y sobre M∗ = {mθ : mθ =
∑q

j=1 θjgj},

1
n
||Y − m̂0||2 =

1
n
||m̂− m̂0||2 +

1
n
||Y − m̂||2,

o sea, V̂ (m̂0) = D̂(m̂0) + V̂ (m̂). Las diferentes interpretaciones de la descom-
posición de la varianza anterior se resumen en la tabla siguiente.

Tabla 9. Interpretación del análisis de la varianza paramétrico

Valor del Mı́nimo del
Estimador Media muestral funcional funcional Distancia

d̂2 1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)]2 D̂(m̂0) mı́n
g∈M0

D̂(g)
1
n
||m̂− m̂0||2

σ̂2 1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 V̂ (m̂) mı́n
g∈M

V̂ (g)
1
n
||Y − m̂||2

σ̂2
0

1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]2 V̂ (m̂0) mı́n
g∈M0

V̂ (g)
1
n
||Y − m̂0||2

Obsérvese que ∆̂(m̂0) = 0, y por consiguiente las tres versiones del anova
muestral (Tablas 5-7) conducen a los mismos estimadores de d2 y σ2.
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6.2 . El F test clásico

El F test clásico o paramétrico (ecuación (7)) se basa en el anova muestral
de la Tabla 9. El estad́ıstico de contraste es,

F =
tr(V)
tr(D)

· d̂2

σ̂2
=

tr(V)
tr(V0 −V)

· σ̂2
0 − σ̂2

σ̂2
,

en donde D = P−P0 = V0−V, V = I−P y V0 = I−P0 son las matrices que
proporcionan los estimadores de d2, σ2 y σ2

0. En términos de los funcionales
de la distancia y la varianza, la primera expresión se corresponde con,

F =
tr(V)
tr(D)

· D̂(m̂0)
V̂ (m̂)

=
tr(V)
tr(D)

·
mı́ng∈M0 D̂(g)

mı́ng∈M V̂ (g)
,

y la segunda con,

F =
tr(V)

tr(V0 −V)
· V̂ (m̂0)− V̂ (m̂)

V̂ (m̂)
=

tr(V)
tr(V0 −V)

· mı́ng∈M0 V̂ (g)−mı́ng∈M V̂ (g)
mı́ng∈M V̂ (g)

.

(22)

Como es bien conocido (Seber (1977)), si los errores εi siguen una distri-
bución normal (y verifican la condición (2)), bajo H0, el estad́ıstico F sigue
una distribución Fν1,ν2 con ν1 =tr(D) = q − p y ν2 =tr(V) = n− q grados de
libertad.

La presentación de los resultados del análisis de la varianza y del F test
puede hacerse mediante las tablas siguientes (similares a las propuestas por
Motulsky y Christopoulos (2002)).

Tabla 10. Resultados del análisis de la varianza y del F test paramétricos

anova
Trazas muestral

tr(D) = q − p d̂2 =
1

n
YtDY

tr(V) = n− q σ̂2 =
1

n
YtVY

tr(V0) = n− p σ̂2
0 =

1

n
YtV0Y

Estad́ıstico de contraste

Comparación Comparación
relativa relativa

de ajustes de varianzas

F =
tr(V)

tr(D)
· d̂2

σ̂2
=

tr(V)

tr(V0 −V)
· σ̂2

0 − σ̂2

σ̂2

Nivel de significación

p = Pr(F > Fobs/H0)

Obsérvese que p = Pr(Fq−p,n−q > Fobs).

6.3 . Análisis estad́ıstico paramétrico del ejemplo

La representación gráfica correspondiente a los datos {(xi, yi)}72
i=1 del

ejemplo (Figura 2-izquierda), permite ver que el ajuste mı́nimo cuadrático
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de un polinomio de grado cinco, mθ̂(x), proporciona un buen ajuste de los
datos, por lo que podemos asumir que m ∈ M = {mθ : mθ(x) = θ0 + θ1x +
θ2x

2+θ3x
3+θ4x

4+θ5x
5}. Además, un análisis de los residuos ei = yi−mθ̂(xi),

i = 1, . . . , 72, muetra que la hipótesis de errores independientes con distribu-
ción normal de media nula y varianza constante es asumible.

La función mθ̂ se puede obtener a partir de la variable Z = X/72, defi-
nida en el intervalo [0, 1] (ya que X ∈ [0, 72]). El ajuste mı́nimo cuadrático
correspondiente a los datos {(zi, yi) : zi = xi/72 i = 1, . . . , 72}, es m̂(z) =
0,43213416 + 3,97785273z − 16,07455397z2 + 31,6283053z3 − 28,7795343z4 +
9,84891005z5. La función mθ̂ es mθ̂(x) = m̂(x/72).

Consideremos ahora el conjunto de datos {(xi, yi)}72i=13 para contrastar la
hipótesis nula de linealidad en el intervalo [12, 72], H0 : m ∈ M0 = {mθ :
mθ(x) = θ0 + θ1x}, frente a la hipótesis alternativa de que m no es una recta,
H1 : m /∈ M0 (asumiendo que m ∈ M). El F test clásico, proporciona los
resultados siguientes.

Resultados del análisis de la varianza y del F test clásicos (Tabla 10)

Trazas anova muestral

tr(D) = 4 d̂2 = 0,00000661

tr(V) = 54 σ̂2 = 0,00046658

tr(V0) = 58 σ̂2
0 = 0,00047319

Estad́ıstico de contraste
Comparación de ajustes y de varianzas

F =
tr(V)
tr(D)

· d̂2

σ̂2
=

tr(V)
tr(V0 −V)

· σ̂2
0 − σ̂2

σ̂2
=

= 0.19137342
Nivel de significación

p = Pr(F > Fobs/H0) = 0,94189272

Se concluye pues que no existen evidencias para rechazar la hipótesis de
linealidad en el rango de edad de uno a seis años (p = 0,94189272), lo que
está en consonancia con lo que se aprecia en la Figura 2 - derecha.

Si considerásemos, sin embargo, el conjunto total de datos, {(xi, yi)}72i=1,
el resultado del F test correspondiente seŕıa claramente significativo, ya que
entonces Fobs = 62,45946091, por lo que se rechaza la hipótesis de linealidad
desde el nacimiento, en concordancia con lo que se aprecia en la gráfica de la
izquierda de la Figura 2.

7 . El análisis de la varianza y el F test spline

Supongamos que podemos asumir que m ∈ M = Wp
2 [0, 1]. En esta sec-

ción nos centraremos en el contraste de hipótesis de un modelo de regresión
polinómico,

H0 : m ∈M0 = {mθ : mθ(x) = θ0+θ1x+· · ·+θp−1x
p−1} frente a H1 : m /∈M0.

(23)
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Como estimadores de m consideraremos, m̂0 = mθ̂, en donde θ̂ es el estima-
dor mı́nimo cuadrático de θ, y m̂ el estimador spline suave de orden (2, p) y
parámetro de suavización λ.

La distancia de las funciones de g ∈ M0 a m̂ se medirá mediante la
distancia entre g∗ y m̂∗ en el espacio M∗ = Wp∗

2 [0, 1] = {g∗ = (g, g(p)) :
g ∈ Wp

2 [0, 1]}, es decir, mediante la distancia inducida por la norma de H.
Introducimos para ello el funcional (g ∈M0),

D̂(g, λ) =
1
n
‖m̂∗−g∗‖2H =

1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− g(Xi)]2 + λ

∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx.

El estimador m̂0 que por definición es la función que minimiza V̂ (g)
sobre M0, es también la función que minimiza V̂ (g, λ) sobre M0 ya que∫ 1
0 [g(p)(x)]2dx = 0 si g ∈ M0 (y por tanto, V̂ (g, λ) = V̂ (g) en M0). La

función que minimiza D̂(g, λ) sobre M0 es también m̂0 ya que HX = X
(véase Eubank (1984)), y por tanto, HP0 = P0 en donde P0 denota la matriz
que proporciona el vector de ajustes polinómico, m̂0= P0Y. En consecuencia,
P0m̂ = P0HY = P0Y = m̂0. Aśı pues,

m̂0 = arg mı́n
g∈M0

V̂ (g, λ) = arg mı́n
g∈M0

D̂(g, λ).

7.1 . El análisis de la varianza spline

El estimador spline suave visto en H = Rn×L2[0, 1], m̂∗, es la proyección
de Y∗ sobre M∗ = Wp∗

2 [0, 1]. Aśı pues, considerando Y y m̂0 en H, obtenemos
la descomposición de la varianza que generaliza a la clásica,

1
n
‖Y∗ − m̂∗

0‖
2
H =

1
n
‖m̂∗ − m̂∗

0‖
2
H +

1
n
‖Y∗ − m̂∗‖2H ,

o sea, V̂ (m̂0, λ) = D̂(m̂0, λ) + V̂ (m̂, λ). En lo sucesivo denotaremos por

d̂2
H(λ) = D̂(m̂0, λ) =

1
n
‖m̂∗ − m̂∗0‖

2
H =

1
n

n∑
i=1

[m̂(xi)− m̂0(xi)]2 + λ

∫ 1

0

[m̂(p)(x)]2dx,

el término asociado a la distancia entre m̂∗ y m̂∗
0. (Los términos asociados

a la varianza bajo H0 y bajo H1, ya vistos, son σ̂2
0 = n−1 ‖Y∗ − m̂∗

0‖
2
H y

σ̂2
H(λ) = n−1 ‖Y∗ − m̂∗‖2H).

Las interpretaciones de la descomposición de la varianza anterior se reco-
gen en la tabla siguiente (véase también la Figura 3 - derecha).



“Ramil”
2007/7/17
page 357

LA GACETA 357

Tabla 11. Interpretación del análisis de la varianza spline

Valor del Mı́nimo del
Estimador Media muestral funcional funcional Distancia

d̂2
H(λ)

1

n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)]
2 D̂(m̂0, λ) mı́n

g∈M0
D̂(g, λ)

1

n
‖m̂∗ − m̂∗

0‖2
H

+λ
∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx

σ̂2
H(λ)

1

n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]
2 V̂ (m̂, λ) mı́n

g∈M
V̂ (g, λ)

1

n
‖Y∗ − m̂∗‖2

H

+λ
∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx

σ̂2
0

1

n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]
2 V̂ (m̂0, λ) mı́n

g∈M0
V̂ (g, λ)

1

n
‖Y∗ − m̂∗

0‖2
H

= V̂ (m̂0) = mı́n
g∈M0

V̂ (g) =
1

n
‖Y − m̂0‖2

Obsérvese que, por las ecuaciones normales (13) y por ser m̂
(p)
0 (x) ≡ 0, se

tiene
n∑

i=1
[Yi − m̂(Xi)]m̂0(Xi) = 0 , por lo que (véase (14)),

∆̂(m̂0) =
1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]m̂(Xi) = λ

∫ 1

0
[m̂(p)(x)]2dx (24)

En consecuencia, d̂2
H(λ) = D̂(m̂0) + ∆̂(m̂0) = d̃2 y σ̂2

H(λ) = V̂ (m̂) + ∆̂(m̂0) =
σ̃2. Por tanto, el análisis de la varianza de la tabla anterior se corresponde con
el de la Tabla 7.

7.2 . El F test natural

El F test natural (Ramil Novo y González Manteiga (2000)) se basa en la
descomposición de la varianza de la Tabla 11. El estad́ıstico de contraste de
este test es,

F =
tr(Ṽ)
tr(D̃)

·
d̂2
H(λ)

σ̂2
H(λ)

=
tr(Ṽ)

tr(V0 − Ṽ)
·
σ̂2

0 − σ̂2
H(λ)

σ̂2
H(λ)

,

en donde D̃ = H−P0 = V0 − Ṽ, Ṽ = I−H y V0 = I−P0 son las matrices
que proporcionan d̂2

H(λ), σ̂2
H(λ) y σ̂2

0. En términos de los funcionales de la
distancia y la varianza, la primera expresión se corresponde con,

F =
tr(Ṽ)
tr(D̃)

· D̂(m̂0, λ)
V̂ (m̂, λ)

=
tr(Ṽ)
tr(D̃)

·
mı́ng∈M0 D̂(g, λ)

mı́ng∈M V̂ (g, λ)
,
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y la segunda con,

F =
tr(Ṽ)

tr(V0 − Ṽ)
· V̂ (m̂0, λ)− V̂ (m̂, λ)

V̂ (m̂, λ)

=
tr(Ṽ)

tr(V0 − Ṽ)
·
mı́ng∈M0 V̂ (g, λ)−mı́ng∈M V̂ (g, λ)

mı́ng∈M V̂ (g, λ)
.

La presentación de los resultados del análisis de la varianza spline sua-
ve y del F test natural puede hacerse mediante unas tablas análogas a las
propuestas en el caso paramétrico.

Tabla 12. Resultados del análisis de la varianza y del F test spline

Trazas anova muestral

tr(D̃) = tr(H)− p d̂2
H(λ) =

1
n
YtD̃Y

tr(Ṽ) = n− tr(H) σ̂2
H(λ) =

1
n
YtṼY

tr(V0) = n− p σ̂2
0 =

1
n
YtV0Y

Estad́ıstico de contraste
Comparación relativa

de ajustes o de varianzas

F =
tr(Ṽ)
tr(D̃)

d̂2
H(λ)

σ̂2
H(λ)

=
tr(Ṽ)

tr(V0 − Ṽ)
σ̂2

0 − σ̂2
H(λ)

σ̂2
H(λ)

Nivel de significación
p = Pr(F > Fobs/H0)

Bajo H0, y ciertas condiciones adicionales (véase Ramil Novo y González
Manteiga (2000)), la distribución del estad́ıstico S = [tr(D̃)/(2tr(D̃2))][F − 1]
converge a una distribución N(0, 1). En consecuencia, con tamaños de muestra
grandes, p ≈ Pr(N(0, 1) > Sobs), en donde, de ahora en adelante, Sobs denota
el valor observado en la muestra de datos del correspondiente estad́ıstico S.

8 . El test de razón de verosimilitudes

Analizamos aqúı los F tests equivalentes al test de razón de verosimilitu-
des, basados en estimadores mı́nimo cuadráticos y spline suaves.

Si los errores siguen una distribución normal, la función de verosimilitud
(ecuación (6)) alcanza su máximo en la misma función que la función soporte,

l(g, σ2) = ln(L(g, σ2)) = −n

2
ln(2πσ2)− 1

2σ2
‖Y − g‖2 .



“Ramil”
2007/7/17
page 359

LA GACETA 359

8.1 . El test de razón de verosimilitudes paramétrico

Asumamos que m ∈M, el espacio de funciones lineales (5). Consideremos
el contraste de hipótesis del modelo lineal M0 definido en (3), H0 : m ∈ M0,
frente a H1 : m /∈M0.

Si θ̂0 y θ̂ son los estimadores mı́nimo cuadráticos de θ correspondientes a
M0 y M, el máximo de l en M0 se alcanza en m̂0 = mθ̂0

, y el máximo en M
se alcanza en m̂ = mθ̂. En efecto, para cualquier g ∈ M0, V̂ (m̂0) ≤ V̂ (g) (o
equivalentemente ‖Y − m̂0‖2 ≤ ‖Y − g‖2), y por tanto, L(g, σ2) ≤ L(m̂0, σ

2).
Un razonamiento análogo es válido para m̂: para cualquier g ∈ M, V̂ (m̂) ≤
V̂ (g), y por tanto, L(g, σ2) ≤ L(m̂, σ2). Como función de σ2, el máximo (que
es la solución de la ecuación ∂l/∂σ2 = 0) se alcanza para σ̂2

0 = V̂ (m̂0) (=
‖Y − m̂0‖2 /n) y σ̂2 = V̂ (m̂) (= ‖Y − m̂‖2 /n) en M0 y M respectivamente.
Como resultado, el estad́ıstico de razón de verosimilitudes es,

Λ =
supg∈M0,σ2 L(g, σ2)
supg∈M,σ2 L(g, σ2)

=

(
V̂ (m̂0)
V̂ (m̂)

)−n/2

=

(
‖Y − m̂0‖2

‖Y − m̂‖2

)−n/2

=
(

tr(P−P0)
tr(I−P)

F + 1
)−n/2

,

en donde,

F =
tr(V)
tr(D)

· D̂(m̂0)
V̂ (m̂)

=
tr(V)

tr(V0 −V)
· V̂ (m̂0)− V̂ (m̂)

V̂ (m̂)
,

es el estad́ıstico de contraste del test F (ecuaciones (7) y (22)) y por tanto los
tests basados en Λ y F son equivalentes.

8.2 . El test de razón de verosimilitudes spline

En esta sección volvemos a considerar el contraste de un modelo de regre-
sión polinómico (23). Bajo H0, el estimador de m será m̂0 = mθ̂, en donde θ̂
es el estimador mı́nimo cuadrático de θ.

Bajo H1, el estimador de m será la función m̂ = m̂ρ que minimiza sobre
Wp

2 [0, 1] el funcional V̂ (g) = n−1
∑n

i=1[Yi − g(Xi)]2 sujeta a las restricciones
J(g) =

∫ 1
0 [g(p)(x)]2dx ≤ ρ para toda g ∈ Wp

2 [0, 1]. Aśı pues,

m̂ρ = arg mı́n
g∈M

V̂ (g) en donde M =
{

g : g ∈ Wp
2 [0, 1],

∫ 1

0
[g(p)(x)]2dx ≤ ρ

}
.

(25)
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La restricción J(g) ≤ ρ, garantiza que la solución m̂ρ es única si n ≥ p, y
además ρ determina el grado de suavidad de la curva. Cuanto más pequeño
sea ρ, más suave será el estimador resultante. El estimador m̂ρ es además
equivalente a un estimador spline suave (véase Eubank (1988, Cáp. 5)). Más
en concreto, existe una constante ρ0, tal que para cualquier 0 ≤ ρ ≤ ρ0, la
solución m̂ρ del problema anterior es el estimador spline suave m̂λ de orden
(2, p) correspondiente al parámetro de suavización λ = λ(ρ) determinado por
J(m̂λ) = ρ. Rećıprocamente, dado λ > 0, m̂λ es la solución del problema de
minimización anterior correspondiente a ρ = J(m̂λ).

Dado que para cualquier g ∈ M, V̂ (m̂) ≤ V̂ (g) (o equivalentemente
‖Y − m̂‖2 ≤ ‖Y − g‖2), se tiene que L(g, σ2) ≤ L(m̂, σ2). Como función
de σ2, el máximo se alcanza para σ̂2(λ) = V̂ (m̂) = ‖Y − m̂‖2 /n. Como resul-
tado, el estad́ıstico de razón de verosimilitudes es,

Λ =
supM0,σ2 L(g, σ2)
supM,σ2 L(g, σ2)

=

(
V̂ (m̂0)
V̂ (m̂)

)−n/2

=

(
‖Y − m̂0‖2

‖Y − m̂‖2

)−n/2

=
(

tr(V0 −V)
tr(V)

F + 1
)−n/2

,

en donde,

F =
tr(V)

tr(V0 −V)
V̂ (m̂0)− V̂ (m̂)

V̂ (m̂)
=

tr(V)
tr(V0 −V)

σ̂2
0 − σ̂2(λ)
σ̂2(λ)

=
tr(V)

tr(V0 −V)
‖Y − m̂0‖2 − ‖Y − m̂‖2

‖Y − m̂‖2
,

siendo V = (I − H)t(I − H) =(I − H)2 y V0 = I − P0 las matrices que
proporcionan los estimadores σ̂2(λ) (basado en m̂ = HY con m̂ = m̂λ(ρ)) y
σ̂2

0 respectivamente. Por tanto el test de razón de verosimilitudes es equiva-
lente al test basado en el estad́ıstico F anterior (estudiado por Ramil No-
vo y González Manteiga (2000)), pero no al F test natural. Ambos, el nu-
merador y el denominador, son distintos a los del F test natural ya que
V0 −V = (I−P0)− (I−H)2 6= H−P0 = D̃ y V =(I−H)2 6= I−H = Ṽ.

8.2.1 . El análisis de la varianza spline
(test de razón de verosimilitudes)

La descomposición de la varianza de la Tabla 13 (que se corresponde con
la Tabla 5), es útil para la interpretación del F test de razón de verosimilitudes
spline suave. En la tabla, λ = λ(ρ), m̂ = m̂ρ (= m̂λ(ρ)), δ̂(λ) = 2∆̂(m̂0), y M
es el espacio definido en (25).
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Tabla 13. Interpretación del análisis de la varianza spline (test de razón de
verosimilitudes)

Valor del Mı́nimo del Expresión
Estimador Media muestral funcional funcional vectorial

d̂2(λ)
1
n

n∑
i=1

[m̂(Xi)− m̂0(Xi)]2 D̂(m̂0) mı́n
g∈M0

D̂(g)
1
n
||m̂− m̂0||2

δ̂(λ)
2
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]m̂(Xi) 2∆̂(m̂0) mı́n
g∈M0

2∆̂(g)
2
n
m̂t(Y − m̂)

σ̂2(λ)
1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂(Xi)]2 V̂ (m̂) mı́n
g∈M

V̂ (g)
1
n
||Y − m̂||2

σ̂2
0

1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)]2 V̂ (m̂0) mı́n
g∈M0

V̂ (g)
1
n
||Y − m̂0||2

Obsérvese que ∆̂(g) es constante en M0. La presentación del F test puede
hacerse como sigue a continuación.

Tabla 14. Resultados del análisis de la varianza y del F test de razón de
verosimilitudes spline

Trazas anova muestral

tr(D) = tr(H2)− p d̂2(λ) =
1
n
YtDY

tr(B) = 2tr(H)−2tr(H2) δ̂(λ) =
1
n
YtBY

tr(V) = n− 2tr(H)+tr(H2) σ̂2(λ) =
1
n
YtVY

tr(V0) = n− p σ̂2
0 =

1
n
YtV0Y

Estad́ıstico de contraste
Comparación relativa

de varianzas

F =
tr(V)

tr(V0 −V)
· σ̂2

0 − σ̂2(λ)
σ̂2(λ)

Nivel de significación
p = Pr(F > Fobs/H0)

Bajo H0, y ciertas condiciones adicionales (véase Ramil Novo y González
Manteiga (2000)), la distribución del estad́ıstico S = [tr(D)/(2tr(D2))][F − 1]
converge a una distribución N(0, 1). En consecuencia, para tamaños muestrales
grandes, p ≈ Pr(N(0, 1) > Sobs).

8.3 . Análisis estad́ıstico no paramétrico del ejemplo

Consideremos de nuevo el conjunto de datos {(xi, yi)}72i=1 de la Figura
2-izquierda. La función de regresión se puede estimar sin asumir una forma
paramétrica, lo que es menos restrictivo. Es necesario, no obstante, asumir
ciertas condiciones de suavidad acerca de m. Consideramos aqúı el estimador
spline, y los valores zi = xi/n, i = 1, . . . , 72, pertenecientes al intervalo [0, 1]. Si
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m̂λ(z) es el ajuste correspondiente a {(zi, yi)}72i=1, el ajuste correspondiente a
los datos originales es m̂λ(x/72). Seleccionando un estimador m̂λ spline suave
cúbico (o spline suave de orden (2, p) con p = 2), es necesario asumir que
m ∈ W2

2 [0, 1] = {g : g, g′ son absolutamente continuas y
∫ 1
0 [g

′′
(x)]2dx < ∞}

(véase la Sección 4.1). La definición alternativa de la Sección 8.2, requiere
poder considerar que m ∈ M = {g : g ∈ W2

2 [0, 1],
∫ 1
0 [g

′′
(x)]2dx ≤ ρ} en el

caso del spline cúbico (p = 2). En el primer caso, la estimación óptima se
obtiene considerando el parámetro λo que minimiza la denominada función de
validación cruzada generalizada (véase Eubank (1988, Cáp. 5)),

GCV (λ) = V̂ (m̂λ)/[1− 1
n

tr(H(λ))]2 =
n−1

∑n
i=1[Yi − m̂λ(Xi)]2

[n−1tr(I−H(λ))]2
.

Evaluando GCV (λ) en la sucesión de valores λ(i) = [h(i)]4, i = 0, . . . , 3900,
en donde h(i) = 0,01 + 0,0001 × i, se obtuvo como valor aproximado de λo,
λ = 0,0334. El estimador correspondiente a este parámetro de suavización es
el representado en la Figura 2 - izquierda. Dicho estimador coincide con el
estimador m̂ρ basado en el parámetro ρ = J(m̂λ) =

∫ 1
0 [m̂

′′
λ(x)]2dx. Por tanto,

ρ = δ̃/λ = 60,97473862 (véase (24)).
Para contrastar la hipótesis nula de linealidad de uno a seis años, podemos

considerar los valores {xi}72
i=13 recentrados y reescalados en el intervalo [0, 1],

zi = (xi − 12)/60, i = 13, . . . , 72. La hipótesis nula es entonces, H0 : m(z) =
θ0 + θ1z, y la hipótesis alternativa, H1 : m(z) no es una recta.

Para aplicar el F test natural, consideramos el estimador spline corres-
pondiente a los datos {(xi, yi)}72

i=13 con el parámetro de suavización λ = 0,0334

(el obtenido por el criterio GCV para el conjunto global de datos). En el F
test de razón de verosimilitudes se consideró el mismo estimador spline suave
cúbico, correspondiente ahora a ρ = 9,72666347.

Resultados del análisis de la varianza y del F test natural
(Tabla 12, spline suave cúbico)

Trazas anova muestral

tr(D̃) = 8,18515954 d̂2
H(λ) = 0,00002235

tr(Ṽ) = 49,81484046 σ̂2
H(λ) = 0,00045084

tr(V0) = 58 σ̂2
0 = 0,00047319

Estad́ıstico de contraste
Comparación de covarianzas

F̃ =
tr(Ṽ)
tr(D̃)

· d̂2
H(λ)

σ̂2
H(λ)

= 0,30172341

Nivel de significación

p = Pr(F̃ > F̃obs/H0) ≈ 0,99223815
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Resultados del análisis de la varianza y del F test tipo razón de
verosimilitudes

(Tabla 14, spline suave cúbico)

Trazas anova muestral

tr(D) = 6,13381337 d̂2(λ) = 0,00001082

tr(B) = 4,10269234 δ̂(λ) = 0,00002307

tr(V) = 47,76349429 σ̂2(λ) = 0,00043930

tr(V0) = 58 σ̂2
0 = 0,00047319

Estad́ıstico de contraste
Comparación relativa de varianzas

F =
tr(V)

tr(V0 −V)
· σ̂2

0 − σ̂2(λ)
σ̂2(λ)

=

= 0,35991668
Nivel de significación

p = Pr(F > Fobs/H0) ≈

≈ 0,98580437

Ambos tests dan un resultado que no es significativo, como podemos ver
en las tablas anteriores, por lo que no hay razones para rechazar la hipótesis
de linealidad. En estos tests, se observa además una mayor evidencia que con
el F test paramétrico de que un polinomio de grado uno es suficiente para
obtener un buen ajuste.

Si incluyésemos en el análisis todos los datos, {(xi, yi)}72i=1, el resulta-
do seŕıa significativo en ambos F tests no paramétricos con parámetro λ =
0,0334. Los correspondientes valores de los estad́ısticos de contraste son F̃obs =
25,18443044 y Fobs = 22,78932854. En consecuencia, se rechaza la hipótesis de
linealidad en el rango de edad de cero a seis años.

9 . Extensiones basadas en otros estimadores
no paramétricos

Una parte importante de las analoǵıas entre el proceso de estimación y de
contraste de hipótesis mı́nimo cuadráticos y spline debeŕıa de poder extenderse
a otros estimadores no paramétricos. Mostramos aqúı algunas posibilidades.

En la Sección 5.3 se consideró el estimador d̃2 (ecuación (21)), motivado
por la interpretación de d2 = E[r2(X)] como una covarianza, asumiendo que
E[r(X)] = 0 (r(X) = m(X) − m0(X)) y que X es una variable aleatoria.
Bajo estas condiciones, la expresión de d2 = E[r2(X)] admite también las
interpretaciones,

E[r2(X)] = E[Ur(X)] = cov(U, r(X)) = máx
g∈M

E[Ug(X)] = máx
g∈M

cov(U, g(X)),

(26)
en donde M = {g : g es una función de Borel tal que ||g||2 =

∫
g2(x)dF (x) ≤

d2}. Aśı pues,

C =
d2

σ2
=

máxg∈ME[Ug(X)]
σ2

.
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Es más, si en la definición de M consideramos ||g||2 ≤ c con c una constante
fija positiva arbitraria, el máximo se alcanzaŕıa con una función proporcional
a r(x) (Bradley y McClelland (1996a)).

La expresión (26) sugiere la posibilidad de considerar el estimador,

d̂2
u =

1
n

n∑
i=1

[Yi−m̂0(Xi)]r̂(Xi) =
1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

Whj(Xi)[Yi−m̂0(Xi)][Yj−m̂0(Xj)],

(27)
en donde Û = Y − m̂0(X) (m̂0 el estimador mı́nimo cuadrático) y donde
r̂(x) =

∑n
j=1 Whj(x)[Yj − m̂0(Xj)] es un estimador no paramétrico de u(x) =

E[Û/X = x]. Por último, la matriz de estimación de d̂2
u = n−1YtΩY es

Ω = (I−P0)H(I−P0).

9.1 . Estimador polinómico local y estimador tipo núcleo

Una función real se denomina anaĺıtica en un punto x si en un entorno del
punto se puede desarrollar en serie de potencias (serie de Taylor). Aśı pues, si
m es anaĺıtica, y z pertenece al entorno de x en el que el desarrollo es válido,

m(z) =
∞∑

k=0

m(k)(x)
k!

(z − x)k.

Si m ∈ M = Cq+1[0, 1] = {g : g, g′, . . . , g(q+1) son funciones continuas},
m se puede aproximar por el polinomio de Taylor de grado q, m(z) ' θ0(x) +
θ1(x)(z − x) + · · · + θq(x)(z − x)q, en donde θj(x) = m(j)(x)/j!, j = 0, . . . , q.
Se denomina estimador polinómico local de grado q (orden q + 1) de θ(x) =
(θ0(x), . . . , θq(x))t, al vector θ̂(x) = (θ̂0(x), . . . , θ̂q(x))t que minimiza el funcio-
nal,

V̂ (θ(x)) =
1
n

n∑
i=1

[Yi −
q∑

j=0

θj(x)(Xi − x)j ]2Kh(Xi − x),

en donde los pesos se definen como,

Kh(Xi − x) =
1
h

K(
Xi − x

h
),

siendo K una función núcleo, que determina la forma de los pesos, y h el deno-
minado parámetro ventana, que sirve para controlar la suavidad del estimador
resultante. En general una función núcleo es una función continua, simétrica
con respecto al cero, y tal que

∫
K(x)dx = 1. En la práctica, sin embargo, el

núcleo K es generalmente una función de densidad con soporte un intervalo
finito. Aśı por ejemplo, si el soporte de K es [−1, 1], el soporte de Kh(Xi− x)
es [Xi−h, Xi +h] y

∫ Xi+h
Xi−h Kh(Xi−x)dx = 1, por lo que el parámetro ventana
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se puede interpretar como el parámetro de escala que ajusta la forma y el
tamaño de la función núcleo al entorno de Xi, [Xi − h, Xi + h].

El estimador polinómico local de grado q de la función de regresión es
m̂(x) = θ̂0(x). Un caso particular de interés es el correspondiente a q = 0.
El estimador resultante, al que se conoce como estimador tipo núcleo de
Nadaraya-Watson, es

m̂(x) =
1

nf̂(x)

n∑
i=1

Kh(Xi − x)Yi, en donde f̂(x) =
1
n

n∑
i=1

Kh(Xi − x), (28)

y m̂(x) = 0 si f̂(x) = 0. En la definición anterior, el estimador tipo núcleo
de la función de densidad de X, f̂(x), juega el papel de ajustar los pesos que
proporciona el núcleo K a la frecuencia de aparición de valores de X en torno
a x.

El vector de ajustes del estimador polinómico local de grado q,

m̂ = (θ̂0(X1), . . . , θ̂0(Xn))t = HY,

se puede obtener a partir de las matrices P(x) que proporcionan los ajustes
locales,

P(x) = X(x)[Xt(x)Π(x)X(x)]−1Xt(x)Π(x),

en donde,

X(x) =

 1 X1 − x . . . (X1 − x)q

...
...

...
1 Xn − x . . . (Xn − x)q

 y Π(x) = diag[
1
h

K(
Xi − x

h
)].

En efecto, m̂(Xi) = θ̂0(Xi) = et
i,nP(Xi)Y en donde ei,n = (0, . . . , 1, 0, . . . , 0)t

(el uno en la posición i-ésima). Por consiguiente, la entrada (i, j) de la matriz
H = [Wh(Xi, Xj)] se puede obtener ajustando localmente un polinomio de
grado q al conjunto de datos {Xi, δij}n

i=1, y evaluando a continuación dicho
ajuste en el punto Xi, o sea, Wh(Xi, Xj) = et

i,nP (Xi)ej,n = elemento i-ésimo
de la j-ésima columna de P (Xi).

9.2 . Análisis de la varianza basado
en el estimador polinómico local

Consideremos el contraste de hipótesis (23) de un modelo de regresión
polinómico. Examinamos aqúı las descomposiciones de la varianza basadas en
el estimador polinómico local análogas a las estudiadas con el estimador spline
suave.

Denotemos por H la matriz de pesos del estimador polinómico local de
grado q ≥ p. El análisis de la varianza de la Tabla 5, V̂ (m̂0) = D̂(m̂0) +
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2∆̂(m̂0) + V̂ (m̂), basado en la matriz H requiere el estimador de σ2 basado
en el estimador polinómico local, σ̂2 = V̂ (m̂), estudiado por Ruppert; Wand;
Holst y Hössjer (1997). Como estimador de d2 se utiliza la comparación directa
de ajustes, d̂2 = D̂(m̂0), basada en el estimador polinómico local, estad́ıstico
que fue estudiado por Alcalá; Cristóbal y González Manteiga (1999).

Consideremos ahora el análisis de la varianza de la Tabla 6, V̂ (m̂0) =
D̃(m̂0) + ∆̂(m̂0) + V̂ (m̂). El estimador d̂2

u basado en el estimador polinómico
local de grado q ≥ p aplicado a los residuos Ûi = Yi − m̂0(Xi) del mode-
lo paramétrico fue estudiado por Liu, Stengos y Li (2000). Este estad́ıstico
está basado en la matriz Ω = (I−P0)H(I−P0). Dado que se verifica la pro-
piedad HP0 = P0, la matriz Ω coincide con D̃ = (I−P0)(H−P0). Por
consiguiente, con el estimador polinómico local considerado, d̂2

u coincide con
el estad́ıstico d̃2 = D̃(m̂0).

A diferencia de lo que ocurŕıa con el estimador spline suave considerado en
las Secciones 7 y 8.2, la matriz H del estimador polinómico local considerado
no es simétrica, por lo que D̃ = (I−P0)(H−P0) no coincide con H−P0.
El estimador ponderado de la varianza, σ̃2, tampoco se corresponde con la
versión muestral de (11), n−1

∑n
i=1[Yi − m̂(Xi)]Yi.

Considérense las expresiones de las matrices de estimación V y D̃ (defi-
nidas en la Tabla 8),

V = I−H−Ht(I−H) y D̃ = H−P0 + P0(I−H),

válidas para cualquier estimador m̂. La expresión de V muestra que,

1
n
Yt(I−H)Y =

1
n
Yt(I−H)t(I−H)Y +

1
n
YtHt(I−H)Y

= σ̂2 + ∆̂1 = σ̂2 + ∆̂(m̂0) + ∆̂0 = σ̃2 + ∆̂0.

De la expresión de D̃ se deduce que,

1
n
Yt(H−P0)Y =

1
n
YtD̃Y− 1

n
YtP0(I−H)Y = d̃2−∆̂0 (= d̂2+∆̂(m̂0)−∆̂0)

Considerando la matriz P0 correspondiente al modelo de regresión po-
linómico M0 definido en (23), y la matriz H del estimador polinómico local
de grado q ≥ p, el término ∆̂0 no se anula, a diferencia de lo que ocurŕıa con
el estimador spline suave considerado en la Tabla 11.

9.2.1 . F tests basados en el estimador polinómico local

El F test basado en la comparación relativa de las varianzas definido
en términos del estimador polinómico local fue propuesto por Cleveland y
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Devlin (1988). Fan, Zhang y Zhang (2001) estudiaron la correspondiente gene-
ralización del test de razón de verosimitudes, equivalente a dicho F test. La
presentación de los resultados puede hacerse en una tabla como la siguiente
(análoga a la Tabla 14).

Tabla 15. Resultados del análisis de la varianza y del F test basado en el
estimador polinómico local. Comparación de ajustes y comparación de

varianzas

Trazas anova muestral

tr(D) =tr(HtH)− p d̂2(h) = 1
nYtDY

tr(B) = 2tr(H)− 2tr(HtH) δ̂(h) = 1
nYtBY

tr(V) = n− 2tr(H)+tr(HtH) σ̂2(h) = 1
nYtVY

tr(V0) = n− p σ̂2
0 = 1

nYtV0Y

Estad́ıstico de contraste

Comparación de ajustes
Fd = tr(V)

tr(D)
· d̂2(h)

σ̂2(h)

Comparación de varianzas
Fv = tr(V)

tr(V0−V)
· σ̂2

0−σ̂2(h)
σ̂2(h)

Niveles de significación
pd = Pr(Fd > Fobs/H0)
pv = Pr(Fv > Fobs/H0)

El F test basado en la comparación de ajustes admite dos versiones, en
función de qué estimador d̂2 o d̃2 se utilice. La Tabla 15 muestra los resultados
del anova y el F test asociados a d̂2. El análisis de la varianza asociado al F
test basado en d̃2 se presenta en la Tabla 16.

Tabla 16. Resultados del análisis de la varianza basado en el estimador
polinómico local. Comparación de ajustes “penalizada” y comparación de

varianzas.

Trazas anova muestral

tr(D̃) = tr(H)− p d̃2(h) =
1
n
YtD̃Y

tr(B̃) = tr(H)− tr(HtH) δ̃(h) =
1
n
YtB̃Y

tr(V) = n− 2tr(H)+tr(HtH) σ̂2(h) =
1
n
YtVY

tr(V0) = n− p σ̂2
0 =

1
n
YtV0Y

Estad́ıstico de contraste

Comparación de ajustes
“penalizada”

F̃ =
tr(V)
tr(D)

· d̃2(h)
σ̂2(h)

Nivel de significación

p = Pr(F̃ > F̃obs/H0)
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Bajo H0, y ciertas condiciones adicionales, las distribuciones de S =
[tr(D)/(2tr(D2))][Fd − 1], S = [tr(V0−V)/(2tr((V0−V)2))][Fv − 1] y S =
[tr(D̃)/(2tr(D̃2))][F̃ − 1], convergen a una distribución N(0, 1) (véanse las
referencias ya citadas). En consecuencia, para tamaños de muestra grandes,
p ≈ Pr(N(0, 1) > Sobs).

9.3 . Estimadores tipo núcleo

Consideremos la matriz de pesos H del estimador tipo núcleo de Nadaraya-
Watson, m̂ (ecuación (28)), y el contraste de la hipótesis nula del modelo lineal
general (3), H0 : m ∈M0, frente a H1 : m /∈M0.

El estimador σ̂2 = V̂ (m̂) basado en el estimador tipo núcleo de Nadaraya-
Watson, fue estudiado por Hall y Marron (1990). El F test basado en la
comparación relativa de varianzas, Ĉ = (σ̂2

0 − σ̂2)/σ̂2, definido en términos
de dicho estimador fue estudiado por Dette (1999). El análisis de la varianza
asociado es el de la Tabla 5.

Consideremos ahora el análisis de la varianza de la Tabla 6, V̂ (m̂0) =
D̃(m̂0) + ∆̂(m̂0) + V̂ (m̂). Zheng (1996) estudió un test basado en un estima-
dor similar al d̂2

u(h) de la ecuación (27) utilizando el estimador tipo núcleo
de Nadaraya-Watson. El estimador d̂2

u(h) no proporciona sin embargo una
descomposición de la varianza basada en el estimador tipo núcleo del tipo
σ̂2

0 = d̃2(h) + δ̃(h) + σ̂2(h), puesto que la matriz de pesos del estimador de
Nadaraya-Watson no verifica que HP0 = P0, lo que implica que d̂2

u y d̃2

(ecuaciones (27) y (21)), no coinciden. Un estad́ıstico de constraste similar a
d̃2 es el siguiente, estudiado por Bradley y McClelland (1996b),

d̃2
BM =

1
n

n∑
i=1

[Yi − m̂0(Xi)][m̂i(Xi)− m̂0(Xi)]f̂i(Xi),

en donde m̂(x) es un estimador tipo núcleo de Nadaraya-Watson de la función
de regresión, y f̂(x) es un estimador tipo núcleo de la función de densidad de
X. La versión empleada de estos estimadores no permite, sin embargo, una
expresión del tipo n−1Yt(I−P0)W(H−P0)Y con W =diag[f̂i(Xi)], ya que
cada estimación m̂i(Xi) requiere determinar un parámetro ventana.

9.4 . Estimadores tipo serie

La generalización más simple de los espacios de funciones lineales, pa-
ramétricos, al contexto no paramétrico, la proporcionan los espacios de fun-
ciones infinito dimensionales que constituyen un espacio de Hilbert. En un
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espacio de Hilbert infinito dimensional las funciones admiten una represen-
tación del tipo g =

∑∞
k=1 αkϕk en donde {ϕk}∞k=1 es un sistema ortonormal

completo de funciones. Un espacio de Hilbert importante es,

L2[0, 1] =
{

g : ‖g‖2 =
∫

g2(x)dF (x) < ∞
}

.

Dado un sistema ortogonal completo de L2[0, 1], {ϕk}∞k=1, denotando por αk =∫ 1
0 m(x)ϕ∗k(x)dx, k = 1, 2, . . . , los denominados coeficientes de Fourier,

m(x) ∼
∞∑

k=1

αkϕk(x),

es el desarrollo en serie de Fourier de m. Para cada n (si n ≥n) se ob-
tiene un estimador por series de Fourier m̂n =

∑n
k=1 α̂kϕk(x), en donde

α̂k = n−1
∑n

i=1 ϕk(Xi)Yi, que se puede caracterizar como,

m̂n = arg mı́n
g∈Mn

1
n

n∑
i=1

[Yi − g(Xi)]2,

pues se obtiene minimizando V̂ (g) sobreMn =
{
g : g =

∑n
k=1 αkϕk, αk ∈ R

}
.

Un caso importante es el estimador por series de Fourier clásico, asociado
a ϕk(x) = exp(2πikx), k = 0,±1, . . . Este estimador es un estimador lineal,
m̂n(x) =

∑n
j=1 Wn(x,Xj)Yj , con función de pesos Wn(x,Xj) = n−1Kn(x −

Xj), en donde Kn(x) =sen(π(2n+1)x)/sen(x) si x /∈ Z, y Kn(x) = 2n+1 si
x ∈ Z. El vector de estimaciones es m̂ = HY, en donde,

H = Φ(Φ∗Φ)−1Φ∗

es una matriz real, simétrica e idempotente, y Φ = (ϕ−n, . . . , ϕn). Dado que,

m̂n = arg mı́n
g∈Mn

V̂ (g) = arg mı́n
g∈Mn

‖Y − g‖2 = arg mı́n
g∈Mn

||Y−
n∑

k=−n

αkϕk||2,

(Mn =
{
g : g =

∑n
k=−n αkϕk, αk ∈ R

}
) m̂n es la proyección de Y sobre el

espacio vectorial generado por ϕ−n, . . . , ϕn.
El estimador de la varianza análogo a los considerados con otros estima-

dores es,

V̂ (m̂) = mı́n
g∈Mn

V̂ (g) = mı́n
g∈Mn

1
n
‖Y − g‖2 =

1
n
‖Y − m̂n‖2 ,

en donde, ‖Y − m̂n‖2 = ‖Y −H(n)Y‖2 = Yt(I−H(n))t(I−H(n))Y =
= Y t(I−H(n))Y.
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