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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en cada
uno de los nimeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica en la que
los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel destacado. Para
cumplir este objetivo el editor de la columna (sin otros méritos que su
interés y sin otros recursos que su mejor voluntad) quisiera contar con la
colaboracion de los lectores, a los que anima a remitirle (a la direccién
que se indica al pie de pdgina') los trabajos y sugerencias que consideren
oportunos.

EN ESTE NUMERO. . .

En este nimero de La Gaceta, presentamos. .. un articulo del Catedratico de
Geometria y Topologia de la Universidad de Malaga, Dr. Aniceto Murillo. Versa
sobre la interseccion de dos ambitos de la Ciencia y la Tecnologia aparentemente
lejanos, la Topologia y la Robdética. ;Qué puede tener que ver la Topologia con esos
androides cuya imagen ha sido popularizada por tantas obras literarias y cinemato-
graficas?

Si pensamos en una versién mas modesta (pero méas desarrollada en la practica)
de los robots, en los ttiles brazos robéticos que aparecen en la industria automovi-
listica, en la carrera espacial o en la cirugia, etc., es posible imaginar, por ejemplo,
un papel importante en su diseno y manipulacién para ramas de la matematica ta-
les como la Teoria de Control, pero jqué puede tener que ver la Topologia con la
programacién de estos brazos articulados? Responder a esta pregunta, mostrando
las multiples y profundas relaciones entre Topologia y Robdtica, es el objetivo del
trabajo que aparece en esta edicién de La Columna. . .

Este editor, que se interesé, hace veinte afios, por diversos problemas de Algebra
y Geometria Computacional en Roboética, recuerda que, indefectiblemente, surgian
problemas topolégicos tanto en el andlisis del espacio de configuraciones de un ro-
bot como en la planificacion de sus movimientos. Y recuerda, también, como un
antecedente remoto del trabajo que ahora se presenta en esta La Columna. . ., el in-
teresante articulo de divulgacién de Daniel Baker titulado Some topological problems
in robotics, publicado en 1990 en la revista The Mathematical Intelligencer, vol. 12,
n.° 1.

1Tomés Recio, Departamento de Mateméticas, Facultad de Ciencias, Universidad de Cantabria,
39071-Santander; tomas.recio@unican.es
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Desde entonces, las aplicaciones de la Topologia a la Robdtica han ido conso-
liddndose como un campo activo de investigacién, con conferencias internacionales
monograficas como las celebradas en el ETH de Zurich en 2003 y 2006, con secciones
en el ICTAM (el congreso internacional de referencia sobre matemaética industrial y
aplicada) de 2007 o en el Congreso Europeo de Matemadticas de 2008. La relevancia
e interés de este campo de investigaciéon ha merecido incluso una resena en la pres-
tigiosa revista Science (en su edicién del 8 de agosto del 2003: vol. 301, n.° 5634,
p. 756).

Por todo ello consideramos de especial interés la contribucién del profesor Muri-
llo, con el fin de divulgar entre los lectores de La Gaceta algunas nociones y problemas
fundamentales de las aplicaciones de la Topologia a la Robdtica.

Para finalizar, queremos que quede constancia de nuestra invitacién a presentar,
cuando Murillo considere oportuno, un nuevo articulo en el que nos hable, en un
futuro, sobre las aplicaciones, en sentido contrario, de la Roboética a la Topologia, a
las que hace referencia al final de este trabajo.
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Robética topolégica:
complejidad topolégica de planificadores de movimientos'

por

Aniceto Murillo

INTRODUCCION

Poco podia sospechar Isaac Asimov! que, cuando acuilé el término robética en
uno de sus cuentos de ciencia ficciéon de la coleccion I robot, estaba de hecho dando
origen al nombre de un importante campo de la ciencia y la tecnologia actual. A decir
verdad, el término robot, con la acepcién con la que hoy lo conocemos, fue usado
por primera vez en 1920 por el también autor de ciencia ficcién Karel Capek? en su
obra de teatro R.U.R. Rossum’s Universal Robots. De forma tal vez excesivamente
general, con el inico objeto de situar en contexto el presente articulo, podemos decir
que la robdtica tiene por objeto el disefio y construccion de robots, entendiendo
por tales los agentes mecénicos y/o electrénicos con autonomia parcial o total para
detectar propiedades de su entorno e interactuar con él, asi como los algoritmos
preconcebidos y debidamente implementados que hagan realizar a estos robots, de
forma inteligente y eficiente, los fines para los que han sido construidos.

Una de las principales ramas de la robdtica donde en la actualidad se investiga
con fruicién es la llamada planificacion de movimientos. También a grandes rasgos,
el objetivo de esta crucial parte de la robdtica donde confluyen la informatica, la
ingenieria y por supuesto las matematicas, es la creacién, diseno e implementacién
de algoritmos en un robot o conjunto de robots que los permitan moverse adecua-
damente por el entorno en el que «viven». El ejemplo tipico de planificacion de
movimientos que mejor ilustra esta somera descripcion, es el del transportista de
pianos: imaginemos que un tal transportista (robot) se encuentra con un piano a la
entrada de una casa y debe dejar la pesada carga en una precisa y (por desgracia
para el que lo transporta) recéndita habitacién. Un algoritmo que haga que tanto el
transportista como su carga lleguen sanos y salvos al preciso rincén de la escondida

TEste trabajo puede considerarse en cierta forma una versién ampliada y, aunque también en
clave divulgativa, quizas mas rigurosa, de la conferencia « Robética Topolégica» impartida en la Uni-
versidad del Pais Vasco en abril de 2008, durante €l ciclo «Un paseo por la geometria» (2007,/2008)
organizado por los profesores Raul Ibafiez y Marta Macho, a quienes aprovecho para agradecer el
improbo esfuerzo que hacen en la ardua labor de divulgar las matemaéticas.

saac Asimov (1920-1992) nacié en Rusia y emigré a muy corta edad a los Estados Unidos.
Fue bioquimico y un prolifico escritor de todo tipo de obras, no sélo de ciencia ficcién.

2Karel Capek (1890-1938) ha sido uno de los escritores en lengua checa mas importantes del
siglo XX.
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habitacién sorteando todos los posibles obstaculos es un planificador de este mo-
vimiento. Cémo hacer que un automévil aparque de forma auténoma sin impactar
con otros vehiculos, como hacer que varios robots se desplacen sin colisionar en un
determinado entorno, o simplemente, cémo hacer que un brazo articulado se mueva
de una posicién a otra, responden también al disefio de algoritmos planificadores de
movimientos.

De forma general la planificacién de un movimiento tiene dos importantes tareas
que llevar a cabo. La primera de ellas disefiar, modelar el robot o conjunto de robots
que intervienen en el movimiento asi como el entorno donde éstos viven (obstaculos
a sortear, capacidad de movimiento de los robots, posibles posiciones fisicas de todos
y cada uno de los robots,...). A toda esta amalgama de robots, mundo en el que
viven y posibles situaciones de los mismos se le denomina espacio de configuraciones.
Un estado de un espacio de configuraciones es por tanto una determinada posicién
del robot o conjunto de robots en el entorno donde se mueven. Asi, el espacio de
configuraciones del transportista de piano estaria formado por el transportista en si,
el piano, junto con la casa y todos los obstaculos anexos a ésta.

La segunda tarea, no menos importante, una vez conocido y disenado el espacio de
configuraciones, consiste en la creacion e implementacion de algoritmos que permitan
al robot o conjunto de robots pasar de forma auténoma de un estado a otro del
espacio de configuraciones.

En la robdtica moderna, métodos propios de la geometria y la topologia pueden
ser usados de forma eficiente para llevar a cabo estas dos tareas esenciales que
conforman la planificacién de un movimiento. El volumen Robot Motion Planning
[10], escrito por Jean Claude Latombe,? es un excelente y enciclopédico trabajo donde
pueden encontrarse las primeras aplicaciones de métodos topolégicos y geométricos
para el estudio de planificadores de movimientos.

Veamos con algunos ejemplos cémo conceptos geométricos y topoldgicos basicos
nos permiten describir de forma esencial el espacio de configuraciones de un determi-
nado movimiento. Imaginemos un robot consistente en un sencillo brazo articulado
como el que muestra la ilustracién adjunta (figura 1).

Figura 1.

3Jean Claude Latombe es profesor en el Departamento de Ciencias de la Computacién de la
Universidad de Stanford y lidera grupos de investigaciéon punteros en distintos &mbitos de la robética
relacionados con la planificacién de movimientos: cirugia asistida por robots, movimiento molecular,
sensores de movimientos,. . .
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Notese que cada uno de los brazos tiene un sélo «grado de libertad», esto es,
puede rotar en un solo plano y por tanto su extremo describe una circunferencia S?.
Asi pues, el conjunto de todos los posibles estados del brazo articulado, esto es, el
espacio de configuraciones de este sencillo robot, puede ser interpretado de forma
geométrica como el producto de dos circunferencias S' x S!, que, como es bien
sabido, tanto desde el punto de vista geométrico como topoldgico puede identificarse
a un toro. De forma general, un brazo articulado con n brazos donde cada uno de
ellos posee m; «grados de libertad esféricos», i = 1,...,n, puede identificarse al
producto de n esferas S™! x --- x §™n, Aqui usamos la notacién estandar, a saber:
la esfera de dimensiéon m se define como los puntos del espacio euclideo de dimensién
m + 1 de médulo 1,

Pongamos otro ejemplo: imaginemos que tres robots se desplazan sin colisionar
en un determinado espacio ambiente al que llamaremos M. Simplificando en gran
medida el problema (veremos después que de hecho, para nuestros objetivos, es licito
hacer tal simplificacién), vamos a suponer que cada uno de los robots no son més
que puntos que se mueven en el espacio ambiente M. Como quiera que los robots no
pueden colisionar, cada estado del espacio de configuraciones X queda representado
por ternas de puntos de M distintos entre si (figura 2). Esto es,

X ={(a,b,c) e M x M x M, a#b,b+#c, c#a}.

J M
C

b . -(I.

Figura 2.

El/la lector/a iniciado/a reconocerd en esta descripcién topoldgica al denomina-
do espacio de configuraciones de tres particulas por el que se conoce, esta vez en
ambientes fisicos y matematicos, a este espacio cuyo estudio ha dado lugar a impor-
tantes resultados en el lugar donde confluyen la topologia algebraica, la geometria
diferencial y la fisica matematica [5]. Claro estd, este ejemplo puede generalizarse de
forma natural a n robots y en un espacio ambiente M con distintos obstaculos para
dar lugar al espacio de configuraciones

F(M;n) ={(z1,...,2,) € M", z; # xj, sii#j}.

Una vez descrita de forma geométrica y/o topolégica el espacio de configuracio-
nes, métodos topolégicos también permiten la descripcién de algoritmos planifica-
dores de movimientos. Veamos cémo:
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Consideremos un determinado espacio de configuraciones X e intentemos abs-
traernos de todas las dificultades de indole mecéanica, electrénica,... inherentes al
mismo. Asi las cosas, un algoritmo planificador del movimiento ha de tener como
input dos estados cualesquiera A, B, del espacio de configuraciones X. El output del
algoritmo debe proporcionar un camino sin interrupciones del estado A al estado B,
esto es, una curva, una aplicacién continua fa p: [0,1] — X que comience en A y
termine en B,

fap:[0,1] — X, fap(0)=A, fap(l)=B8B.

La primera obstruccién para que esto sea posible es que, dados dos estados cuales-
quiera del espacio de configuraciones, siempre sea posible pasar de uno a otro por
una curva, esto es, hemos de exigir y asi lo haremos de aqui en adelante, que el
espacio de configuraciones sea arco-conexo.

Con esta idea en mente, consideremos el conjunto de todas las curvas en X,
esto es, el conjunto de todas las aplicaciones continuas del intervalo [0,1] en X y
denotémoslo por X%, Tomemos a continuacién la aplicacién v: X1 — X x X
que asocia a cada curva en X sus extremos:

v X0 — X < X, y(f) = (£(0), £(1)).

Pues bien, tal y como hemos acordado, observamos que un algoritmo planificador
del movimiento de nuestro espacio de configuraciones no es mas que una aplicacion
inversa por la izquierda de <y, esto es, una seccién de ~y:

a: X><X—>X[0’1], yoa=1lxxx-

Hemos por tanto reducido, de forma topolégica, el problema de encontrar algoritmos
planificadores de movimientos a encontrar secciones de la aplicacién que envia cada
curva a sus extremos.

1. COMPLEJIDAD TOPOLOGICA DE ALGORITMOS DE MOVIMIENTOS

Recordemos que el conjunto de todas las curvas X% puede ser dotado de una
estructura topoldgica compatible con las que se tienen en X y en el intervalo [0, 1]:
dos aplicaciones estan préximas una de la otra si las imagenes de un compacto del
intervalo por estas funciones son conjuntos préximos de X. Esta idea da lugar a
la llamada topologia compacto-abierta cuyos abiertos son uniones de intersecciones
finitas de «abiertos tipo» de la forma (K,U), donde K es un compacto del intervalo
[0,1], U es un abierto de X, y que consta de todas las curvas en X que llevan el
compacto K dentro de U.

Como quiera que esta topologia hace que nuestra aplicacion natural v sea con-
tinua, tiene sentido preguntarse cudndo una determinada seccién de -y sera también
continua, esto es, cudndo un algoritmo planificador del movimiento dependera con-
tinuamente de los estados inicial y final que se tomen como input. La respuesta,
facilmente demostrable, como veremos, con conocimientos elementales de topologia,
no es menos sorprendente y debe ser enunciada como teorema:
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TEOREMA 1. Para un espacio de configuraciones X existe un algoritmo planificador
de movimientos a: X x X — XU continuo si y sélo si el espacio X es contrdctil.

Para recordar que significa qué un espacio sea contractil necesitamos hacer un
breve repaso a nociones bésicas de teoria de homotopia (deformacién de espacios).
Una homotopia entre dos aplicaciones continuas f,g: X — Y entre espacios arbi-
trarios no es mas que una aplicacién continua

H: X x|[0,1]—-Y, H(z0)= f(z), H(z,1)=g(z), paratodozec X.

En efecto, puede pensarse en H como una deformacion de f a g a lo largo del tiempo
marcado por el intervalo [0, 1]. Deformar aplicaciones continuas lleva de forma inme-
diata a formalizar el concepto de deformacién entre espacios topoldgicos. Decimos
que X e Y tienen el mismo tipo de homotopia (X puede deformarse a Y y viceversa),
y denotamos por X ~ Y, si existen aplicaciones continuas f: X - Y yg: Y — X
de forma que fog~1y y go f ~1x.

Un espacio X es contrdctil si tiene el tipo de homotopia de (puede ser deforma-
do a) un punto. Asi, el espacio euclideo de cualquier dimensién, cualquier entorno
convexo de este espacio, en particular, los discos, son espacios contractiles. Por el
contrario, las esferas, el toro, un disco agujereado son espacios que no pueden ser
deformados a un punto de forma continua. Notese que, de las definiciones que aca-
bamos de hacer, se desprende de forma evidente que un espacio X es contractil si,
dado un punto fijo xg € X, existe una aplicacién continua (deformacion)

H: X x[0,1] —X

de forma que H(x,0) =« y H(x,1) = o para cualquier z € X.
Estamos ya en condiciones de demostrar nuestro teorema.

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que existe una seccién continua o: X x
X — X191 de ~. Definimos entonces la aplicacién

H: X x[0,1] — X, H(z,t) = o(z,20)(t).

Esta aplicacién es continua por serlo o y, ademéds, H(z,0) = o(z,20)(0) = =z,
H(z,1) = o(x,20)(1) = z0, por lo que X es, en efecto, contrictil.

Supongamos ahora que nuestro espacio de configuraciones es contractil y to-
memos H: X X [0,1] — X una contraccién. Definimos entonces la aplicacién
o: X x X — X% mediante

H{(z,2t) si t<1/2,
H(y,2-2t) si t>1/2.

o(z,y)(t) = {

Es elemental comprobar que o es continua y, ademaés, es una retraccion de -y, pues
o(z,y)(0) = H(z,0) =2y o(z,y)(1) = H(y,0) = y. O
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Este hecho, puramente topolégico, puede ser aplicado de forma inmediata al di-
sefio de algoritmos planificadores de movimientos. En cuanto un espacio de configu-
raciones resulte ser contractil, una contraccién cualquiera, que podra ser formulada
por ecuaciones mas o menos complicadas, resulta ser de hecho un tal algoritmo listo
para ser implementado en el robot. Sin embargo, los espacios de configuraciones, tal
y como hemos visto en ejemplos anteriores, no son contractiles en general. Por tanto,
un algoritmo planificador de un determinado movimiento puede ser més complicado
y contener mas de una orden dada, como en el caso anterior, por una tinica aplicacién
continua (la contraccion).

,Cémo de complicado? ;Cuél es el menor nimero de 6rdenes que ha de contener
un algoritmo? O dicho de otro modo: ;Cuél es el menor niimero de decisiones que un
robot (o conjunto de robots) ha de tomar para moverse dentro de su espacio de confi-
guraciones? Ese nimero, la medida estandar que actualmente mide esta complejidad,
es lo que se conoce como complejidad topoldgica de un espacio de configuraciones X .
Este indice fue introducido en 2003 por Michael Farber? [6], aunque podria recordar
en cierta medida a una refinada versién, adaptada a la robética de planificadores de
movimientos, del invariante del mismo nombre introducido por Smale [15] y asociado
a cualquier algoritmo. Tratemos de formalizar esta idea:

Cada vez que el robot se mueva en un entorno del espacio de configuraciones X de

forma que todos los posibles estados iniciales y finales de tal entorno constituyan un
trozo contractil de X x X, o més generalmente, un trozo de X x X donde exista una
seccidn continua de 7, esa seccidén, como hemos visto, nos da de hecho un algoritmo
planificador del movimiento, siempre y cuando, claro esté, los estados inicial y final
queden dentro de ese trozo. El indice al que haciamos referencia es por tanto el
menor numero de tales trozos con que podemos recubrir todo X x X. Formalmente,
y definido exclusivamente en términos topologicos:
DEFINICION 1. La complejidad topoldgica de un espacio de configuraciones X,
TC(X), es el menor nimero n para el que existe un recubrimiento por abiertos
{U1,...,U,} de X x X, U U; = X x X, y de forma que para cada U, i =1,...,n,
exriste una seccion continua de v,

0i: U — X0 yoo, =1y,
Si no es posible encontrar un tal recubrimiento diremos que la complejidad topologica
de X es infinita, TC(X) = oo.

La primera sorprendente propiedad, que el lector con elementales conocimientos
de topologia puede probar por si mismo, es que este indice no cambia si deformamos
continuamente nuestro espacio de configuraciones, esto es, la complejidad topoldgica
es un invariante del tipo de homotopia, o expresado en otros términos,

si X~Y entonces TC(X)=TCY).

Asi, para calcular el menor niimero de instrucciones que un algoritmo planificador
de movimientos ha de contener, podemos deformar a nuestro antojo y conveniencia

4Michael Farber es profesor de la Universidad de Durham en el Reino Unido y experto en el uso
de métodos topolégicos en robdtica.
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el espacio de configuraciones siempre y cuando, como es natural, esa deformacién
sea continua. De esta forma, tal y como hemos visto en el teorema anterior, la com-
plejidad topolégica de cualquier espacio de configuraciones contractil es siempre 1.

Consideremos ahora un simple robot formado por un brazo articulado con uno de
los extremos fijos y con un sélo grado de libertad, esto es, el brazo gira siempre en un
mismo plano. Claramente, su espacio de configuraciones es la circunferencia S', un
espacio no contractil, por lo que su complejidad topolégica ha de ser necesariamente
mayor que 1. Veamos que TC(S!) = 2.

En efecto consideremos, por una parte, el abierto U C S! x S! formado por todos
los pares de puntos no antipodales, esto es:

U={(AB)eS" xS', A+-B}.

En este caso, dado un par de puntos (A, B) € U, el arco mas corto de A a B
(arco bien definido pues tales puntos nos son antipodas) recorrido con velocidad
constante y parametrizado por el intervalo [0,1], camino al que denotamos por
ou(A, B): [0,1] — S*, define de hecho una seccién continua de 7,

oy: U — Sl[o’l].
El segundo abierto que tomamos estd formado sencillamente por pares de puntos
distintos de S,
V ={(A,B) e S' x S', A+ B}.

Para ir de un punto a otro de uno de estos pares de forma continua y que, ademas,
este camino dependa continuamente de tales pares, procedemos de la siguiente forma.
Dado (A, B) € V, como quiera que A y —B no son antipodas, unimos en primer
lugar A con —B, como antes, por el arco mas corto, esta vez parametrizado por el
intervalo [0,1/2]. En el «medio segundo» restante unimos —B con B mediante el
arco

(senm(2t — 1) — cos (2t — 1)) B, tell/2,1]. (1)

Este proceso nos da una curva continua
ov(A,B):[0,1] — St ov(A,B)(0) =A, ov(A,B)(1) =B,

de forma que
oy:V — Sl[o’l]

es también una aplicacién continua y seccién de v. Como quiera que UUV = St x St
concluimos que, en efecto, TC(S') = 2.

De hecho este proceso puede generalizarse a cualquier S™ con n impar, conside-
rado como el espacio de configuraciones de un brazo articulado con un extremo fijo
que se mueve, esta vez, con n grados de libertad, esto es, en R™.

En efecto, basta seguir paso por paso el procedimiento anterior sustituyendo el
arco de la férmula (1) por este otro:

—cosm(2t —1)B +senw(2t — 1)Y(B), te[1/2,1],
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donde Y es un campo continuo de vectores tangentes de médulo constante igual a 1
sobre la esfera S™. Recordemos que un campo de vectores tangentes sobre la esfera
no es mas que una aplicacién continua

Y. 5" - R

de forma que para cada punto p € S™, los vectores p e Y (p) sean perpendiculares,
Y (p) L p. Un tal campo viene dado, por ejemplo, por esta sencilla férmula (téngase
en cuenta que n es impar):

Y (21,20, X3, 4y -y Ty Tpt1) = (—T2, T1, —T4, T3y« -, —Tpt1, Tp)-

Concluimos asi que, para cualquier n impar, TC'(S™) = 2.

Sin embargo, con herramientas propias de la topologia algebraica, puede probarse
que no existen campos vectoriales sobre las esferas de dimensién par que no se anulen
en algtn punto, por lo que el procedimiento anterior no puede usarse en este caso.

Por el contrario, usando también herramientas més o menos elementales de topo-
logia, se puede probar que no basta con dos instrucciones para disefiar un algoritmo
planificador de movimiento para este sencillo brazo articulado si se mueve en R*t!
con n par, en particular en el espacio tridimensional. De hecho, en este caso se tiene
que

TC(S")=3 para n par.

Sin que sirva de precedente, hagamos en este parrafo una breve concesién a los lec-
tores que dispongan de estas herramientas topolégicas y probemos esta aseveracion:
denotemos por H*(X) el dlgebra de cohomologia de un espacio X, y consideremos
en H*(X) ® H*(X) la subalgebra A generada por los elementos

{a®1-1®a, ac H*(X)}.

Se puede probar entonces que la complejidad topoldgica de X es mayor que el indice
de nilpotencia de A, esto es, el mayor nimero de elementos de A cuyo producto
resulta ser no nulo. Si nuestro espacio es S™, con n par, la clase fundamental de
volumen o € H™(S™) proporciona un elemento « ® 1 — 1 ® a € A cuyo cuadrado

(a®1-1®a)?=-2a®a)

es no nulo y por tanto la complejidad topoldgica de S™ es al menos 3. Por otro lado,
otra acotacién, esta vez superior, que mas adelante detallaremos en términos de otro
invariante (véase la férmula (2)), no nos deja margen y concluimos que, en efecto,
TC(S™) = 3 para n par.

Igualmente, métodos puramente topologicos nos permiten calcular la complejidad
topoldgica de espacios de configuraciones que hemos estudiado en ejemplos anteriores
[6, 7].

Consideremos en primer lugar un robot consistente en un brazo articulado de n
elementos de los cuales n; brazos sélo tienen un grado de libertad, esto es, se mueven
en un plano y los restantes no brazos se mueven libremente en el espacio (figura 3).
La complejidad topolégica de este espacio de configuraciones es ny + 2ny + 1.
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n=>5 n =3, ny=2, TC=38

Figura 3.

Por otra parte, la complejidad topoldgica del espacio de configuraciones de n
robots moviéndose sin colisionar en un plano (o més generalmente en cualquier
espacio euclideo de dimensién par) resulta ser 2n — 2. Por contra, si estos n robots
se mueven en un espacio euclideo de dimensién impar, la complejidad topolégica es
2n — 1 (figura 4).

& b
.a
b ',, -

TC =2n—1 TC =2n -2
Figura 4.

Terminemos esta coleccion de ejemplos indicando que si el espacio de configura-
ciones resulta ser (deformable a, o del tipo de homotopia de) una superficie orientable
compacta de género g, esto es, un toro de g asas, su complejidad topologica es 3 si
g <1, es decir si se trata de una esfera o un toro estandar, o 5 si el nimero de asas
es mayor o igual que 2 (figura 5).

Convencidos como estamos de que la complejidad topoldgica determina el nimero
minimo de instrucciones de un algoritmo planificador del movimiento en cuestién,
cabe preguntarse no ya lo complejo que puede resultar implementar cada una de
esas instrucciones en el robot o conjunto de robot que forman nuestro espacio de
configuraciones, sino, yendo un paso mas atras, lo complejo que resulta de hecho
determinar ese niimero minimo de instrucciones. En otras palabras, ;cuan dificil es
calcular la complejidad topolégica? Veamos un clarificador ejemplo que corrobora
que tal pregunta no es en modo alguno banal.
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Figura 5.

Consideremos un sencillo espacio de configuraciones dado por una barra que rota
libremente alrededor de su centro con n+ 1 grados de libertad, esto es, en el espacio
euclideo R™*!. Como el lector puede ficilmente adivinar, tal espacio de configura-
ciones no es mas que el espacio proyectivo de dimensién n al que denotaremos RP™.
Pues bien, M. Farber, S. Tabachnickov y S. Yuzvinsky [8] han probado que la com-
plejidad topoldgica de estos espacios, TC(RP™), coincide con el més pequeno entero
k para el que existe una aplicacion no singular

fr RV R RE

Recordemos que una tal aplicacién no es mas que una aplicaciéon continua que verifica
dos sencillas propiedades:

(i) fOx, uy) = Muf(z,y), para cualesquiera x,y € R"™1 X\ € R.
(ii) Si f(z,y) = 0, entonces necesariamente x =0 6 y = 0.

Por otra parte, hace ya méas de 30 afios, los distinguidos topélogos J. Adem, S. Gitler
e I. James [2] demostraron que una tal aplicacién no singular f: R"*! x R+ — R¥
existe si y s6lo si el espacio proyectivo RP™ puede «sumergirse» en R¥~!. Debemos
ser cuidadosos y aclarar que por sumergir entendemos encontrar una inmersion
RP™ — R*~1 esto es, una aplicacién diferenciable y cuya diferencial en cada punto
sea inyectiva (lo que la hace localmente inyectiva también). Nétese la sutil diferencia
entre «sumergir» y ser subvariedad regular, es decir, exigirle a la inmersion que de
hecho sea un encaje, un homeomorfismo sobre su imagen.

Para aclarar suficientemente estos conceptos pongamos un clarificador ejemplo:
el plano proyectivo RP? puede ser sumergido en el espacio euclideo R3. La conocida
superficie de Boy® es la imagen de una tal inmersién (figura 6).

Sin embargo R* es el espacio euclideo de menor dimensién donde el plano pro-
yectivo se encaja como subvariedad regular. De hecho la aplicacién

h: R - RY, h(x,y,2) = (vy,22,y° — 2°,2y2)

5Werner Boy (1879-1914) fue un matematico aleman, discipulo de D. Hilbert, quien le planteé
el problema de la inmersién del plano proyectivo en el espacio euclideo. En 1901, Boy describié la
superficie que lleva su nombre a pesar de que la primera parametrizacién fue dada mucho después,
en 1978 por Bernard Morin.
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Figura 6. Superficie de Boy como espacio de configuraciones de un brazo articulado
girando alrededor de su centro.

induce, restringiendo primero a S? y posteriormente haciendo el cociente identifi-
cando puntos antipodas, un «encaje» h: RP? — R*.

Después de todo lo anterior, concluimos, por tanto, que la complejidad topolo-
gica de RP™ coincide con el menor entero k tal que RP™ puede «sumergirse» en
RE~1. Pues bien, encontrar este niimero en general, en funcién de n, es atin un pro-
blema abierto en el que numerosos gedémetras y topologos han trabajado desde su
formulacién a principio de los afios sesenta [4]. En la siguiente tabla [8] recogemos
TC(RP™), para n < 23, cuyo célculo ha empleado (jsorpresa!) profundos resultados
en teoria de homotopia entre los que podemos destacar, por su importancia y aplica-
ci6n en muy distintos contextos, la solucién de Adams [1] al problema de existencia
de aplicaciones de invariante de Hopf 1.

n | TCRP™) || n | TC(RP™) | n | TC(RP™)
1 2 9 16 17 32

2 4 10 17 18 33

3 4 11 17 19 33

4 8 12 19 20 35

5 8 13 23 21 39

6 8 14 23 22 39

7 8 15 23 23 39

8 16 16 32

Asi pues, calcular la complejidad topolégica de un sistema de configuraciones
no parece una tarea sencilla en general, por lo que, antes de estudiar la dificultad
de implementar en nuestro espacio de configuraciones un determinado algoritmo,
debiéramos conocer lo complejo que resulta crear un tal algoritmo, conocer al menos,
cuantas instrucciones ha de contener.

2. COMPLEJIDAD ALGORITMICA Y COMPLEJIDAD TOPOLOGICA

Para contestar a esta cuestiéon, debemos contar con nociones muy basicas de
la rama de ciencias de la computacién que versa sobre la complejidad algoritmica
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(jque no ha de confundirse con la topoldgica!). Para nuestro propésito nos basta con
conocer de forma sucinta en qué términos se mide esta complejidad asociada a un
problema dado. Para ello, al objeto de ser breve y con el deseo de ser mejor entendido
por aquellos lectores que se acercan a estos temas por primera vez, y menos aburrido
para los expertos, permitanme cierta vaguedad en lo que a continuacién resefio.

Es habitual en Ciencias de la Computacién entender un problema de decisién
como una funcién II — {0,1} donde II = {I} es el conjunto de todas y cada una
de las instancias del problema. La imagen de cada instancia I del problema por la
funcion es 1 si la respuesta a esa instancia del problema es «Si», y es 0, por contra, si
la respuesta a tal instancia es «No». ; Tiene esta ecuacion solucion? ; Es éste nimero
primo? ;Es 26 la complejidad topoldgica de este espacio de configuraciones? Todos
estos son ejemplos de problemas de decisién. En el primero de ellos cada ecuacion es
una instancia; en el segundo problema, una instancia del mismo es sencillamente un
numero natural; y en el tercero, cada instancia viene dada por un espacio de confi-
guraciones. Se denomina lenguaje del problema al conjunto de todas las instancias
con respuesta «Si».

Para que un algoritmo pueda procesar un problema es necesario codificar cada
una de las instancias I del mismo como una secuencia finita de nimeros naturales, o
mas sencillamente, de ceros y unos de una cierta longitud. A ésta se le llama longitud
de la instancia I.

Los problemas de decisién més sencillos de resolver son los problemas polino-
miales. Un problema de decisién decimos que pertenece a la clase P (polynomial) si
existe un algoritmo A que resuelve cada instancia del problema en tiempo polino-
mial respecto a la longitud de la instancia, esto es, existe un polinomio p de forma
que, para cada instancia I del problema (el nimero primo, la ecuacién, el espacio
de configuraciones,. .. ), el algoritmo A resuelve el problema para la instancia I en
tiempo p(l), siendo [ la longitud de la instancia I.

Por otra parte, un problema de decisién pertenece a la clase NP (nondeterministic
polynomial) si existe un algoritmo 4 que tiene por entrada pares (I, C') formados por
una instancia del problema mas un input anadido C' que denominamos certificado
(candidato a solucién) y que opera de la siguiente forma:

= Para cada instancia I del problema para la que la respuesta es «Si» existe
un certificado C(I) de forma que tomando (I,C(I)) como entrada para el
algoritmo A, éste reconoce en tiempo polinomial si I pertenece en efecto al
lenguaje del problema, es decir si la respuesta para tal instancia es «Si».

= Para cada instancia I del problema para la que la respuesta es «No», cualquier
entrada para el algoritmo A de la forma (I, C) hace que éste concluya en tiempo
polinomial que en efecto I no pertenece al lenguaje de nuestro problema.

En otras palabras, la clase P esta formada por aquellos problemas para los que
es facil (polinomial) encontrar una solucién, mientras que la clase NP estd formada
por aquellos problemas para los que es facil decidir si un candidato a solucién en
efecto lo es. Decidir si una ecuaciéon polinémica tiene una solucién de determinadas
caracteristicas puede no ser facil. Sin embargo, si que lo es decidir si un determinado
numero de tales caracteristicas es en efecto soluciéon de la ecuacién. Con este otro
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ejemplo seguro que la mayoria de los/as lectores/as se sentirdn inmediatamente
identificados/as: demostrar un determinado teorema en general no es ficil pero si
que lo es verificar si una demostraciéon dada es en efecto correcta y constituye una
prueba del teorema en cuestién.

Obviamente todo problema de la clase P también estd en la clase NP puesto
que el algoritmo que lo resuelve en tiempo polinomial no necesita de certificado.
Asi pues P C NP. Pero, jes esta inclusion estricta? En otras palabras, jserd cierto
que cada problema de decisién para el que sea facil validar un candidato a solucién,
posee de hecho un algoritmo polinomial que lo resuelva? Esta cuestién, propuesta
independientemente por Stephen Cook y Leonid Levin® [3, 13] contintia abierta y
constituye uno de los principales problemas en teoria de la complejidad algoritmica
y, por ende, en Ciencias de la Computacion. Hemos de decir que la mayoria de los
expertos consideran que P # NP, esto es, que la inclusién P C NP es estricta y que
hay por tanto problemas NP que podrian no resolverse en tiempo polinomial.

En orden creciente de dificultad se encuentra la clase de problemas NP-completos.
Para introducirlos deberiamos explicar brevemente el concepto de reducibilidad entre
problemas. Un problema II es reducible polinomialmente a otro II' si existe una
transformacién T': II — II’ y un polinomio p de forma que:

» Para cada instancia I € II de longitud [, T'(I) es una instancia de II" de longitud
acotada por p(1).

» Una instancia I pertenece al lenguaje de II si y sélo si T'(I) pertenece al

lenguaje de IT'.

Diremos entonces que un problema IT es NP-completo si pertenece a la clase
NP y cualquier otro problema NP puede reducirse polinomialmente a él. Asi, si
supiéramos resolver un problema NP-completo podriamos también resolver, en el
mismo rango de tiempo, cualquier otro problema NP.

Podria parecer, dada su condiciéon de «problema insignia», capaz de resolver todo
problema NP, que es complicado encontrar problemas NP-completos. Al contrario,
hay cientos de ellos [9]. Quizas, uno de los ejemplos tipicos de problema NP-completo
es el del coloreado de grafos: un grafo G puede ser entendido como un conjunto finito
V(G) cuyos elementos son los vértices del grafo junto con una coleccién de pares (no
ordenados) de vértices A(G) denominados aristas.

Vamos a suponer que el grafo es finito, conexo (cualquier par de vértices estd
conectado a través de una sucesion de aristas), simple (no hay més de una arista
conectando los dos mismos vértices) y sin lazos (ninguna arista conecta a un vértice
consigo mismo); mostramos uno con estas caracteristicas en la figura 7. Diremos
que dos vértices v,w € V(G) son adyacentes si estdn conectados por una arista:
(v,w) € A(G). Con esta notacién, colorear un grafo G con k colores, k > 2, consiste
en asignar a cada vértice un color de forma que vértices adyacentes tengan siempre
colores distintos. Un k-coloreado de G es pues una aplicaciéon

V(G —{1,2,....k} talque f(v)# f(w) si (v,w)e€ A(G).

6Stephen Cook, profesor de la Universidad de Toronto, y Leonid Levin, profesor de la Universidad
de Boston, formularon independientemente la famosa cuestién ;P = NP? en 1971. Aun sin resolver,
es éste uno de los Siete Problemas del Milenio, denominados asi por el prestigioso Clay Institute.
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(v3.va)
Figura 7.

Pues bien, si fijamos un entero k£ > 3, decidir si un grafo dado es k-coloreable
es un problema NP-completo [3]. Es conveniente hacer constar que hay distintas
formas de codificar un grafo (instancia del problema), pero todas ellas tienen una
longitud acotada polinomialmente por el ntimero de vértices. Tomemos por ejemplo
un grafo G con vértices V(G) = {v1,...,v,}. Una codificacién de este grafo viene
dada por la llamada matriz de adyacencia, matriz cuadrada de orden n cuya entrada
en el lugar (7,7) es 1 si (v;,v;) € A(G), y 0 en caso contrario.

Por 1ltimo, también en escala creciente de dificultad, diremos que un problema
es NP-dificil si cualquier otro problema en NP puede reducirse en tiempo polinomial
a €él. El hecho de no garantizar que este problema sea NP es la tUnica sutil diferencia
que lo distingue de un problema NP-completo.

Llegado a este punto, el lector puede, con toda razén, argumentar que el problema
que nos ocupa, a saber, el calculo de la complejidad topolédgica, no es un problema
de decision, sino, mas bien, un problema de optimizacion, jcudl es el menor niimero
de instrucciones que hemos de implementar en nuestro sistema de configuraciones?,
de la misma forma que lo son estos otros: ;Cual es el nimero mas pequeno de
colores que necesitamos para colorear un grafo? o jcuédl es el camino méas corto para
hacer un recorrido turistico entre determinadas ciudades? Pues bien, para aclarar
este punto hemos de indicar que, dado un algoritmo que resuelva un determinado
problema de decisiéon, podemos encontrar otro que resuelva, en el mismo rango de
tiempo, el problema de optimizacién asociado. Pongamos un ejemplo: supongamos
que tenemos un algoritmo A que resuelve el problema de decisién del coloreado de
grafos cuyo input es un entero £ > 2 y un grafo GG, y cuyo output es 1 si G puede
ser k-coloreado y 0 en caso contrario. Veamos que en la misma escala de tiempo
podemos resolver el problema de optimizacién asociado cuyo input consiste en un
grafo Gy cuyo output es el llamado ndmero cromdtico, el menor entero k para el
que G puede ser k-coloreado. En efecto, tomemos un grafo G de n vértices, digamos
n = 80. Preguntemos entonces al algoritmo A si tal grafo puede ser coloreado con 40
colores. Si es asi, el nimero cromatico de G esta entre 1 y 40. En caso contrario tal
numero vive entre 40 y 80. En el primer supuesto preguntemos de nuevo a nuestro
algoritmo A si G puede ser 20-coloreado... Continuemos de esta forma usando A
en cada paso tomando como input la mitad del intervalo que, por el paso anterior,
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sabemos que contiene el niimero cromatico. Es evidente entonces que, al cabo de
logy n pasos, habremos de hecho encontrado el ntimero cromaético.

Hemos encontrado pues un nuevo algoritmo A4’ cuyo input es el mismo (salvo
el entero k, claro) que necesita el que ya tenfamos, y que resuelve el problema de
optimizacién asociado en tiempo T -log, n, siendo T el tiempo que necesita nuestro
algoritmo inicial para resolver el problema en cada paso.

Como quiera que el factor logy n es siempre menor que n*, un polinomio en n,
numero de vértices del grafo, el cardcter polinomial o no de este nuevo algoritmo
dependerd tnicamente de que lo sea el algoritmo inicial.

Dicho de otro modo, si hay un algoritmo «rapido» que resuelva el problema
de decision, también existe un algoritmo igual de rapido que resuelve el problema
de optimizaciéon asociado. Podemos por tanto y asi lo haremos a partir de ahora,
restringirnos a problemas de decision.

Una vez realizada esta brevisima incursiéon por el mundo de la complejidad al-
goritmica podemos volver a la tarea que nos ocupa y preguntarnos, ahora de forma
mas precisa: ;Como de complejo desde el punto de vista algoritmico es el calculo de
la complejidad topologica?

Es necesario en primer lugar relacionar un invariante tan actual como la com-
plejidad topoldgica con otro invariante mucho mas antiguo pero no menos impor-
tante, introducido y desarrollado a finales de los anos veinte del siglo pasado por
L. Lusternik y L. Schnirelmann” [14]. Dado un espacio topolégico X, la categoria de
Lusternik-Schnirelmann o LS-categoria de X, a la que denotaremos por cat(X), es
el menor entero n para el que existe un recubrimiento de X formado por n-abiertos y
cada uno de ellos contractiles en X. Es necesario hacer notar aqui la sutil diferencia
entre ser A un subespacio contractil de X (concepto que ya hemos definido anterior-
mente) y ser A subespacio contrdctil en X. Esta tltima nocién, algo méas general que
la contractibilidad «a secas», se define requiriendo la existencia de una contraccién
H: Ax I — X que, como siempre, satisfaga H(a,0) = a y H(a,1) = z¢ con xg
punto de X. Esto es, el punto al que se deforma A (o la imagen de la deformacién
en un determinado instante) puede estar fuera del propio A.

Asi, por ejemplo, la categoria de un espacio contréactil es por tanto 1 y la de
una esfera es 2, para lo que basta con tomar cada uno de los dos hemisferios. Este
invariante de tan sencilla definicién ha resultado ser de valiosa utilidad en distintas
ramas de la matematicas, desde la geometria diferencial, a la topologia algebraica,
pasando por los sistemas dindmicos y, como vemos ahora, también en la robdtica
topoldgica.

En efecto, dado un determinado espacio de configuraciones X, la complejidad
topoldgica de X y la LS-categoria de X quedan relacionadas por la siguiente for-
mula [6]:

2

cat(X) <TC(X) < 2cat(X) — 1. (2)

"Lazar Lusternik (1899-1981), matemético ruso, desarrollé su trabajo en topologia y geometria
diferencial. Lev Schnirelmann (1905-1938) fue también un matemético ruso conocido, ademés de
por sus trabajos en colaboraciéon con Lusternik, por los profundos resultados que probé en teoria
de nimeros, encaminados fundamentalmente a demostrar la conjetura de Goldbach.
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Esta desigualdad, junto con otras acotaciones de tipo cohomolégico como la resenada
cuando obteniamos la complejidad topoldgica de las esferas de dimension par, es de
hecho herramienta clave para el calculo de la complejidad topoldgica de numerosos
espacios de configuraciones. Ademaés, a partir de esta férmula es inmediato dedu-
cir que es tan dificil, desde el punto de vista algoritmico, calcular la complejidad
topoldgica de un espacio de configuraciones como su LS-categoria.

Por otra parte, dado un grafo G de vértices V(G) = {vy, ..., v, } y aristas A(G) =
{(vr,vs)}(r,s)es y un entero k > 3, es posible construir un espacio topolégico X¢ i
en cuyos grupos de homotopia puede leerse la estructura del grafo, sus vértices y sus
aristas [11].

Recordemos que, dado un espacio topologico X, sus grupos de homotopia, 7, (X),
uno por cada entero n > 1, son grupos, conmutativos si n > 2, cuya definicién
refleja gran parte de la geometria del espacio: cada m,(X) estd formado por clases
de homotopia de aplicaciones continuas S™ — X de la esfera n-dimensional en
nuestro espacio. La multiplicacién es asimismo muy «geométrica»: el producto de
dos elementos de 7, (X) representados por f,g: S™ — X es el representado por la
aplicacion f - g: S™ — X obtenida colapsando, en primer lugar, el ecuador de la
esfera a un punto (con lo que se obtiene a su vez dos esferas de la misma dimensién
unidas por este punto) y aplicando f y g en cada una de las nuevas esferas (figura 8).

Figura 8. El producto en los grupos de homotopia.

Lamentablemente, para describir explicitamente y con toda precision el espacio
Xq,, necesitarfamos introducir nociones nada elementales de teoria de homotopia
que se escapan al caracter divulgativo de este texto. Sin embargo, si que podemos
decir que el rango de sus grupos de homotopia coincide con el nimero de vértices
y aristas del grafo. Este hecho es clave pues también nos permite poder explicar
de forma sencilla cémo este espacio X¢  puede codificarse, «discretizarse» si me
permiten, en funcién del grafo, para su posterior implementaciéon en un algoritmo
dado: su codificacién viene dada por un algebra de polinomios un tanto especial
junto con una «diferencial» definida en la misma. Esta algebra esta generada, sobre
los ntimeros racionales, por tantas indeterminadas como vértices y aristas tenga el
grafo G, esto es

Qlziyrsl, i=1,...,n, (r,s)€J

Para describir la diferencial d en esta algebra de polinomios, basta que lo hagamos
sobre las indeterminadas y extenderla por la regla de la derivacién al resto. Pues
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bien, definimos

Es entonces un sencillo ejercicio comprobar que, para codificar esta algebra con la
correspondiente diferencial, se requiere una longitud acotada polinomialmente por
el nimero de vértices del grafo G, que, como hemos recalcado con anterioridad,
requiere por tanto la misma longitud que para codificar el propio grafo G.

Pues bien, en estas condiciones se puede demostrar la siguiente propiedad fun-
damental [11]:

TEOREMA 2. G es k-coloreable si y solamente si la LS-categoria de X¢ i, es infinita,
esto es, no es posible recubrir el espacio Xq  por un nimero finito de abiertos
contractiles en el espacio.

A la vista de este teorema, y dado que la codificacién del espacio X¢ i requiere
una longitud acotada por un polinomio evaluado en la longitud de la codificacién del
propio grafo G (como hemos recalcado con anterioridad esta codificacién depende
polinomialmente del ndmero de vértices), podemos concluir que el problema del k-
coloreado de grafos se puede reducir polinomialmente al problema de determinar si
la LS-categoria de un espacio es finita o no.

Como quiera que el k-coloreado de grafos es un problema NP-completo, deduci-
mos que el calculo de la LS-categoria es un problema NP-dificil.

Ahora bien, por la férmula (2), la LS-categoria de X j serd infinita si y sélo si
lo es su complejidad topolégica. Dicho de otro modo:

TEOREMA 3. El problema del k-coloreado de grafos se puede reducir polinomialmente
al problema de determinar si la complejidad topoldgica de un determinado espacio
de configuraciones es finita.

Como quiera que el problema del k-coloreado de grafos es NP-completo y lo
hemos reducido polinomialmente a determinar la finitud de un espacio de configura-
ciones dado, este ultimo problema es también NP-dificil. Esto es, hemos demostrado:

TEOREMA 4. Determinar la complejidad topoldgica de un espacio de configuraciones
es NP-dificil.

Asi pues, no sélo desarrollar un algoritmo en si para implementarlo en un deter-
minado robot es complicado. Lo es también simplemente el calculo de la cantidad
minima necesaria de instrucciones de un tal algoritmo o, en otras palabras, de las
decisiones que el robot o conjunto de robots deben tomar. Este hecho, sin embargo
no debe ser desalentador.

Mas al contrario, por una parte refrenda la profundidad de los numerosos re-
sultados que conciernen el diseno y complejidad de algoritmos planificadores de
movimientos obtenidos por otros tantos y distinguidos expertos en robética (John
Canny, John Hopcroft, Daniel E. Koditschek, John Reif, Micha Sharir,. .. ). Por otra
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parte, ratifica el éxito del rapido progreso en la utilizacion de métodos topoldgicos
en este campo.

Aunque, si me dejan serles sincero, lo que més apasionante me resulta de lo que
les acabo de contar es la puerta que se abre en el camino inverso. En lo que concierne
a, si me permiten el atrevimiento, la «Topologia Robéticay. Esto es, a la aplicacién
de métodos y resultados propios de la robética y complejidad en la resolucién de
problemas de teoria de homotopia en los que estoy interesado. Sin embargo, como
dirfa D. Javier Krahe, eso es otra cancién.
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