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El método de Newton: de Newton a Kantorovich
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La resolucién de ecuaciones no lineales es uno de los problemas matematicos que
maés frecuentemente aparecen en diversas disciplinas cientificas. Asi, con la notacién

f(x) =0 (1)

englobamos el problema de encontrar una incégnita x, que puede ser un ntimero real
o complejo, un vector, una funcién, etc., a partir de los datos que nos proporciona la
funcién f, que puede ser, por ejemplo, una funcién escalar, un sistema de ecuaciones,
una ecuacion diferencial, una ecuacién integral, etc.

Incluso en el caso de que f sea una funcién real de variable real es bien conocido
que, en general, no es posible resolver de forma exacta una ecuacién no lineal. Es por
ello que se recurre a técnicas iterativas para obtener aproximaciones de la solucién.

Sin duda, dentro de estas técnicas iterativas, el método de Newton es el procedi-
miento méas estudiado y empleado en la practica. Asi, con el objetivo de aproximar
una solucién « de una ecuacién no lineal (1), el método de Newton consiste en
construir, a partir de una aproximacién inicial xy de «, una sucesién de la forma

Tpt1 =Ty — 45—, n=>0. (2)
En condiciones adecuadas, la sucesiéon anterior converge a la soluciéon buscada a.

Es costumbre extendida entre los investigadores el bautizar sus descubrimientos
con su propio nombre o con el de un personaje relevante en la materia. En este
caso, el nombre de este método estd ligado al eminente cientifico britdnico Isaac
Newton. Sus trabajos de finales del siglo XVII parecen ser el germen del proceso
que actualmente lleva su nombre. Sin embargo, como se muestra con mas detalle
en la seccién 2 y en las referencias que all se citan, el método (2) es fruto de las
aportaciones de un gran nimero de cientificos, tanto anteriores como posteriores a
Newton. Otra muestra de la pluralidad de procedencias en las que se basa el método
de Newton la constituye las diversas construcciones que admite. Algunas de ellas se
muestran en la seccién 1.

A mediados del siglo XX, el matematico soviético Leonid V. Kantorovich exten-
di6 el estudio del método de Newton a ecuaciones definidas en espacios de Banach.
Asi, combinando técnicas de andlisis funcional y de andlisis numérico, la teoria de
Kantorovich permite abordar numerosos problemas no lineales tales como la reso-
lucién de ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
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parciales, o problemas de célculo variacional, tal y como se detalla en las secciones 3
y 4.

En este contexto es donde se ha desarrollado el trabajo del grupo de investigacién
PRIENOL (Procesos Iterativos y Ecuaciones no Lineales) de la Universidad de La
Rioja, cuyos componentes somos los autores de este articulo. En la ltima seccién de
este documento, presentamos algunas de las contribuciones que el grupo PRIENOL
ha aportado a la teoria de Newton-Kantorovich.

1. DISTINTAS FORMAS DE OBTENER EL METODO DE NEWTON

En lo que sigue mostramos brevemente
algunas construcciones del método de New- f(x)
ton; aquéllas que a nuestro juicio nos pare-
cen mas relevantes. Las hemos selecciona-
do por el interés que tienen por si mismas
y porque, ademads, estos procedimientos nos
permitiran, mediante ligeras variantes, cons- 1" T
truir otros procesos iterativos. En este lista- w2 %o
do no precisamos las condiciones que han
de cumplirse para que estas construcciones
puedan realizarse. Asi, supondremos que las
funciones que manejaremos son todo lo con-
tinuas y derivables que necesiten ser.

Construccién geométrica. El método de Figura 1: Interpretacién geométrica
de Newton tiene una clara interpreta- del método de Newton.
cién geométrica basada en la aproxi-
macién de la funcién f(z) por una recta tangente (véase la figura 1). Por
este motivo, dicho método suele denominarse también método de la tangente.
Partiendo de una aproximacién inicial o de la solucién «, la siguiente apro-
ximacion, 1, se obtiene como la intersecciéon de la recta tangente a la funcion
f(x) en el punto zg con el eje de abcisas. Asi, x; es la interseccion de las rectas
y—f(xo) = f'(x0)(x—x0) ey = 0, es decir, z1 = xo— f(x0)/f'(x0). Reiterando
este procedimiento se obtiene una sucesion de aproximaciones, que converge a
la solucién y que coincide con la obtenida mediante el método (2).

Construcciéon a partir del desarrollo de Taylor. A partir de xy buscamos una
aproximacién mejor de a que sea de la forma xg + €. Lo ideal serfa que f(zo+
€) = 0, en cuyo caso se obtendria la solucién exacta. Usando el desarrollo de
Taylor, llegamos a

f"(@o) 5 f"(x0)

0= f(zo+e)= f(zo) + f(xo)e + SRR 4. (3)
Truncando (3) en el segundo sumando, es decir, linealizando la ecuacién, se
obtiene:

f(o)

0~ f(z0) + f(zo)e = e~ ~Fag)
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De aqui se deduce la siguiente aproximacion de a: zo— f(zo)/f’ (o). Reiterando
el proceso obtenemos el método de Newton (2).

Construcciéon a partir de la interpolacién racional inversa. El problema de
aproximar una solucién de (1) se puede transformar en el de aproximar ¢(0),
donde x = ¢(y) denota la funcién inversa de y = f(x). Supongamos que zq es
una aproximacién inicial de la solucién « y sea yo = f(xg). Considerando el
desarrollo de Taylor de orden uno de la funcién ¢(y) en torno al punto yo,

f(zo)
f'(x0)’

se obtiene una nueva aproximacién para a = ¢(0) que coincide, una vez mis,
con la expresién del método de Newton (2).

$(0) =~ ¢(yo) — &' (yo)yo = 20 —

Construccién usando férmulas de cuadratura. El método de Newton también
se puede construir a partir de férmulas de integraciéon numérica de tipo inter-
polatorio. En concreto, si tenemos en cuenta la representacion integral

fw:ﬂm+/UMﬁ

y usamos la férmula de cuadratura de Newton-Cotes de los rectangulos a iz-
quierda,

/va:u—mmwﬁ

llegamos a que la solucién de la ecuacién f(z) = 0 puede aproximarse por la
solucion de la ecuacién f(xg) + (z — xo) f'(zn) = 0, lo que conduce de nuevo
al método (2).

El método de Newton continuo. El método de Newton (2) puede obtenerse tam-
bién usando el método de Euler explicito para aproximar la soluciéon de la
ecuacion diferencial ()

, x

x'(t) @) t > 0. (4)
En efecto, si se considera la condicién inicial x(ty) = x¢ y se toma como paso
de integracion h = 1, el método de Euler define una sucesién que coincide con
la dada en (2). La ecuacién (4) se conoce como método de Newton continuo
y ofrece interesantes interpretaciones desde el punto de vista dindmico. En
concreto, si z(t) es una solucién de (4) que cumple z'(t) — 0 cuando t — oo
se tiene que z(t) «fluye» a una solucién de la ecuacion (1).

2. BREVE HISTORIA DEL METODO DE NEWTON

La «paternidad» del método se atribuye a Isaac Newton, quien lo describe en
varias de sus obras publicadas a finales del siglo XVII. Sin embargo, la idea de
encontrar una cantidad desconocida mediante aproximaciones sucesivas se remonta a
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muchos siglos atras. Asi, en la Grecia cldsica ya se utilizaban técnicas para aproximar
nimeros irracionales (sobre todo 7) por niimeros racionales. Pero incluso antes, dos
mil anos antes de Cristo, las civilizaciones mesopotamicas ya conocian técnicas para
aproximar la raiz cuadrada de un nimero. Las referencias al respecto son abundantes.
Por ejemplo, en [14, p. 42-43] se pone de manifiesto cémo en la tablilla YBC 7289
(véase la figura 2) de la Yale Babylonian Collection aparece un cuadrado de 30
unidades de lado en cuya diagonal estan escritos los ntimeros 1;24, 51,10 y 42; 25, 351,

La conversién al sistema decimal de la
primera cantidad es 1,4142129629..., que
coincide hasta la quinta cifra decimal con
V2 = 1,4142135623 . ... Ademas, la segunda
cantidad es el producto de 30 por la primera
y es, por tanto, la longitud de la diagonal del
cuadrado. Asi pues, parece claro que los ba-
bilonios conocian un valor aproximado para
V2 v que lo usaban para sus calculos.

Otro indicio de que los babilonios sa-
bian cémo aproximar cantidades irraciona-
les aparece en la tablilla VAT6598 que se

conserva en el museo de Berlin y esta fecha- Figura 2: Tablilla YBC 7289 de la
da en 2000-1700 a.C. En ella se plantea, en- Yale Babylonian Collection (fotogra-
tre otros, el problema de encontrar la diago- fia de Bill Casselman).

nal de un rectangulo de altura 40 y lado 10.
Con la notacién actual, el problema se traduciria en encontrar

V402 4 102 = +/1700.

En la misma tablilla se propone como aproximacién el valor 41; 15 = 41 + 15/60. No
se sabe cdmo se obtuvo este valor, ni tampoco hay indicios de que se use un proceso
iterativo, pero algunos autores [3] destacan el hecho de que esta cantidad coincida
con la conocida aproximacién para una raiz cuadrada

\/h2+123h+ﬁ
2h

para h =40 y | = 10.

La aproximacion anterior se conoce como formula de Herén para el calculo de
raices cuadradas, en la que, partiendo de una aproximacién inicial a de VA, se
propone como nueva aproximacion (a+ A/a)/2. En efecto, para A = h2+1? y a = h,
la aproximacién dada en la tablilla babilénica coincide con la aproximacién de Heroém.
Aunque hay quien atribuye la férmula de Herén al pitagorico Arquitas de Tarento

1Los babilonios usaban un sistema de numeracién cuneiforme de base sexadecimal. En la ac-
tualidad, los expertos en el tema escriben los ntimeros babilénicos usando una mezcla de nuestra
notacién en base 10 y su notacién en base 60. El equivalente babilénico de la coma decimal se deno-
ta con un punto y coma. El resto de los digitos se separan por comas. Asi, el nimero 5,51, 13; 2,30
significa 5 x 602 4+ 51 x 60 + 13 4+ 2 x 1/60 + 30 x 1/602 ~ 21073,0416.
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Figura 3: Her6n de Alejandria (10-70 d.C. aproximadamente) y su férmula pa-
ra calcular el drea A de un tridngulo, conocidos sus lados a, b y ¢ A =
\/s(s —a)(s—b)(s—c),cons=(a+b+c)/2.

(428-365 a.C.) o incluso a Arquimedes (282212 a.C.), donde el método aparece
es en el primer tomo de la Métrica que Herén publicé en el siglo I. En este texto,
descubierto por H. Schone en 1896 (véase [3] para més detalles) se muestra cémo
Herén calculaba el area de un tridngulo de lados 7, 8 y 9 unidades, es decir v/720. En
el mismo, Herén se refiere explicitamente a que una aproximacién dada puede ser
tomada como punto de partida para obtener mejores aproximaciones. Parece claro,
por tanto, que estamos ante la primera referencia de la utilizacion de un proceso
iterativo para resolver un problema.

Ahora bien, ;fue el método de Herén novedoso en su época? o jera una técnica ya
conocida y que habia sido empleada por civilizaciones anteriores? La respuesta queda
en el aire, aunque la mayoria de los investigadores en esta parte de la Historia de las
Matemaéticas parecen inclinarse hacia la segunda opcién, ya que hay constancia del
uso de textos babilénicos por parte de matemaéticos y astrénomos contemporaneos
con Herén. Por ejemplo, Claudio Ptolomeo (100-170 d.C.) cita en su Almagesto
datos astrondémicos de la época del rey asirio Nabonassar (747 a.C.).

A partir de la féormula de Her6n, las técnicas para calcular la raiz cuadrada de
un numero (y, en general, las raices n-ésimas) se fueron transmitiendo y/o redes-
cubriendo a través de los siglos y de las civilizaciones hasta el siglo XVII. Aunque
no hay muchas evidencias escritas de lo que ocurrié durante este largo periodo de
tiempo, si que, a modo de ejemplo, se pueden encontrar algunas referencias sobre
métodos para el cédlculo de raices n-ésimas [3]. Podemos citar, por ejemplo, el libro
chino de Matematicas por excelencia, el Jiuzhang suanshu, que se traduce por Nueve
capitulos del arte matemdtico. Se conoce una versién del siglo II1, con comentarios de
Liu Hui (220-280 d.C. aproximadamente), que contiene una coleccién de problemas
que requieren el calculo de raices cuadradas y cubicas. Posteriormente, en el siglo
IV, Teén de Alejandria (335-405 d.C. aprox.), padre de Hypatia, desarrollé un mé-
todo totalmente geométrico para el calculo aproximado de raices cuadradas. En los
trabajos del matematico persa Sharaf al-Din al-Tusi (1135-1213) se encuentran las
soluciones, tanto algebraicas como numéricas, de algunas ecuaciones cubicas. Ade-
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mas, parece ser que al-Tusi fue el primero en calcular la derivada de un polinomio
de tercer grado.

En el trabajo Raf al-Hijab del matemético arabe Al-Marrakushi ibn Al-Banna
(1256-1321), que podriamos traducir por Que levanta el velo, se indica cémo calcular
raices cuadradas usando series y fracciones continuas. Parece ser que Al-Banna fue
un gran recopilador de los conocimientos matemaéticos de su época ,y que en sus
escritos nos muestra su version de los trabajos de matematicos arabes anteriores.

El problema de encontrar la raiz n-ésima de un nimero fue evolucionando hacia
el problema mas general de encontrar las raices de una ecuacién polinémica e, in-
cluso, de una ecuacién trascendental (por ejemplo la ecuacién de Kepler). A partir
del siglo XV, el problema se fue bifurcando en varias lineas (resolucién algebraica
de ecuaciones polinémicas, resolucién aproximada usando iteraciones de punto fijo,
aproximaciones mediante fracciones continuas, etc.). Un andlisis detallado del desa-
rrollo historico de estos problemas escapa de los objetivos de este trabajo, asi que
debemos remitir al lector interesado a alguno de los textos especializados, como [3]
o [21].

Centrandonos en el «nacimiento» del método de Newton, podemos destacar el
antecedente del matematico francés Francois Viete (1540-1603), quien desarrollé un
ambicioso proyecto para buscar, de forma genérica, las soluciones positivas de ecua-
ciones polinémicas de grados 2 a 6. Viete fue el primero en representar los parametros
de una ecuacién con letras, no sélo las incégnitas. El método empleado por Viete («lo-
gistica especiosa» o «arte del cdlculo sobre simbolos») estaba inspirado en la tradi-
cién geométrica griega. El método de Viete, escrito en un lenguaje arcaico y con nota-
ciones engorrosas, no tuvo continuacion y pronto pasé al ostracismo, apartado por la
geometria cartesiana. Sin embargo, Viete fue el primero en darse cuenta de la relacién
existente entre las raices y los coeficientes de un polinomio, e intent6 usar el dlgebra.
Parece ser que el trabajo de Viete fue el
que inspiré a Isaac Newton (1643-1727) pa-
ra desarrollar su método para resolver ecua-
ciones. La primera referencia escrita sobre
el método de Newton se encuentra en De
analysi per aequationes numero terminorum
infinitas, en una carta escrita a sus colegas
Barrow y Collins en 1669, pero que no fue
publicada hasta 1711. A los dos afos de es-
cribir la citada carta, en 1671, Newton desa-
rrollaba su método en De metodis flurionum
et serierum infinitarum. De nuevo, esta obra
tardo en publicarse y no es hasta 1736 cuan-
do se publica una traducciéon de la misma
bajo el titulo de Method of Fluzions.

Para hacernos una idea de como trabaja-
ba Newton, podemos ilustrar su método con el «padre» del conocido método pa-
el mismo ejemplo que €l considero, la ecua- ra resolver ecuaciones no lineales que
cién x3 — 2z — 5 = 0. Newton argumentaba lleva su nombre.

Figura 4: Isaac Newton (1643-1727),
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de la siguiente manera:

Por tanteo, se ve que la solucién esta cerca de 2. Haciendo x =2+ ¢y
sustituyendo en la ecuacién se obtiene:

e3 4 6e% +10e — 1 = 0. (5)

Ignorando los términos &3 + 62 con el pretexto de que ¢ es pequefio, se
llega a que 10e —1 ~ 0 6 € = 0,1. Entonces, x = 2,1 es una aproximacién
de la solucién mejor que la inicial.

Haciendo ahora e = 0,1 4+ v y sustituyendo en (5) se sigue que

V3 +6,30% 4+ 11,23v 4+ 0,061 = 0.

Ignorando de nuevo los términos en v de grado mayor o igual que dos, se
llega a que v ~ —0,054 y, por tanto, z = 2,046 es una aproximacién que
mejora las anteriores. Newton indicaba que el proceso se puede repetir
las veces que sean necesarias.

Como vemos, la idea de Newton consiste en anadir un término corrector a una
aproximacion inicial dada. Para obtener esta aproximaciéon, lo que hace es truncar
el binomio de Newton en el segundo término, en expresiones del tipo

(a4e)" ~a" +na" ‘e
De esta manera, para obtener el valor aproximado de €, simplemente hay que resolver
una ecuacion lineal.
Escribiendo el problema con la notacién actual y llamando p(x) = 23 — 2z — 5,
tenemos que la nueva aproximacion es
p(2) 1

=24+ —=2.1
P T

que se corresponde con la conocida formulacién del método de Newton (2) cuando
f(x) es el polinomio p(z) anterior. Ahora bien, no se tiene constancia de que Newton
usara el calculo diferencial ni de que expresara el proceso como un método iterativo
en el sentido de que una aproximacién pueda ser considerada como punto de partida
de la siguiente. Ademas, Newton usaba «su método» sélo para resolver ecuaciones
polinémicas. Por lo tanto, la idea que Newton tenia de su método dista bastante de
la que tenemos hoy en dia.

La idea de iteracién se atribuye (véanse, por ejemplo, [3] y [21]) a Joseph Raph-
son (1648-1715), quien ademds simplifica el aspecto operacional de la técnica de
Newton. En 1690 publica un tratado, Analysis Aequationum Universalis, en el que
se dan férmulas explicitas para el término corrector para algunos casos particula-
res de ecuaciones. En concreto, calcula los términos correctores para las ecuaciones
22 —r =0y 2% — pr — ¢ = 0 que son, respectivamente,

r—aj q + pro —
3x? 3zt —p
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siendo z( la aproximacién inicial. Notemos que Raphson publicé su obra 46 anos
antes que el «Método de las fluxiones» de Newton. No obstante, el propio Raphson
es el primero en reconocer que el método de Newton ya era conocido en los ambientes
cientificos de la época y que su método era una versién, mejorada, eso si.

La contribucién de Raphson ha sido tenida en cuenta histéricamente, no en vano
muchos autores denominan el proceso como método de Newton-Raphson. Sin embar-
go, en los trabajos de Raphson no se aprecia la conexién existente entre el término
corrector, la funciéon que define la ecuacién, y su derivada.

La incorporacién del célculo diferencial se debe a Thomas Simpson (1710-1761).
Como se puede ver en [21], Simpson, en su obra Essays on Mathematics, publicada
en 1740, fue quien establecié el método tal y como lo conocemos actualmente, salvo
aspectos notacionales (Simpson explicaba de forma retérica cémo obtener las aproxi-
maciones sucesivas). Ademads, Simpson extendi6 el proceso a funciones cualesquiera,
no solamente polinomios.

Con motivo de ciertas observaciones a pro-
pésito de la utilizaciéon de series infinitas, New-
ton parece estar preocupado por el concepto de
convergencia, pero no aporta ninguna soluciéon
a este problema. La primera vez que aparece la
discusion de la convergencia del método de New-
ton es en 1768, en el Traité de la résolution des
équations en general de Jean Raymond Mourrai-
lle (1720-1808). A pesar de contener ideas nove-
dosas, la mayor parte del trabajo de Mourraille
paso inadvertido.

Contrariamente a Newton y Raphson, Mou-
rraille hace hincapié en el aspecto geométrico
del método de Newton, justificando que éste sea
también conocido como método de la tangen-
te. Mourraille utiliza la representaciéon geomé-
trica para explicar el comportamiento de la su-

Figura 5: Thomas Simpson

cesion iterativa producida por el algoritmo de (1710-1761), el «gran olvidado»
Newton. Ademas, Mourraille observa por prime- en cuanto a sus aportaciones a
ra vez que, dependiendo del punto de salida ele- lo que hoy conocemos como mé-
gido, la sucesién generada por el método puede todo de Newton.

converger a alguna de las raices de la ecuacioén,

oscilar, tender a infinito, o acercarse a un limite que no es solucién de la ecuacion.
Finalmente, Mourraille también muestra que la convergencia puede ser mas o menos
rapida, pero solamente lo indica en forma cuantitativa.

Posteriormente Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), en su Traité de la résolution
des équations numériques de tous les degrés publicado en 1808 [8], afirma que el mé-
todo atribuido a Newton es el que se emplea habitualmente para resolver ecuaciones
numéricas. Ahora bien, advierte que este método sélo se puede usar para ecuaciones
que estdn ya «casi resueltas» en el sentido de que para aplicarlo se necesita una
buena aproximacién de la solucién. Ademaés, plantea dudas sobre la exactitud de
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cada nueva iteracién y observa que el método puede tener problemas para el caso de
raices miiltiples o muy proximas entre si.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fue el primero en analizar la velocidad
de convergencia del método de Newton en una nota titulada Question d’analyse
algébraique (1818) [8]. En este trabajo, Fourier expresa el método con la notacién
actual (2) y lo bautiza como la méthode newtonienne, haciendo referencia explicita
a las obras de Newton, Raphson y Lagrange. Quizas, Fourier es el «causante» de la
falta de reconocimiento para el trabajo de Simpson.

El siguiente matematico importante en estudiar el método de Newton fue Augus-
tin Louis Cauchy (1789-1857), quien estudié este tema desde 1821, pero no dio una
formulacion satisfactoria hasta la publicacién de las Legons sur le Calcul différen-
tiel en 1829 [8]. Cauchy da condiciones, en términos de las derivadas f’' y f”, para
asegurar que el método de Newton es convergente a una soluciéon « de la ecuacién
(1) para todo punto de partida xy perteneciente a un intervalo determinado. Lo que
Cauchy estaba buscando son, por tanto, resultados de convergencia global para el
método de Newton; es decir, caracterizar los intervalos I, C R para los que

lim x, = «a, con xg € I,.

n—oo
Aunque la mayoria del trabajo de Cauchy se cen-
tra en el campo real, al final del mismo dedica
un apartado al estudio de raices complejas. Pero
el estudio del método de Newton para aproximar
las soluciones complejas de una ecuacién ence-
rraba ciertas sorpresas. Quizas, el que mejor pue-
da dar fe de ello es Arthur Cayley, quien en 1879
planteé el problema de caracterizar las regiones
S del plano complejo para las cuales el método
de Newton converge a la raiz a si xg € S,. A
S, se le conoce como cuenca de atraccion de la
raiz «. En concreto, Cayley comenzé estudiando
el problema de caracterizar las cuencas de atrac-
cién para el caso de un polinomio de segundo
grado con dos raices distintas:

Figura 6: Jean Baptiste Joseph
p(z) =(z—a)(z=P), a#p, a, B C. Fourier (1768-1830) «bautiza»

i . a (2) como método de Newton.
Cayley comprobd que las cuencas de atraccion

de las dos raices estaban formadas por los semi-

planos en los que queda dividido el plano complejo por la recta equidistante de las
dos raices (la mediatriz del segmento de extremos « y 3). Si tomamos un punto de
partida en el mismo semiplano que una raiz, el método de Newton converge a dicha
raiz, es decir, en este caso el método de Newton converge a la raiz mas cercana al
punto de partida. Si tomamos un punto de partida en la mediatriz, el método de
Newton proporciona una sucesiéon de puntos en la propia mediatriz sin ningtin orden
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aparente, apareciendo asi un comportamiento caético. Pero el problema se compli-
ca sobremanera cuando se pasa de un polinomio de segundo grado a uno de tercer
grado. En palabras del propio Cayley: «el caso de las ecuaciones ctibicas parece que
presenta considerables dificultades». Parece ser que Cayley continué trabajando, sin
éxito, en este problema. Once anos después, en 1890, vuelve a escribir: «Espero po-
der aplicar esta teoria al caso de una ecuacién cibica, pero los célculos son mucho
mas dificiles».

Cuarenta afios mas tarde, los trabajos de
Gaston M. Julia (1918) y Pierre J. L. Fatou
(1920) revelaron que el problema al que se en-
frentaba Cayley no era en absoluto trivial, sino
practicamente inabordable con los conocimien-
tos y técnicas de su época. La figura 7 muestra
las cuencas de atraccién para el método de New-
ton aplicado al polinomio ctibico p(z) = 2% — 1.
En ella se aprecia la estructura fractal de las
cuencas de atraccion y al verla se puede enten-
der el fracaso de Cayley al intentar caracterizar
dichas cuencas. En la actualidad no es dificil la
representacion gréafica de las cuencas de atrac-

cién, usando diversos programas informéticos. Figura 7: Cuencas de atraccion
En concreto, la figura 7 se ha obtenido usando de las trgs raices del polinomio
Mathematica y siguiendo las instrucciones dadas p(z)=2" 1

en [18].

El hecho de pensar en el método de Newton para encontrar las raices de una
funcién de variable compleja nos lleva, de forma natural, a pensar también en el
método de Newton para encontrar las raices de una funcién vectorial de dos varia-
bles f : R?2 — RZ2. En este caso, el método de Newton admite unas interesantes
interpretaciones geométricas, como puede verse en [1] y [20]. Volviendo al punto de
vista historico, fue el propio Simpson quien estudié por primera vez un sistema de
dos ecuaciones transcendentales. En el sexto de sus ensayos, escritos en 1740, Sim-
pson describe la técnica para resolver sistemas no lineales de dos ecuaciones con dos
incognitas usando lo que hoy en dia llamamos el método de Newton para sistemas

F(x)=0 con F:R?— RY

De hecho (véase [21] para més detalles), Simpson indica c6mo calcular los elementos
de la matriz jacobiana F’(z) para el caso n = 2 y la solucién del correspondiente
sistema de ecuaciones F'(z)(Tp+1 — zn) = —F(z,) usando la regla de Cramer.
Simpson ilustra su técnica con tres ejemplos. El primero de ellos, con la notacién

actual, es:
y+Vy?—a? =10,
z+y2+x=12.

A pesar del caracter innovador del trabajo de Simpson, éste no tuvo mucha reper-
cusion en su época.
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El problema de la extension del método de Newton al caso multidimensional cayd
en el olvido hasta comienzos del siglo XX. En 1916, Henry B. Fine y Albert A. Ben-
net, ambos profesores de la Universidad de Princeton, publicaron sendos articulos
On Newton’s Method of Approzimation y Newton’s method in general analysis para
sistemas de ecuaciones y para ecuaciones funcionales respectivamente. En el trabajo
de Fine se da un resultado de convergencia para el método de Newton aplicado a
un sistema de ecuaciones en el cual no se asume la existencia de solucién, sino que
sélo se exigen condiciones sobre el punto de partida. En ese mismo trabajo, Fine
afirma que no habia encontrado anteriormente resultados de este tipo para funcio-
nes vectoriales. En el trabajo de Bennet se justifica el empleo del método de Newton
también en el caso de ecuaciones funcionales, extendiendo el trabajo de Fine. Ambos
trabajos resultaron muy innovadores en una época en la que el andlisis funcional era
una rama de las Matematicas que estaba dando sus primeros pasos. De hecho, sélo
unos anos mas tarde, en 1932, Stefan Banach introdujo la nocién de espacios de
Banach en su famoso libro Theorie des opérations linéaires [2].

A partir de ese momento, varios investigadores muestran interés en la extensién
del método de Newton para sistemas de ecuaciones y las publicaciones sobre el te-
ma comienzan a ser numerosas. Pueden consultarse algunas bibliografias especificas
sobre el método de Newton ([12], [13]) o buscar en las bases de datos especializadas.

Durante este periodo, destacamos las publicaciones de Alexander Ostrowski [15]
y [16], en las que se estudian y comparan distintas condiciones de convergencia dadas
previamente por otros autores. Ademés, se dan estimaciones del error cometido al
aplicar el método de Newton para resolver un sistema de ecuaciones no lineales.

Es en este contexto cuando Leonid V. Kantorovich se plantea en [10] la exten-
sién del método de Newton para resolver ecuaciones funcionales definidas entre dos
espacios de Banach. Con Kantorovich se inicia el estudio «moderno» del método
de Newton con numerosas publicaciones interesantes, tanto desde el punto de vista
tedrico como practico. Desde el punto de vista tedrico, existen numerosas varian-
tes del teorema de Kantorovich, que modifican sus condiciones y resultados (en los
trabajos recopilatorios [17] o [19] pueden verse algunas de estas contribuciones). Des-
de el punto de vista préctico, la teoria de Newton-Kantorovich tiene aplicaciones,
no sélo para resolver ecuaciones no lineales, sino en otros contextos tales como la
optimizacién con o sin restricciones.

3. EL TEOREMA DE NEWTON-KANTOROVICH

La generalizacién del método de Newton (2) a espacios de Banach se debe al
matemético soviético Leonid V. Kantorovich?, quien a mediados del siglo XX publica
varios trabajos, de entre los que destacamos [10] y [11].

La generalizacion del método de Newton para resolver ecuaciones

F(z) =0, (6)

2 Ademss de sus aportaciones al estudio del método de Newton, Kantorovich es conocido por sus
trabajos sobre asignacién 6ptima de recursos escasos, por los cuales fue galardonado con el Premio
Nobel de Economia en 1975, compartido con Tjalling Koopmans.
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donde F' es un operador no lineal diferenciable definido entre dos espacios de Banach
X eY, se escribe de la forma

Tpy1 = Tn — [F'(2,)] ' F(z), n >0, (7)

siendo F’(x,,) la derivada de Fréchet del operador F(z) en el punto z,, y [F'(z,)]~*
su operador inverso.

La contribucién méas destacada de Kantoro-
vich no es la demostracién en si de sus resul-
tados, sino el hecho de apoyarse en técnicas de
andlisis funcional para demostrar resultados de
anélisis numérico. Este enfoque permite que nu-
merosos problemas no lineales, tales como la re-
solucién de ecuaciones integrales, ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y en derivadas parciales,
o problemas de célculo variacional, puedan es-
cribirse de la forma (6) y utilizar entonces el
método de Newton (7) para su resolucion.

Una caracteristica destacable de los resulta-
dos de Kantorovich es que no asumen la existen-
cia de soluciones de la ecuacién (6). Este tipo

de estudio de la convergencia, donde se exigen Figura 8: El matemético so-
condiciones al punto de partida, pero no a la so- viético Leonid V. Kantorovich
lucién, se denomina convergencia semilocal. Asi, (1912-1986).

el teorema clasico de Newton-Kantorovich no es
sélo un resultado sobre convergencia del método de Newton, sino también un resul-
tado sobre existencia de soluciones de la ecuacién (6).

En esta seccién presentamos el teorema clasico de Newton-Kantorovich y demos-
tramos una variante de éste que garantiza una mayor aplicacién, ya que se suaviza la
condicién més exigente del teorema clasico. Para demostrarlo, utilizamos una técnica
més sencilla que la dada originariamente por Kantorovich, y que permite también
una mayor generalizaciéon de la aplicaciéon del teorema cuando se suavizan las con-
diciones de convergencia para el método de Newton. Comenzamos enunciando el
teorema que dio inicio a esta teoria y que fue publicado en 1948 [10].

TEOREMA 1 (de Kantorovich). Sean X e Y dos espacios de Banach y F : Q C
X — Y un operador dos veces diferenciable Fréchet en un dominio abierto Q C X,
y suponemos que para algin xy € Q:

(i) existe [F'(xo)]~t € L(Y,X), donde L(Y,X) es el conjunto de los operadores
lineales de' Y en X, y es tal que ||[F'(z0)] 7! < 8,

(ii) |[F" (o) "' F (o) || <,
(iii) ||[F"(x)|| < M en Q.

Sih=Mpn<1/2 yB(xo,t*) C Q, donde t* = 1_M— Vlﬁ_%, entonces la sucesion {x,},
dada por (7), estd bien definida, x, € B(xo,t*) para todo n > 0, y {x,} converge
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a una solucion * € B(xg,t*) de (6). La solucion x* es dnica en B(zg,t**)NQ si
h <1/2 o0 en B(zo,t™)NQ si h =1/2, donde t** = 12" Vlﬁ_% Ademds, se verifica

<217 (2n)2" 1y, n >0, (8)

21,
2% — ]| € — A
1+ +1-2h,

donde {n,} y {hn} estdn definidas por las siguientes relaciones de recurrencia:

/802165 To =1, h0:h7
ﬁn ﬂnfl hnflnnfl

= 7 - _ _m—1ln—-1 _ < .
1-— hn_l7 MIn 2(1 _ hn—l), h‘n Mﬁnn'ru n > 1

La demostracién del resultado anterior se basa en el estudio de las sucesiones re-
currentes {8}, {Mn} v {hn}. Tres aflos més tarde, Kantorovich introduce en [11] el
conocido «principio de la mayorante» para demostrar nuevamente el teorema ante-
rior, que se basa en el concepto de «sucesién mayorizantey». Se dice que una sucesién
de nimeros reales {t,,} mayoriza a una sucesién {z,}, definida en un espacio de
Banach X, si y sélo si

||1'n+1 - wn” S tn+1 - tn; n Z 0.

El interés de las sucesiones mayorizantes reside en el hecho de que su convergencia
asegura la convergencia de la sucesién en el espacio de Banach. En efecto, si {¢,}
converge a t*, entonces existe * € X de manera que la sucesién {x, } converge a z*
y se cumple

la* — zp|| <t —tn, n > 0.

Kantorovich prueba también que la sucesién mayorizante {t,,} puede obtenerse apli-
cando el método de Newton a la funcion escalar
M 1 n

ft) = 7152 — Bt + 3 (9)

es decir,

to =0,
tnt1 =tn — f(ta)/f'(tn), n=0.

Por otra parte, es conocido que las condiciones (iii) y B(xo,t*) C § del teore-
ma 1 pueden suavizarse, respectivamente, por (véase [19] y las referencias que alli
aparecen)

[F'(z) = F'(y)l < Lllz —yll, z,y€Q, (10)

B(.Tl,t* — ?’]) C Q.
Notemos que la funcién «mayorizante» f definida en (9) se consigue facilmen-
te como funcién interpoladora de las condiciones (i)—(iii) del teorema 1, incluso

con la modificacién (10) de (4i7). Sin embargo, la evolucién histérica de la condi-
ci6n (4i1) a condiciones més suaves (por ejemplo, operadores Holder-continuos [9],
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w-condicionados [5], [6], etc.) hace que la construcién de f no sea evidente, incluso
excesivamente complicada. Asi, el grupo de investigaciéon PRIENOL ha desarrollado
una nueva técnica de demostracién de la convergencia del método de Newton que se
apoya en la construccién de una sucesién real, no mayorizante, que verifica un deter-
minado conjunto de relaciones de recurrencia, a partir de la cual podemos asegurar
la convergencia de la sucesién de Newton en el espacio de Banach. Su aplicacion es
simple y tiene ciertas ventajas sobre la técnica habitual de las sucesiones mayorizan-
tes. Por un lado, se pueden generalizar los resultados obtenidos bajo las condiciones
de tipo Newton-Kantorovich y, por otro lado, se pueden mejorar los resultados obte-
nidos mediante sucesiones mayorizantes cuando F’ satisface (10). Ademds, también
se pueden obtener estimaciones a priori del error ([7]). El comportamiento de esta
nueva técnica es éptimo cuando se suavizan las condiciones impuestas al operador
F' (en particular, cuando se suaviza la condicién (ii7) del teorema 1). En el siguiente
teorema presentamos la nueva técnica.

TEOREMA 2. Sean X eY dos espacios de Banach y F : Q C X — Y un operador
diferenciable Fréchet en un dominio abierto convero no vacio 2. Supongamos que
[F'(z0)]7' € L(Y,X) existe en algin xo € Q y que se verifican las condiciones (i),
(i) y (10). Si ag = LPn < 1/2 y B(xg,R) C Q, donde R = 22(1_;322)77, la sucesion
{zn} dada por (7), empezando en xq, converge a una solucidn =* de la ecuacion (6),
la solucion x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xo, R), y la solucidn x* es unica
en la region B (xg,m/ap) N Q. Ademds, la sucesion (7) tiene al menos R-orden de
convergencia dos si ag € (0,1/2) o al menos uno si ag = 1/2, y se obtienen las
siguientes estimaciones del error:
n
lz* — zp|| < (72 71) I—AW”’ n >0, (11)

dondevzz(lfi‘jm)zyAzl—ao.

Para estudiar la convergencia semilocal del método de Newton a una tnica so-
lucién de (6), construimos, a partir de unos pardmetros reales, un sistema de dos
relaciones de recurrencia en las que estd implicada una sucesiéon de ntimeros reales
positivos, cuyo andlisis garantiza la convergencia de la sucesién de Newton {z,} en
el espacio de Banach X.

RELACIONES DE RECURRENCIA
A partir de a9 = L7, definimos la siguiente sucesién escalar:
tni1 = anf(an)’9(an), n>0, (12)
donde

fa)=—— v ga)=a/2 (13)

Notemos que consideraremos ag > 0 pues con ag = 0 queda un problema trivial, ya
que la solucién de (6) serfa xg.

A continuacién se prueba, mediante induccién sobre n, que se cumplen, para todo
n > 1, las siguientes dos relaciones de recurrencia entre las sucesiones {a,} y {z,}:
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@] [Tl = [ (zn)] 7 < flan—1)ITn-ll;
] Nzn1 = 2al < flan-1)g(an-1)zn — 2n-.-

Para ello, supondremos que
Ty € y an < 1, para todo n > 0. (14)
Notemos que ambas suposiciones se demostraran posteriormente. Entonces,
I1 = ToF'(z1)|| < [TollllF'(zo) — F'(21)[| < LBllwy — ol < LBy = ao < 1.
Luego, por el teorema de Banach sobre inversién de operadores, I'; estd definido y

[Toll
1— [[I —ToF'(z1)]

1T < | < f(ao)||To]l-

A partir de la férmula de Taylor y (7), se obtiene

Z1

F(z1) = F(zo) + F'(x0)(x1 — x0) + / [F'(z) — F'(x9)] dx

- /il[F/(x) — F'(z0)] dz = /0 [F' (0 + t(x1 — x0)) — F'(20)] (21 — wo) dt,

y en consecuencia
L L
IF ()] < Slla1 — aol® < =y — |-
2 2
Luego

w2 — 1] = ([T F(z0)|| < [Tal[|F(z0)] < flao)g(ao)llz1 — 2ol

Si suponemos ahora que las relaciones [I] y [II] se verifican para un cierto n > 1,
se sigue de forma andloga al caso n = 1 que [I] y [II] también se cumplen para
n+ 1. En consecuencia, queda probado por induccién que [I] y [II] se verifican para
cualquier n € N.

ANALISIS DE LA SUCESION ESCALAR {a,}

Nuestro préximo objetivo es analizar la sucesion real (12) de manera que podamos
asegurar la convergencia de la sucesién (7) definida en el espacio de Banach X. Para
hacer esto, basta con probar (14) y ver que (7) es una sucesién de Cauchy. En primer
lugar, damos un lema técnico cuya demostracion se omite por su sencillez.

LEMA 1. Sean f y g las funciones reales dadas en (13). Entonces
(a) f es creciente y f(x) > 1 en (0,1),
(b) g es creciente,

(c) para v € (0,1), tenemos f(yx) < f(x) si x>0 y g(vx) = vg(x).
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Ahora, damos algunas propiedades de la sucesion escalar {a,} definida en (12).
LEMA 2. Sean f y g las funciones reales dadas en (13). Si ag € (0,1/2), entonces
(a) f(ao)*g(ao) <1,
(b) la sucesion {an,} es estrictamente decreciente y a, < 1 para todo n > 1.
Siag = 1/2, entonces a, = ag < 1 para todo n > 1.
DEMOSTRACION. En primer lugar, consideramos el caso ag € (0,1/2). El apartado
(a) se sigue de forma inmediata. En cuanto a (b), lo demostraremos por induccién

sobre n. Como f(ag)?g(ap) < 1, es claro que a; < ap. Suponemos ahora que a; <
aj—1 para j = 1,2,...,n. Entonces,

Ap4+1 = anf(an)2g<a’ﬂ) < a'nf(GO)Zg(ao) < ln,

puesto que f y g son crecientes. Por tanto, la sucesion {a, } es estrictamente decre-
ciente. Y consecuentemente a,, < 1 para todo n > 1.

Si, por otra parte, ag = 1/2, entonces f(ag)?g(ag) = 1, y obviamente a,, = ay =
1/2 < 1 para todo n > 0. O

LEMA 3. Sean f y g las funciones reales dadas en (13). Si ag € (0,1/2), definimos
v =a1/ag, y entonces

(a) an, < 72"71an,1 yan <2 ~lag, para todon > 2,

(b) f(an)g(an) <~ 7' f(ao)g(ao) = +*"/f(ao), para todon >1.
Siag = 1/2, entonces f(an)g(ay) = f(ao)g(ag) =1/ f(ao), para todo n > 1.
DEMOSTRACION. Comenzamos con el caso en que ag € (0,1/2). Probaremos (a)
siguiendo un procedimiento inductivo. Si n = 2, aplicando el apartado (b) del lema 1,
obtenemos

as = ay f(a1)’g(a1) = yao f(vao)?g(vao) < v*a1 = v’ap.
Supongamos ahora que

2n72 2%71_1
Ap—1 <7 Ap—2 <7 ao.

Entonces, por el mismo razonamiento,

n—2 n—2 2 n—2
Ap = anflf(anfl)%q(anfl) < 72 an72f (’72 an72> g (72 an72>

1 n—1 n—2 n
2 2 2" —1
Ap—1 <Y vy Ap_o < - <7y ag.

<4
Para probar (b), observamos que
Fanglan) < f (7" 1a0) g (v " a0) < 7*" " F(ao)glao) =7*" /f(ao)s n =1,

con lo que se completa la demostracién.
El caso en que ag = 1/2 se sigue de forma andloga. O
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema 2 de convergencia semilocal
para el método de Newton cuando se aplica a operadores cuya primera derivada es
Lipschitz continua (es decir, F’ satisface (10)).

Comenzamos considerando el caso ag € (0,1/2). Probamos en primer lugar que
Zn € B(xg, R). Observamos que

[[#n = zol| < Z [zipr — @] < 1+ Z Hf aj)g lJr = @oll

=0 \j=0
lema 3 (b) n-2 ‘ i

< I+ Z H flao)glao)y® =1 | | ller — o

i=0 \j=0

n—2 i n—2

J 14+i .

= |1+ TLG7a) || e = woll = 1430 (377 A) | s = ol

i=0 \j=0 i=0

donde v = a1/ag < 1y A = f(ag)g(ao)/y = 1/f(ag) = 1 — ag < 1. Ahora, por
la desigualdad de Bernoulli ((1 4+ 2)® —1 > nz si z > —1), se sigue 72 211 =

(3 ; .
2@ =D+ < 42+ on consecuencia

n—2 ( QA)n 1
|7 — wol| < 1+7A§%721A1 [#1 — @ol| < 1+7AW
2(1 —
<1 = ( aO)an.

1—’}/A 2—3(10

Por tanto, x,, € B(zg, R) y, como B(xg, R) C 2, entonces z,, € ) para todo n > 0.
Notamos que ahora se satisfacen las condiciones exigidas en (14).

En segundo lugar, veamos que {z,} es una sucesién de Cauchy. Para ello, segui-
mos un procedimiento totalmente andlogo al del punto anterior. Asi, para m > 1y
n>1,

n+m—1 I ] n+m—2 7
Hanrm - an < Z Hlerl - xz” < 1+ Z H f(a’j>g<aj> ||$TL+1 - .’IﬁnH
i=n i=n j=n
n+m 2 7

< ST T flapgas) | Nz — ol

i=n—1 =0

lema 3 (b) nim-2 ¢

< Y (T Flao)g(ao) | ller — o

i=n—1 \j=0
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n+m—2 7 n+m—2 i
J i__ .
= > (TT(GZA) e —aol = > (777 ) oy — o
i=n—1 7=0 i=n—1
m—1
n-+i :
Z ( 2 71An+z> ||.131 _ xO”
=0
Ahora, de nuevo por la desigualdad de Bernoulli, 72n+i_1 = 7271_172”(21-_1) <

’an_lny"i, y por tanto

= 2" A G 2" 1 An 1 - ('VZHA)m 2" 1 An
[Zntm — @all < Z(’Y A) Y A 77<W7 A™p. (15)

=0

Luego la sucesién {z,} es de Cauchy.

Para ver que z* es una solucién de (6) seguimos el procedimiento habitual. Hemos
probado que ||, F(x,)|| — 0 cuando n — oo. Teniendo en cuenta ||F(z,)| <
|1 E" (z)||[|ITrn F(2n)|| ¥ que la sucesion {||F'(z,)||} estd acotada, puesto que

(10) ,
[F'(zn)ll < [[F (20)|l + Lllzn — zoll < [F'(x0)|| + LR,

se cumple que ||F(z,)|| — 0 cuando n — oco. En consecuencia, F(z*) = 0 por la
continuidad de F' en B(zg, R).

Para probar la unicidad, suponemos que z* es otra solucién de (6) en la regién
B (zo,nm/ap) N Q; a partir de la aproximacion

1
0=To[F(z*) — F(a*)] = [/0 DoF' (¢ + t(z* — 2*))dt| (2* — 2*) = P(z* — 2%),

se prueba que el operador P = fol DoF'(z* + t(2* — x*)) dt es invertible y, por lo
tanto, z* = x*. Para ello, basta con aplicar el teorema de Banach sobre inversiéon de
operadores y ver ficilmente que ||I — PJ| < 1.

Finalmente, si tomamos m — oo en (15), obtenemos (11) para todo n > 0.
Ademds, de (11), es sencillo ver que el R-orden de convergencia de la sucesién (7)
es al menos dos (véase [9]).

Por otra parte, si ag = 1/2, entonces a,, = ag = 1/2 para todo n > 0. Siguiendo
un procedimiento totalmente anédlogo al del caso anterior en el que ag € (0,1/2),
obtenemos los mismos resultados, teniendo en cuenta ahora que v = 1y A =
flap)g(ag) < 1, a excepcion del R-orden de convergencia, que en este caso es al
menos uno.

4. APLICACION DEL TEOREMA DE NEWTON-KANTOROVICH

A continuacién, vemos como se puede utilizar el teorema de Newton-Kantorovich
(versién del teorema 2) en un ejemplo concreto: la ecuacién de Chandrasekhar [4].
El andlisis se realizard en dos direcciones: por una parte, utilizamos el teorema 2
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de Newton-Kantorovich para probar la existencia y unicidad de una solucién de la
ecuacién y, por otra, para garantizar la convergencia del método de Newton a dicha
solucién.

La ecuacién de Chandrasekhar es una ecuacion integral que aparece en diversos
problemas fisicos (transferencia radiactiva, cinética de gases, etc.). Consideramos el
espacio X = C][0,1] de las funciones continuas en [0,1] y dotado de la norma del
méximo |[[z|| = max,c(o,1) [#(f)], + € X. Se trata de encontrar una funciéon x € X
que cumpla
s

T
s+t

1
z(s) =1+ )\x(s)/o

Con notacién de operadores, la resolucién de (16) es equivalente a resolver (6), siendo
F el operador definido de X en X y tal que

(t)dt, se€][0,1]. (16)

s
T
s+t

1

[F(2)](s) = 2(s) — 1 — )\x(s)/ (0)dt, se0,1]
0

Consideramos, por ejemplo, el caso particular de A = 1/4.

Para aplicar el teorema 2 necesitamos partir de una funcién inicial adecuada.
Como de (16) se deduce que x(0) = 1, una eleccién razonable parece ser zo(s) = 1,
para todo s € [0,1]. Ademds, hay que calcular el operador derivada primera de
Fréchet F’. Para ello, hay que tener en cuenta que F’' actia de X en L(X), el
conjunto de los operadores lineales de X en X. Asi, para cada z € X, F'(z) € L(X)
y F'(z)y es una funcién continua, para todo z,y € X, definida de la siguiente
manera:

1 g 1 Lo
F’ = - = t)dt — - t)dt, € |0,1].
@) = o) - o) [ Luode—quts) [ Znawan e
Podemos considerar el subconjunto €2 que aparece en el enunciado del teorema 2
como el propio espacio X, que es un conjunto convexo. A continuacién, calculamos
las constantes 5, ny L.
En primer lugar, vemos que [|[T'oF (zo)| < ||Tol|||F(zo)]]. Por un lado, como

1 [t os s 1+s
Flaols) = [ e =—Flog ==
tenemos ||F(zg)|| = log2/4. Por otro lado, por el lema de Banach sobre inversién

de operadores, podemos encontrar una cota para I'g. Dada una funcién cualquiera
y € X, se tiene

I = F'(zo)lull = ~ mé

1 1
5 S log 2
t dt dt <
4 selo] /0 s dt+y(s) ’ < Iyll,

0 S+t 2

luego
I — F'(x0)| <log2/2=0,3465... < 1,
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con lo que se garantiza que 'y existe y es tal que

1 1

Tl < < =1,5303...= 0.
1ol < T =l = T=Glog2) ~ " ’
En consecuencia,
(log2/4)
I'yF < ——"=-—=0,2651... =n.

De forma parecida deducimos que

1F' () = F'(y)ll < IF"(2) = F'(y)ll < (log2/2)l|l -y,

y, por tanto, L = log2/2.

Asi, tenemos que ay = LfBn = 0,1406... < 1/2, con lo que se cumplen las
condiciones del teorema 2 y se prueba la existencia de solucién de la ecuacién (16)
con A = 1/4, que estd en la bola B(x0,0,2888...) y es tnica en B(zo,1,8853...).

Una vez probada la existencia de una solucién de la ecuacién (16) con A = 1/4, va-
mos a encontrar una aproximacién numérica de ella mediante el método de Newton.
Para ello, transformamos el problema continuo en un problema discreto utilizan-
do una férmula de integracién numérica (en concreto. la de Gauss-Legendre) para
aproximar la integral que aparece en (16). Obtenemos asi un sistema de ecuaciones
no lineales que resolvemos por el método de Newton. Las incognitas son los valores
aproximados de la solucién en una serie de puntos del intervalo [0, 1]. Finalmente,
a partir de estos valores y mediante un proceso de interpolacién, obtenemos una
aproximacion de la solucién.

Pasamos ahora a encon-

trar la aproximacién numé- e
rica de la solucién de (16)

con A = 1/4. Utilizando la 12

férmula de Gauss-Legendre 11

con m nodos, podemos ha-

cer 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 m
| roae=Y wis), N
0 = :

donde t; y p; son respec-

tivamente IO,S nodos y los Figura 9: Gréfica de la solucién aproximada de (16)
pesos de la férmula de cua- con A = 1/4.

dratura en [0,1], que es-

tan tabulados para distin-

tos valores de m. Denotando z; a las aproximaciones de z(t;), para i = 1,2,...,m,
se llega al siguiente sistema de ecuaciones no lineales

1 i T
z; =1+ ~xity —_ i=1,2,...,m,
1 +4 zz;pjti+tj
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que resolvemos aplicando el método de Newton. Para m = 8 y utilizando 6 digitos
significativos, la solucién numérica que se obtiene es la dada en el cuadro 1.

) ZT; ) ZT; 1 €T; 1 €T,
1| 1,02176... || 3 | 1,12599... || 5 | 1,20351... || 7 | 1,24205...
211,07334... || 4| 1,17011... || 6 | 1,22698... || 8 | 1,24999...

Cuadro 1: Solucién numérica de (16) con A = 1/4.

Interpolando la funcién que pasa por los puntos (t;,z;), para i = 1,2,...,8, y
sabiendo que z(0) = 1, obtenemos la grifica de la solucién aproximada en la figura 9.

5. ALTERNATIVAS A LAS CONDICIONES DE KANTOROVICH

Como ya se ha indicado anteriormente, la utilizacion de sucesiones mayorizantes
es la técnica habitual para probar la convergencia semilocal del método de New-
ton. El grupo de investigaciéon PRIENOL ha desarrollado a lo largo de los ltimos
anos la técnica alternativa dada en la secciéon anterior para demostrar el teorema 2.
Esta técnica simplifica el andlisis de la convergencia semilocal de cualquier proceso
iterativo bajo condiciones mas suaves que las tradicionales de Newton-Kantorovich.

Como puede verse en el teorema 1, la condicién (ii),

IF" (@)l <M en 9, (17)

es la més exigente. Sin embargo, hay situaciones en las que esta condicion no se satis-
face. Por ejemplo, en algunas ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein
mixto:

mo b
2(s) = u(s) + > / Gi(s ) Hy(z(t)) dt, s € [a,B], (18)
=179

donde —co0 < a < b < o0, Gy, H; (i=1,2,...,m) y u son funciones conocidas y x
es una funcién solucién a determinar. (Ecuaciones integrales de este tipo pueden en-
contrarse, por ejemplo, en modelos dindmicos de reactores quimicos.) En particular,
para ecuaciones de la forma

b
2(s) = u(s) + / Gl 1) (Maz(8)>H + Ao(t)") dt, (19)

con s € [a,b], ¢ €10,1],n > 2 (n € N)y A, A2 € R, donde u es una funcién continua
y el niicleo G es continuo y no negativo en [a, b] x [a, b].

La resolucién de la ecuacién integral (19) es equivalente a resolver la ecuacién (6),
donde F : Cla,b] — Cla,b] y

b
[F(2)](s) = z(s) —u(s) — / G(s,t) (Az(6)*T9 + Xo(t)™) dt.



74 DE NEWTON A KANTOROVICH

En este caso,
b
[F"(2)yl(s) = y(s) — / G(s,)((2+ @)Ma(t) 7+ ndax(t)" ) y(t) dt,

b
[F"(z)(y2)](s) = — / G(s,t)((2+ @)1+ Qha(t)? +n(n — 1)Aax(t)""?) 2(t)y(t) dt.

Luego la condicién (17) no se cumple porque F” no estd acotada en Cla, b].

Para solventar el problema anterior, podemos prelocalizar la raiz en algin do-
minio Q C Cla,b] en el que se pueda encontrar una cota superior para ||[F”]. El
problema que presenta esta forma de actuar es que que no siempre es posible deter-
minar tal dominio. Una alternativa mejor y més elegante consiste en suavizar dicha
condicién por una del tipo

17" (@) < w(llzl), =€, (20)

donde w : Ry U {0} — R4 U {0} es una funcién real continua monétona y tal que
w(0) > 0 (véanse [5] y [7]).

Volviendo de nuevo a las condiciones tradicionales de convergencia de Newton-
Kantorovich, una gran cantidad de diferentes variantes han aparecido a lo largo de los
ultimos anos a la hora de estudiar la convergencia semilocal del método de Newton.
Por ejemplo, cambiar la condicién (17) por (10) o por la siguiente generalizacion
(véanse [9], [19] y las referencias aqui citadas):

IF'(z) = F'(p)ll < Kllw —yll?, q€l0,1], zyeq. (21)

Se dice entonces que F’ es (K, q)-Holder continua en €. Observamos que si K = L
y ¢ =1, (21) se reduce a (10).

En la préactica, la verificacion de las condiciones (10) y (21) también es dificil
en algunos problemas, ya que se encuentran ciertas dificultades técnicas, de manera
que el nimero de ecuaciones que se pueden resolver mediante el método de Newton
es limitado. En particular, no se puede analizar la convergencia del método a una
solucién de ecuaciones en las que aparecen sumas de operadores que satisfacen (10)
o (21) indistintamente. Por ejemplo, si consideramos (18) con H}(x(t)), para i =
1,2,...,m, siendo (Kj;,q;)-Holder continua en 2, el correspondiente operador F :
Cla,b] — Cla,b],

m b
[F(2)](s) = 2(s) —u(s) — Z/ Gi(s,t)H;(z(t)) dt, s € [a,b],

no satisface ni (10) ni (21) en C|a, b] al considerar, por ejemplo, la norma del maximo.
En este caso,

|F'(@) = F'(y)l <Y Killw —y|*, K; >0, q€[0,1], zye
=1
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Para resolver este tipo de ecuaciones y suavizar las condiciones (10) y (21), podemos
considerar la generalizacién

1F'(z) = F'(w)| < @(llz—yl), zye, (22)

donde @ : Ry — R es una funcién real continua no decreciente y tal que w(0) > 0
(véanse [6] y [7]). De esta manera, w(z) = Y .-, K;2% para el caso particular anterior.

Obviamente, las condiciones (17), (10) y (21) son casos particulares de (20) y
(22), ya que (20) se reduce a (17) si w(z) = M y (22) se reduce a (10) y (21) si,
respectivamente, W(z) = Lz y w(z) = K21

Terminamos destacando que la utilizacion de sucesiones mayorizantes para ase-
gurar la convergencia del método de Newton bajo las condiciones (20) o (22) es
dificil, por no decir practicamente imposible. De aqui surge nuestro principal interés
por desarrollar la técnica alternativa a la de las sucesiones mayorizantes, dada en la
seccién 3, de manera que el método de Newton converja siempre que se cumpla (20)
o (22).
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