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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Las soluciones para esta secciéon deben enviarse, preferentemente, a
la direccion de correo electrénico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es en
archivos con formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar
Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Com-
putacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrotio. Para los problemas de
este numero se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de
diciembre de 2011.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 175. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

Si en un triangulo las longitudes de sus lados son a, b y ¢, se llama potencia del
tridngulo al valor a? 4 b2 4 ¢?. Determinar los puntos del plano que, unidos a los tres
vértices de un tridngulo dado, determinan tres tridangulos de igual potencia.

PROBLEMA 176. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinci” High
School, Noci, Italia.

Sea ABC' un triangulo con lados de longitudes a, b y ¢, inradio r y exinradios
Ta, Th Y Te. Probar que

Z (Ta - T)(Tb + TC)(TaTb + TT‘C> < a’ + b + .

ciclica
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PROBLEMA 177. Propuesto por M. L. Glasser, Clarkson University, Postdam, Nue-
va York, USA.
Evaluar la integral
/2 t 2 2 t
/ arctan®(sen )dt.
0

sen? ¢

PROBLEMA 178. Propuesto por Pedro H. O. Pantoja (estudiante), Universidade Fe-
deral do Rio Grande do Norte, Natal, Brasil.

Probar que existen infinitos primos impares p tales que, para cada entero n > 1,
el valor

Vo) +o@?) + -+ o)

es irracional, siendo ¢ la funciéon de Euler.

PROBLEMA 179. Propuesto por Ovidiu Furdui, Campia Turzii, Cluj, Rumania.
Los nimeros de Stirling de primera especie, denotados s(n, k), se definen me-
diante la identidad

z(z—l)---(z—n—i—l):Zs(n,k)zk.

k=0

n
Sean k e i enteros fijos tales que 1 < ¢ < k, y m un valor real positivo tal que

m — k > 1. Probar que

oo

> -
, (mtng - )™

ni,ne,...,Ng=
k

1 1 1
:MZS(k»p)<C(m—p)—1—2m_p ———— (k_l)m_p>a

p=0

donde el término entre paréntesis para k = 1 s6lo contiene el factor {(m — p).

PROBLEMA 180. Propuesto por Javier A. Muigica de Rivera, Ribadeo, Lugo.

Sobre una mesa se encuentra un dado. Llamaremos cara inferior a la que se
encuentra en contacto con la mesa, cara superior a su opuesta y caras laterales a las
restantes. Supongamos que inicialmente el 6 ocupa la cara inferior. Si en cada paso
se cambia la posicién del dado de manera que una de las caras laterales, cada una
de ellas con la misma probabilidad, pasa a ocupar la cara superior, jcuidntos pasos
son necesarios, por término medio, para que el 6 alcance la cara superior?
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Soluciones

PROBLEMA 151. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-
versita degli studi di Tor Vergata, Roma, Italia.

Probar o refutar la siguiente afirmacién: Si f : [0, +00) — [0, +00) es una funcién
derivable tal que lim,_, f'(2) = 400, entonces f0+°o sen(f(z)) dx converge.

Solucion enviada por Bernardo de la Calle Ysern, Universidad Politécnica de Ma-
drid, Madrid.

La afirmacién es falsa; para verlo, construyamos un contraejemplo.

En primer lugar probaremos que la integral impropia

+oo
t
7= _sent
1 \/i—i—sent

es divergente. El integrando es continuo ya que v/t + sent > 0 si t > 0, de modo
que el caracter de la integral depende del comportamiento del integrando cuando ¢
tiende a 4+00. Ahora bien,

sent sent n sen?t _ sen?t sen?t _ sen?t  sent
Vit + sent Vi t t t++/tsent t Vi+sent
Por tanto
sent sent sen’t 1 sent cos(2t) 1 1
= - +ol|-)= + ——+4o|- (1)
Vitdsent Vi t t Vit 2t 2t t

cuando t tiende a +o00. Debido al criterio de Dirichlet, las integrales

dt

o0 sent 20 cos(2t)
a oy
1 ﬁ 1 2t

son convergentes; de donde se deduce, teniendo en cuenta (1), que I = —oo.
Para construir el contraejemplo definimos la funcién

= e
g\y . Vitsent y=1

Es facil ver que limy_, ~ g(y) = +00, y como ¢'(y) = (y/y +seny)™! >0,y > 1,
se tiene que la funcién g es estrictamente creciente, con lo que se puede definir su
funcién inversa

f=g1:[0,+00) = [, +00).

La funcién f es derivable en [0, +00) y ademés

1
, / o , —1\/ _ , _ , _
xgr_f_loof () = xgﬂr_loo (g ) () = xgrfoo g (g1 (z)) ygrfoo (VY +seny) = 400
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Sin embargo, haciendo el cambio de variable f(z) = t, se prueba que

+oo +oo sen t
/0 sen(f(z)) da 1 Vit +sent >

NoTA. Usando el criterio de Dirichlet para la convergencia de integrales impropias
puede probarse que, si se anade la hipdtesis de que la funcién f sea convexa en
[0, +00), entonces el enunciado es cierto.

En efecto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f’(x) > 0 para

todo z > 0. Es claro que f es estrictamente creciente y que lim,_, . f(z) = +o0.
Llamemos f(0) = a > 0. Entonces

+oo o0 sent
/0 sen(f(z))dx = /a o) dt, (2)

realizando el cambio f(x) =t y donde h(t) = f'(f~1(t)).

Al ser f convexa, la funcién f’ es monétona creciente. Por tanto, la funcién h
es positiva y monétona creciente en [0,400), y verifica lim;_, o h(t) = 4o00. El
criterio de Dirichlet mencionado anteriormente y la igualdad (2) prueban ahora que
la integral del enunciado es convergente.

También resuelto por J. L. Arregui, J. A. Muigica, A. Stadler y el proponente. Se ha recibido una
solucion incorrecta.

PROBLEMA 152. Propuesto por Ovidiu Furdui, Campia Turzii, Cluj, Rumania.
Para |z| < 1, evaluar la suma

> 1 2 n 1
5 (o () - ) (e e,
= 1—=z 2 n 1—=x

NoTA. En la version publicada originalmente del enunciado de este problema, en el
sumando % no aparecia el cuadrado. Consideramos que el detalle no precisaba de
una correccion y, de hecho, todas las soluciones recibidas daban por supuesto que se
habia producido ese error.

Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.
Probaremos que, para |z| < 1, la suma requerida es

=22 ((1—2)log(1 — z) +log(1 + z)) .

Puesto que, para |z| < 1,

1 1 9
— —xrx—-—x° —---—2x = s
1—z 1—2z
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es suficiente probar que

s 2 n
Z(log (11)I‘T2 ..... r >In+1
=1 - " (1)

T

= 7 (L= 2)log(1 —x) +log(1 +z)) .

Por induccién puede probarse de manera elemental que, para cada entero positivo M,

M
1 x? z"
1 e 2 ) pntl

n=1
M
1 5 o 1 $M+k+2 _ x2k+1
1—x<x( v )Og(l—x)+z k ’

k=1

cuando |z| < 1. Ahora, tomando el limite cuando M tiende a infinito se llega a

St 2 n
(10g< 1 )xw...ff>zn+1
— 1—=z 2 n
1 ) 1 Oox2k+1
= — 1 - .
(e () -2

o)
z2k+1

k

Por 1ltimo, usando la identidad

= —xlog(l — %)

k=1

se concluye (1), y la solucién queda completada.

También resuelto por B. de la Calle, D. Lasaosa, J. A. Mugica, P. Perfetti, A. Stadler, J. Vinuesa
y el proponente. Se han recibido dos soluciones incorrectas.

PROBLEMA 153. Propuesto por Pablo Refolio (estudiante), Universidad Auténoma

de Madrid, Madrid.
Probar que

1 (n2 - 1)”2 <2n+ 1)” V2

I\ n? 2n —1 6 -

Solucion enviada (independientemente) por V. Lanchares Barrasa, Universidad de
La Rioja, Logrotio, y por J. Vinuesa Tejedor, Universidad de Cantabria, Santander.

Consideremos los productos parciales hasta n = N de cada uno de los factores
que intervienen. Por un lado se tiene

(570~ (52) () ()’

n=2
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y, cancelando términos, resulta

ﬂ <n2 - 1>”2 L DY

n2 2 N(N+1)2
n=2

Procediendo de manera andloga con el otro factor se llega a

ﬁ on+1\" 1@N+DN 2V 2N+ VNI
2n—1) 3@@N-1!I 3 (2N)!

donde (2N —1)!1=1-3-5--- (2N — 1). Por tanto,

ﬁ n?—1\" (20 +1\" o 2VNBWV + DY N + 1Y
n2 m—1) ~ Now 6(2N)IN(N+1)? '

n=2

Aplicando la equivalencia de Stirling para N! resulta

2
< 02 N (o4 1\" V2 . o (N+I\Y fanv 41\ Y
H =722 lim e N .
n2 m_1 6 Novso N oN

n=2

Ahora el resultado pedido se obtiene observando que

N
fen+n\Y L,
Nhféo< IN ) —°

N2
lim e~V <N;1> = lfm N 1es(i+w)-N _ -1/2)

N—oc0 N—o0

donde en el 1ltimo paso se ha usado que N?log (1 + %) — N = —% + 0 (%)

También resuelto por D. Lasaosa, J. A. Muigica, P. Pantoja, P. Perfetti, B. Salgueiro, A. Stadler
y el proponente.

PROBLEMA 154. Propuesto por Andrés Sdez Schwedt, Universidad de Ledn, Ledn.

Sea ABC un tridngulo con dngulos A > B > C, circunferencia inscrita I'; y
circunferencia de los nueve puntos I's. En los lados BC'y AB se consideran los puntos
medios K y M y los puntos de contacto con I'; que denotaremos por D y F' (véase
la figura que aparece a continuacién). Definimos P = KM N DF, X = APNBC'y
Z = CPnN AB. Probar que la recta X Z es la tangente comin a I'; y I's.
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Solucion enviada por el proponente.

Denotemos por [PQRS| = 1;—? : % la razén de cuatro puntos alineados.

En la proyectividad ¢ entre las rectas BC'y BA definida por

p(C)=A, @(D)=B, @B)=F

[ABFy(T)] = [CDBT)]

para todo otro punto 7' de BC, la recta Tw(T) es tangente a I'; para cada T de
BC.!
En la misma proyeccién desde P, se tiene [BK DX| = [BM F A], luego

KX KD-BF-MA KD  b-—c
BX BD-MF-BA 2MF 2(a—b)’

de donde resulta
ala —b)

BX=——".
2a —b—c

INota de los editores: Este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en P. Puig Adam, Curso
de Geometria Métrica, tomo 11, pags. 147-148.
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Por otra parte, conocemos BK = 3, BD = %C_b y, siendo K’ el pie de la altura

desde el vértice A, BK' = % Con esto podemos calcular las potencias del

punto X respecto de las circunferencias I'; y I's, que son, respectivamente,

XD? = (BD - BX)? = (“+C—b_ a(a —b) >2: (b—c)%(b+c— a)?

2 2a —b—c 4(2a — b —¢)?

XK -XK' = (BK — BX)(BK' — BX)

_(a ala—b) a2—|—02—b2_ ala —b)
\2 2a-b-c 2a 2a —b—c

(b—c)?(b+c—a)?
4(2a — b —¢)?

Por lo tanto, X es un punto del eje radical de las circunferencias I'y y I's.

De un modo analogo al anterior, se demuestra que Z pertenece al eje radical
de I'y y I's. Luego el eje radical de I'y y I'y es la recta X Z, que es tangente a I';.
Entonces es también tangente a I's.

También resuelto por D. Lasaosa y J. A. Migica.

PROBLEMA 155. Propuesto por Arnau Messegué (estudiante), Universitat Politéc-
nica de Catalunya, Barcelona.

Dado un tridngulo escaleno ABC), se consideran M,, My y M, los puntos medios
de BC', CAy AB, respectivamente, y N,, N y N, los puntos medios de los arcos BC,
C Ay AB de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC' que no contienen a A, B
y C, respectivamente. Probar que la circunferencia tangente exteriormente a las tres
circunferencias de didmetros M,N,, M,N, y M.N,. es tangente a la circunferencia
de los nueve puntos del tridngulo ABC' en el punto de Feuerbach de dicho tridngulo.

Solucion enviada por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra,
Pamplona.

Denotemos por O, y r,, respectivamente, el centro y el radio de la circunferencia
de didmetro M,N,, y por Ry r el circunradio y el inradio de ABC. Sea P el punto
del segmento IN tal que PI = 2PN, siendo N el centro de la circunferencia de los
nueve puntos de ABC. Demostraremos que la circunferencia de centro P y radio
R;”, que claramente es tangente a las circunferencias inscrita y de los nueve puntos
en su punto comin de tangencia (punto de Feuerbach), es también tangente a la
circunferencia de centro O, y radio r,.

Es conocido que OM, = Rcos A, con lo que M,N, = R(1 — cos A) = 2R sen? §7
luego 7, = Rsen? é, y O, es el punto sobre la mediatriz de BC, exterior a ABC'y
que dista r, de M,. Es conocido que N es el punto medio de OH, siendo O, H el
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circuncentro y ortocentro de ABC, respectivamente, y que H dista 2R cos B cos C
de BC' (facilmente demostrable en cualquier caso utilizando trigonometria bésica),
con lo que N dista de BC' una distancia igual a

2Rcos BeosC + Rcos A Rcos(B — C)
2 B 2 ’

luego P dista de BC una distancia igual a Beos(B=C)+r - A] mismo tiempo, y asu-

miendo sin pérdida de generalidad que B > C, y como el pie de la altura desde A
dista bcosC — § = 2Rsen BcosC — Rsen A = Rsen(B — C) de M,, y el punto de
tangencia de la circunferencia inscrita sobre el lado BC' dista de M, una distancia
igual a
at+b—c a b-—c
2 2 2
se deduce que el pie de la perpendicular desde P sobre BC' dista de M, una distancia
igual a

Rsen B — RsenC + Rsen(B — C)
3 .
Se tiene entonces que la distancia PO, cumple

PO? — (Rsen B — Rsen C' + Rsen(B — C))? N (RCOS(B—C) +r +7‘a)2,

9 3
y para que la circunferencia de didmetro M, N, y la circunferencia de centro P tan-

gente al circunferencia de los nueve puntos en el punto de Feuerbach sean tangentes,
debe cumplirse que

(Rsen B — RsenC + Rsen(B — ())? N (Rcos(BC)+r N >2
Ta

9 3
R+ 2
:< 3T+Ta> .

Desarrollando los cuadrados y simplificando, la anterior relaciéon es equivalente a

R(sen B —sen C)? 4 2Rsen(B — C) (sen B —sen C) = (2r + 67,)(1 — cos(B — O)).

Ahora bien, sen B — sen C' = 2sen¥sen é, mientras que 1 — cos(B — C) =
2 sen? %, con lo que, al ser ABC' escaleno, podemos simplificar la anterior re-

lacion, transformandola en su equivalente

A
Rsen2§+2Rcos sen5 =1+ 3rg,

0, utilizando el valor hallado para r,

r= 21’?,sené cosB_C —sené :4Rsenésen§seng,
2 2 2 2 2 2
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relaciéon conocida y siempre cierta para cualquier tridangulo. Por rotacién ciclica de
los vértices A, B y C, este resultado es cierto también para las circunferencias de
didmetros MyN, vy M.N., de donde se concluye el resultado pedido, quedando la
circunferencia definida en el enunciado caracterizada como aquélla cuyo centro esta
en el segmento entre el incentro y el centro de la circunferencia de los nueve puntos,
a doble distancia del primero que del segundo, y tangente simultdneamente a las
circunferencias inscrita y de los nueve puntos en el punto de Feuerbach.

También resuelto por el proponente.

PROBLEMA 156. Propuesto por Javier del Rey Pantin, I. E. S. Dona Jimena, Gijon.

La figura que aparece a continuacién representa una bascula que gira en torno
al punto fijo O. Del punto B cuelga el peso P que se quiere medir. En el brazo
derecho de la balanza, fijada rigidamente a él, una curva directriz AT H dirige la
linea de accién de un contrapeso ) mediante un hilo que esté enrollado en la curva
y que se va desenrollando a medida que, por efecto del peso P, la bascula se inclina.
Tenemos también un arco graduado para medir el angulo de inclinacién. Suponemos
el dispositivo equilibrado si el centro de gravedad del armazoén, libre del peso P, se
sitia en el punto O.

Hallar la ecuacion de la curva AT H para que la bascula quede equilibrada cuando
el dangulo girado ( sea proporcional al peso P. Hallar también esa constante de
proporcionalidad.
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Solucion enviada por Jesis Maria Sanz Serna, Universidad de Valladolid, Valladolid.

Como en la figura, sean respectivamente P y @ el peso que se desea medir
y el de referencia. Llamemos ¢ y L, respectivamente, a las distancias OB y OA.
Introduzcamos ejes cartesianos ortogonales, ligados a la parte movil de la balanza,
con origen en el fulcro O, Ox a lo largo del brazo OA y Oy ascendente.

Deseamos una relacion P = ¢f y el equilibrio exige que P{ = Q¢, siendo &
la abscisa del punto de interseccién de la vertical por Ty el brazo OA. De estas
relaciones serd £ = uf, donde p es la constante ¢f/@Q. La ecuacion de la tangente a
la curva en T es, evidentemente,

ysenf — (x — ppf)cos B = 0. (1)

Al variar 8 € [0,7/2] cambia la tangente, y la envolvente de la familia de tangentes
es la curva AT H buscada. Derivemos pues la ecuacién (1) con respecto al pardmetro
(8 para obtener

yeos B+ (x — up)sen f + pcos f = 0, (2)

y el sistema (1)—(2) nos dard las ecuaciones paramétricas de la curva. Despejando
obtenemos que

x = %(25) — gsen(Qﬁ) e y= ,%(1 + cos(28)),
donde reconocemos una cicloide generada por una circunferencia de radio p/2 al
girar sin deslizamiento sobre la recta y = —u. El punto donde la curva encuentra al
brazo OA (esto es, al eje y = 0) corresponde al valor del pardmetro § = 7/2 y tiene
abscisa © = /2 = el /(2Q); puesto que este valor debe coincidir con L, tendremos
c=2QL/(r?).

Notemos que en el limite 8 — 7/2 el valor de P tiende a QL/{ y en tal limite el
hilo se ha liberado completamente de la curva AT H vy, por ello, los pesos tienden a
valores inversamente proporcionales a los brazos respectivos, como en una balanza
romana ordinaria. Asi mismo, observemos que QL/{ es el valor extremo de los pesos
P que podemos medir.

También resuelto por A. Gonzdlez (estudiante) y el proponente.



