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Las dos culturas de las matematicas

por

W. T. Gowers"

Reproducimos a continuacién el texto “Las dos culturas de las matemati-
cas” del medallista Fields W.T. Gowers. En este ensayo Gowers defiende,
aun sin animo de discutir ciiales son las matematicas mas valiosas, que la
combinatoria posee las caracteristicas que habitualmente se suelen men-
cionar a la hora de describir las disciplinas matematicas mas abstractas
y profundas.

El texto fue publicado originalmente por la IMU en Mathematics: Fron-
tiers and Perspectives, V.I. Arnold, M. Atiyah, P. Lax y B. Mazur (eds.),
AMS, 1999. La LA GACETA DE LA RSME desea manifestar su agradeci-
miento a la IMU, a la AMS y a W.T. Gowers por los permisos editoriales
para su traduccién y publicacién.

La fotografia de T.W. Gowers fue tomada por el fotografo Marc Atkins
y formé parte de su exposicién “Faces of Mathematicians”. Se puede en-
contrar mas informacién sobre dicha muestra en:
www.ma.hw.ac.uk/fidg/fom.html.

En su famosa conferencia Rede de 1959, que
llevaba por titulo “Las dos culturas”?, C. P.
Snow alertaba sobre la perniciosa falta de co-
municacién entre la ciencia y las humanidades
y criticaba en particular a la gente de letras
por su poca comprension de la ciencia. Uno de
los pasajes mas interesantes llamaba la atencién
sobre la falta de simetria que todavia existe, ‘ ),
aunque suavizada, cuarenta anos después: e

W.T. Gowers

Con frecuencia he asistido a reuniones de personas consideradas de
gran cultura que mostraban ostentosamente su incredulidad ante la

'La obra matemética de W.T. Gowers incluye varias contribuciones importantes en
la teoria de los espacios de Banach y en combinatoria. Es profesor de la Universidad
de Cambridge y, entre otros, ha recibido el premio de la Sociedad Europea Matematica
(1996) y la Medalla Fields (1998). Para més informacién puede visitarse su pagina web:
http://www.dpmms.cam.ac.uk/site2002/People/gowers_wt.html

2Traduccién espafola en Alianza Editorial, Madrid, 1977.
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falta de educacion literaria de los cientificos. Una o dos veces me he
sentido provocado y he preguntado a los reunidos cuantos de ellos
serian capaces de describir la Segunda Ley de la Termodindamica.
La repuesta, ademas de fria, ha sido también negativa. Sin embar-
go, no preguntaba mas que el equivalente literario de algo como:
sHan leido algo de Shakespeare?

En mi opinién se observa un fenémeno sociolégico similar en la matematica
pura, lo cual no es una situacién del todo saludable. Las “dos culturas” de
las que quiero hablar son conocidas por cualquier matematico profesional.
De modo impreciso, me refiero a la distincién entre los matematicos cuyo
objetivo central es resolver problemas y aquellos mas interesados en construir
y comprender teorfas. Esta diferencia ha sido observada por muchos otros
y no pretendo que se me reconozca ninguna prioridad. Como la mayoria de
las clasificaciones, ésta cae en la simplificacion, pero aun asi resulta util. Si
usted no estd seguro de a qué clase pertenece, considere las dos afirmaciones
siguientes.

1. La finalidad de resolver problemas es comprender mejor las matematicas.

2. La finalidad de comprender las matematicas es estar mas capacitados
para resolver problemas.

La mayoria de los matemaéticos dirdn que hay algo de verdad tanto en (i)
como en (ii). No todos los problemas tienen el mismo interés y una manera
de reconocer los mas interesantes es mostrar que mejoran nuestra compren-
sién global de las matematicas. Del mismo modo, si alguien pasa anos y anos
luchando para entender un area dificil de las matematicas pero después no
hace nada con ello, ;jqué interés tiene? Sin embargo, muchos matematicos, y
quiza la mayoria, no compartiran con igual fuerza las dos afirmaciones. Desde
luego, no Sir Michael Atiyah, tal como reflejaba una entrevista de 1984 [A1].

Min1O: ;Cémo selecciona usted un problema de estudio?
ATIYAH: Su pregunta presupone una respuesta. No creo que ésta
sea en absoluto la forma en que trabajo. Hay quien piensa: “Quiero
resolver este problema”, y se sienta y dice: “;Como resuelvo este
problema?” Yo no. Simplemente me muevo entre las aguas ma-
tematicas, pienso en cosas, soy curioso, me intereso, hablo con la
gente, doy vueltas a las ideas; entonces surge algo y yo lo sigo. O
quizé veo algo que conecta con algo que conozco, intento ponerlo
junto y se desarrolla. Practicamente nunca he empezado con una
idea de lo que voy a hacer o de dénde me va a llevar. Me interesan
las matemadticas; hablo, aprendo, discuto y simplemente surgen
preguntas interesantes. Nunca he empezado con un fin particular,
excepto el de entender las matemadticas.
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La entrevista aparecié por primera vez en la revista The Mathematical Intelli-
gencer y mas tarde se reimprimio en el apartado general de las obras reunidas
de Atiyah. Recomiendo mucho sus ensayos y conferencias sobre matemaéticas
a cualquiera que desee reflexionar sobre el significado de las matematicas; me
referiré a ellos més adelante en este articulo.

Otra persona que no habria otorgado el mismo peso a las dos afirmaciones
es Paul Erdés, que legé al mundo una cantidad enorme de problemas fasci-
nantes, asi como soluciones a muchos otros, pero al que no asociamos en la
misma medida con el desarrollo tedrico. Lo cual no niega que Erdos intentase
entender las matematicas: la mayoria de los que han resuelto un problema de
Erdés (jay!, no soy uno de ellos) pueden dar fe de que, el pensar duro y duro
en ellos les ha llevado por sendas inesperadamente fructiferas y a darse cuenta
de que el problema era algo més que la curiosidad divertida que podia parecer
en un principio. Asi que cuando digo que los matematicos pueden clasificarse
en los que construyen teorias y los que resuelven problemas, estoy hablando
sobre sus prioridades, mas que sosteniendo la ridicula afirmacién de que se
dedican exclusivamente a una u otra actividad.

Es evidente que las matemadticas necesitan ambas clases de matematicos
(como afirma el propio Atiyah al final de [A2]). Es igualmente evidente que
no todos los campos de las matematicas requieren las mismas aptitudes. En
la teoria algebraica de nuimeros, o en el conglomerado de temas que ahora
llamamos simplemente Geometria, parece importante por varias razones (al
menos a un lego como yo, sin autoridad para lo que estoy diciendo) adquirir
una experiencia y unos conocimientos considerables sobre el trabajo de otros
matematicos, ya que el progreso en estas areas se consigue a menudo combi-
nando habilmente una amplia gama de resultados conocidos. Y mas aun, si
uno selecciona un problema, trabaja en él aisladamente durante unos anos y
acaba por resolverlo, existe el riesgo de que, a menos de que sea un problema
famoso, haya dejado de ser relevante.

En el otro extremo estd, por ejemplo, la teoria de grafos, en la que el ob-
jeto basico, un grafo, se entiende enseguida. En teoria de grafos no se llega a
ninguna parte sentandose en un sillon e intentando entender mejor los grafos.
Tampoco es especialmente necesario leer mucho antes de atacar un proble-
ma: desde luego, tener en cuenta alguna de las técnicas béasicas ayuda, pero
los problemas interesantes tienden a estar abiertos precisamente porque las
técnicas conocidas no se aplican facilmente.

Quisiera mencionar brevemente una asimetria parecida a la que C. P. Snow
senalaba con tanta energia. Se trata de que los temas que atraen a los que cons-
truyen teorias estdn actualmente mucho mas de moda que los que atraen a
los que resuelven problemas. Ademds, los matematicos en las dreas de cons-
truccién de teorias suelen considerar lo que hacen como el niicleo (Atiyah usa
exactamente esta expresién) de las matematicas, mientras que temas como la
combinatoria les parecen periféricos y no especialmente relevantes para los ob-
jetivos principales de las matematicas. Casi podemos imaginarnos una reunion
de matematicos de gran formacion mostrando su incredulidad frente a la igno-
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rancia de los combinatorialistas, la mayoria de los cuales no serian capaces de
decir nada inteligente sobre grupos cuanticos, simetria especular, variedades de
Calabi-Yau, la ecuacién de Yang-Mills, solitones o incluso cohomologia. Si un
combinatorialista interrumpiera la reunién y preguntara cuantos subconjun-
tos de {1,2,...,n} pueden hallarse, aproximadamente, tales que la diferencia
simétrica de dos cualesquiera de ellos sea de tamano al menos n/3, la respuesta
podria ser més bien gélida. (El problema es facil sélo si se conoce la técnica
adecuada, que es elegir los conjuntos al azar y demostrar que la probabilidad
de que la diferencia simétrica de dos cualesquiera de ellos tenga tamano menor
que n/3 es exponencialmente pequena. De modo que la respuesta es e para
alguna constante ¢ > 0).

Pretendo defender aqui algunos de estos temas menos de moda frente a
las criticas que se les suele hacer. Centraré mi atencion sobre todo en la com-
binatoria, que es el drea que mejor conozco. Sin embargo, lo que diré se aplica
también a otras areas. Me refiero a la “combinatoria” no en el sentido con-
vencional, sino como un término general para designar problemas que pueden
atacarse razonablemente de forma mas o menos elemental (es més una cuestién
de matiz que una distincién absoluta). Problemas que no tienen por qué ser de
naturaleza discreta o tener mucho que ver con contar. De todos modos, este
tipo de matemadticas y la combinatoria en sentido covencional tienen bastante
en comun.

. Por qué habrian de ser menos apreciados los temas de resolucién de pro-
blemas que los tedricos? Para responder a esta pregunta, hemos de considerar
otra mas fundamental: ;qué hace que un resultado matemaético sea mas intere-
sante que otro? Una vez mads, Atiyah es muy claro y sensato en esta cuestion
(al mismo tiempo que reconoce su deuda con grandes matematicos de tiempos
pasados como Poincaré y Weyl). Afirma (véase, por ejemplo, [A2]) que se pro-
duce tanta matematica que no es posible recordarla toda. De ahi la importancia
de los procesos de abstraccién y generalizacién para dar sentido a la enorme
masa de datos brutos (es decir, demostraciones de teoremas individuales) y
permitir que al menos algo de ello perviva. Los resultados que permaneceran
son los que pueden organizarse coherentemente y explicarse econémicamente
a las generaciones futuras de matematicos. Por supuesto, algunos resultados
seran recordados porque resuelven problemas muy famosos, pero incluso éstos,
si no encajan en un marco general, es probable que no sean estudiados méas
que por un punado de matematicos.

Por lo tanto, es ttil pensar no tanto en el interés intrinseco de un re-
sultado matematico, como en cuan efectivamente puede ser transmitido ese
resultado a otros matemaéticos, tanto presentes como futuros. Muchos piensan
que la combinatoria consiste en un gran ntumero de problemas y resultados
aislados, y por lo tanto que se encuentra en desventaja en este aspecto. Cada
resultado individual puede requerir una enorme cantidad de ingenio, pero la
gente ingeniosa existe, especialmente en Hungria, y las generaciones futuras
de combinatorialistas no tendran el tiempo o las ganas para leer y admirar
mas que una pequena parte de su produccion.
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Déjenme que intente responder a estas criticas. Ciertamente, no es fre-
cuente en combinatoria que alguien descubra un enunciado muy general que
de repente sitiie un gran nimero de resultados existentes en el contexto ade-
cuado. También es cierto que muchos de los resultados de la combinatoria
parecen algo aislados y seran olvidados completamente (pero esto no distingue
a la combinatoria de cualquier otra rama de las matemdticas). Sin embargo,
no es cierto que el tema carezca por completo de estructura. La razén por la
que a muchos matematicos la combinatoria les parece simplemente una amal-
gama de problemas individuales es que los principios organizativos son menos
explicitos.

Si los procesos de abstraccién y generalizacién, tan importantes en ma-
tematicas, sélo tienen un uso limitado en combinatoria, jcémo podréd trans-
mitirse ésta a las generaciones futuras? Una manera de enfocar la cuestion es
preguntarse cudales seran probablemente los requisitos de los combinatorialistas
del manana. Como ya he dicho, su prioridad serd seguramente la de resolver
problemas, asi que su interés por un resultado actual estarda muy condiciona-
do por si, al entenderlo, mejora su propia capacidad para resolver problemas.
Y esto nos lleva directamente al nicleo del asunto. Las ideas importantes en
combinatoria no suelen tomar la forma de teoremas enunciados con precision,
sino mas bien la de principios de gran aplicabilidad.

Un ejemplo nos ayudaré a entender mejor la cuestién. El teorema de Ram-
sey puede enunciarse de la siguiente forma.

TEOREMA 1. Para todo entero positivo k existe un entero positivo N tal que,
st asignamos color rojo o azul a cada una de las aristas del grafo completo de
N vértices, entonces existen k vértices tales que todas las aristas que los unen
tienen el mismo color.

Denotamos por R(k) el menor entero N que lo cumple.
El siguiente argumento demuestra que R(k) < 2?*. Sea G un grafo con
vértices y supongamos por conveniencia que los vértices estan totalmente
ordenados. Sea x1 el primer vértice. Entonces, por el principio de las casillas,
existe un conjunto de vértices A; de tamafio al menos 221 tal que todas las
aristas de x1 a Aj tienen el mismo color. Sea ahora x9 el dltimo vértice de
Ajp. De nuevo por el principio de las casillas, existe un conjunto A, C A; de
tamafio al menos 222 tal que todas las aristas de zo a Ay tienen el mismo
color. Continuando este proceso obtenemos una sucesion 1, . . . , Tog de vértices
y una sucesién A; O --- D Ao, de conjuntos, con x; € A; 1 para todo i, tales
que todas las aristas de x; a A; tienen el mismo color. Resulta que el color
de la arista que une x; con x; depende sélo de min{i, j}. De nuevo por el
principio de las casillas, podemos hallar un subconjunto H de {x1, ...,z } de
tamano al menos k tal que este color es siempre el mismo, de modo que todas
las aristas que unen vértices de H tienen el mismo color.

Una ligera variante de lo anterior rebaja la cota a (2kk) Sin embargo,
me interesan mas las cotas inferiores para R(k). Uno de los resultados més

22k
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famosos de Erdés es que R(k) > 2¥/2 y se demuestra asi. En lugar de buscar
una coloracién adecuada, simplemente coloreamos las aristas al azar del modo
més evidente. Es decir, cada arista es roja con probabilidad 1/2 y azul con
probabilidad 1/2, y las elecciones son todas independientes. Sea N el niimero
de vértices y sea {x1,...,xx} un conjunto con k vértices. La probabilidad de

k
que cada w; esté unido a cada z; con una arista roja es 2 (2), la misma de
que todos estén unidos por aristas azules. Por lo tanto, el nimero esperado
de conjuntos de k vértices unidos todos ellos por aristas del mismo color es

21_(2) (N ): si es menor que uno, ha de ser posible que no existan tales conjuntos
de/k vértices. Un célculo sencillo muestra que es menor que uno cuando N =
2k/2,

El resultado de Erdés [E] es famoso no porque tenga muchas aplicaciones,
ni porque sea dificil, ni porque resuelva un problema que llevaba tiempo abier-
to. Su fama reside en el hecho de que abrié las puertas a los argumentos pro-
babilisticos en combinatoria. Si uno entiende el sencillo argumento de Erdds
(o alguno de los muchos otros argumentos parecidos) entonces habra hecho
suyo un principio general que podemos enunciar asi:

Si queremos maximizar el tamafno de una estructura bajo ciertas
restricciones y si las restricciones parecen obligar a que los ejemplos
extremales se distribuyan de manera uniforme en cierto sentido,
entonces un ejemplo elegido al azar sera, probablemente, una buena
respuesta.

Una vez que se toma conciencia de este principio, la capacidad matematica
aumenta inmediatamente. Problemas como el que he mencionado antes, el de
hallar un nimero grande de conjuntos con diferencias simétricas grandes entre
dos cualesquiera de ellos, de repente pasan de ser imposibles a ser casi triviales.

Desde luego, la combinatoria probabilistica es mucho més que estar al
acecho para encontrar aplicaciones sencillas del principio anterior. Por ejemplo,
uno decide utilizar el método probabilistico y se encuentra con que no es facil
estimar las probabilidades que interesan. Pero se ha trabajado mucho en este
campo y se han disenado muchas técnicas ingeniosas. Algunas de ellas también
pueden encapsularse en forma de principios tiles. Uno de ellos es el siguiente,
que lleva el nombre de Concentracion de la Medida para los amigos:

Si una funcién f depende de forma razonablemente continua de un
gran numero de variables pequenas, entonces f(x) esta casi siempre
cerca de su valor esperado.

El primero en darse plenamente cuenta de la importancia de la concentracion
de la medida fue Vitali Milman en su demostraciéon revolucionaria [M] del
siguiente teorema de Dvoretzky [D].
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TEOREMA 2. Para todo entero positivo k y todo € > 0, existe n tal que to-
do espacio normado n-dimensional X tiene un subespacio k-dimensional con
distancia de Banach-Mazur de €5 a lo sumo 1+ e.

Esto equivale a decir que podemos hallar vectores x1,...,zp € X tales

que

1/2 1/2

k k k
D lal?) <> aw| <A+e){ Y lail
k=1 k=1 k=1

para toda sucesién de escalares aq,...,a;. Una manera mas geométrica (e
incluso més antiintuitiva) de formular el teorema es decir que todo cuerpo
convexo simétrico n-dimensional tiene una seccién central k-dimensional que
contiene un elipsoide k-dimensional B y que esta contenido en (1+¢€)B, y que
por lo tanto es casi elipsoidal él mismo.

La forma en que Milman abordé el problema fue elegir un subespacio k-
dimensional X al azar. Para ello hay que elegir una medida de probabilidad
adecuada, lo cual es posible usando un teorema de Fritz John. Este afirma
que existe una base z1,...,x, de X que no estd excesivamente lejos de ser
ortonormal, en el sentido de que

n n n
Z |ai|? < Zai%‘ <vn Z [k
k=1 k=1 k=1

para toda sucesion de escalares ai,...,a,. Tomamos entonces la medida na-
tural en la grassmaniana Gy, j respecto de esta base. (Esto es de hecho una
simplificacién excesiva, pero aqui no nos importan los detalles).

En el caso de los dos resultados mencionades antes es facil ver, a poste-
riori, que era razonable usar métodos aleatorios. Pero en este ejemplo nada
parece indicar que vayan a funcionar. Al fin y al cabo, uno podria pensar que
una seccion tipica de un cuerpo convexo irregular serda también irregular. Sin
embargo, si se estd familiarizado con la idea de concentracién de la medida, se
da cuenta de que la norma de un vector > ; a;z; depende de muchas varia-
bles a;. Como ademaés sélo estamos interesados en la razén entre esta norma
y la norma ¢, (21,2:1 la;|?)"/?, podemos suponer que ninguna de las a; varfa
demasiado. Por lo tanto, por concentracién de la medida, podemos esperar
que la razén entre la norma X y la norma /5 estd casi siempre muy cerca de su
valor esperado. Y en este momento la idea de secciones casi elipsoidales deja
de ser antiintuitiva.

El principal resultado que necesitamos para hacer preciso el argumento
anterior es la siguiente consecuencia de la desigualdad isoperimétrica de Lévy
en la esfera. Sea f: .S, — R una funcién con mediana M. Sea A C S, el
conjunto de los puntos x tales que f(x) < M. Entonces la probabilidad de
que un punto aleatorio de S, esté a distancia mayor que € de A es a lo sumo

/7/2exp(—e?n/2). Si cambiamos f por —f se demuestra también que casi

1/2 1/2
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todo y estd préximo a un punto x con f(x) > M. Sea ahora f(aq,...,a,) =

HZ'Z:1 ;i
estd préoximo a puntos z € A, resulta que f(y) no es mucho mayor que M.
Igualmente, para casi todo y, f(y) no es mucho menor que M.

El teorema de Dvoretzky, especialmente tal como lo demuestra Milman,
es un hito en la teorfa local (es decir, de dimensién finita) de los espacios
de Banach. Aunque compadezco al matematico que no sea capaz de ver su
atractivo intrinseco, este atractivo por si mismo no explica la enorme influencia
que ha tenido la demostracion, bastante mas alla de la teoria de los espacios
de Banach, por el hecho de habler inculcado la idea de concentraciéon de la
medida en la mente de muchos matematicos. Se ha publicado una cantidad
enorme de articulos que explotan esta idea o que proporcionan nuevas técnicas
para demostrar que puede aplicarse.

A continuacién menciono algunos otros principios generales, aunque la
lista podria ser mucho mas larga. No todos tienen la misma importancia vy,
como ya he dicho, no son enunciados precisos, pero todos ellos han resultado
muy utiles.

. Puesto que f es razonablemente continua y casi todo punto y

1. Es evidente que si los sucesos Ei,..., E, son independientes y tienen
probabilidad no nula, entonces con probabilidad no nula suceden todos
al mismo tiempo. De hecho, esto puede ser cierto, y util, incluso si la
dependencia entre ellos es muy limitada [EL,J].

2. Todos los grafos estdn formados basicamente a partir de unas pocas
piezas aleatorias y ademds sabemos cémo se comportan [Sze].

3. Si queremos contar soluciones de una ecuacion lineal dentro de un con-
junto dado, es suficiente, y a menudo mas facil, estimar los coeficientes
de Fourier de la funcién caracteristica del conjunto.

4. Muchas de las propiedades asociadas con grafos aleatorios son equiva-
lentes y, por lo tanto, pueden tomarse como definiciones razonables de
grafos seudoaleatorios [CGW,T].

5. El conjunto de todas las sucesiones de ceros y unos que son eventual-
mente cero es a veces un buen modelo de espacio de Banach separable,
o al menos nos permite generar hipotesis interesantes.

Lo importante de estos principios no es tanto que sean 1itiles, lo cual no es
especialmente sorprendente, sino que en combinatoria juegan el papel orga-
nizador que juegan los teoremas profundos de gran generalidad en areas mas
tedricas. Cuando intentamos comprender un resultado, se ahorra mucho tiem-
po si podemos reducirlo a dos o tres ideas principales. Una vez hecho esto, no
siempre es necesario llegar hasta el ultimo detalle. Si estamos familiarizados
con los principios generales y algunos ejemplos de cémo aplicarlos, sabemos
que si fuera necesario podriamos completar los detalles. Por ejemplo, mi ma-
nera de recordar la demostraciéon de Erdds de la cota inferior para R(k) es
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la siguiente: elegir una coloracién al azar y hacer los calculos evidentes. Otro
ejemplo es el siguiente notable resultado de Kashin. [K]

TEOREMA 3. Para todo entero positivo n existe una descomposicion ortogo-
nal de R®™ (respecto del producto escalar habitual) en dos subespacios n-
dimensionales X eY tal que para todo x € X UY la razon entre la norma £y
de x y la norma ls de x estd entre /2n Y \/%, para cierta constante absoluta
c>0.

Hay una prueba de Szarek [Sza] de este teorema que va asi (si se cono-
cen las ideas aproximadas correctas): un argumento sencillo sobre volimenes
muestra que casi nada de la bola unidad en ¢} estd contenido en las esquinas
(una palabra imprecisa que se refiere a las partes donde la razén entre la norma
{1 y lanorma /5 es pequena), con lo cual es facil probar que una descomposcién
aleatoria funciona.

El siguiente teorema de Roth [R] es un tercer ejemplo.

TEOREMA 4. Para todo § > 0 existe N tal que todo subconjunto de{1,2,..., N}
de tamano al menos ON (es decir, con densidad al menos §) contiene una pro-
gresion aritmética de longitud tres.

Las demostraciéon condensada es la siguiente. Pasamos a estudiar un sub-
conjunto A C Z/NZ y consideramos los coeficientes de Fourier de la funcién

caracteristica de A. Si éstos son pequefios (lejos de A(0)), entonces A es esen-
cialmente aleatorio, de modo que abundan las progresiones de longitud tres.
Si no es asi, existe un coeficiente grande que nos permite pasar a una subpro-
gresién de {1,2,..., N} donde A tiene densidad mayor.

Dejenme resumir lo que he dicho hasta ahora. He intentado rebatir la idea
de que la combinatoria tiene poca estructura y consiste tan sélo en un gran
numero de problemas. Aunque la estructura es menos aparente que en otras
areas, existe en forma de enunciados generales imprecisos que nos permiten
condensar las demostraciones mentalmente y, por lo tanto, resultan més faciles
de recordar y de transmitir a los demas.

Sin embargo, la combinatoria es objeto de otras criticas. Una que he es-
cuchado es que el area no tiene direccion u objectivos de tipo general. Otra es
que el area no es especialmente profunda. Una tercera es que no tiene conexio-
nes interesantes con otras partes de las matemaéticas (con el “nicleo central”
de las matemaéticas). Una cuarta es que muchos de los resultados no tienen
aplicaciones.

Estas criticas pueden rebatirse de manera parecida. Consideremos en pri-
mer lugar la idea de que la combinatoria no tiene objetivos generales. Cito de
nuevo la entrevista con Atiyah [Al]:

Pensaba mas en la tendencia actual de la gente a desarrollar areas
enteras de las matematicas por si mismas, de manera més bien
abstracta. Se dedican simplemente a mariposear. Si se les pregunta
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que persiguen con ello, cudl es la relevancia, con qué se relaciona,
veremos que no lo saben.

Atiyah no se referia en especial a la combinatoria, pero lo que dice es algo
bésico, y es tan importante para los combinatorialistas como para cualquier
otro demostrar que hacen algo méas que mariposear.

Algunas ramas de las matematicas estan dominadas por unos pocos pro-
blemas cuya importancia nadie discute. Muchos resultados pueden justificarse
diciendo que ayudan a comprender, aunque sea solo un poco, la hipotesis de
Riemann, la conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer, la conjetura de geometri-
zacion de Thurston, la conjectura de Novikov o algo por el estilo. Otras ramas
de las matematicas son atractivas por la abundancia de fenémenos misteriosos
que exigen una explicacion. Pueden ser coincidencias numéricas asombrosas
que sugieren una relacién profunda entre dreas que aparentemente no tienen
nada que ver, argumentos que demuestran resultados interesantes por fuerza
bruta y que por lo tanto no son satisfactorios, demostraciones que parecen
depender de una serie de accidentes afortunados o de argumentos heuristicos
que funcionan pero que es dificil hacerlos rigurosos.

Seria dificil probar que la combinatoria tiene muchos objetivos generales
como los que menciondbamos (una excepcién podria ser el problema P =
NP). Sin embargo, al igual que con frecuencia la verdadera importancia de
un resultado en combinatoria no es el resultado en si mismo, sino algo menos
explicito que aprendemos con la demostracion, también los objetivos generales
de la combinatoria no siempre se enuncian explicitamente. Para ilustrar esta
cuestion, dejenme volver al teorema de Ramsey y a las cotas para la funcion
R(k). A pesar de la simplicidad de los argumentos que he dado antes, casi nos
dan las mejores cotas conocidas. Mas en concreto, el siguiente problema sigue
abierto.

PROBLEMA 1. (i) ;Eziste una constante a > /2 tal que R(k) > a* para todo
k suficientemente grande. (i) Eviste una constante b < 4 tal que R(k) < b*
para todo k suficientemente grande?

Para mi, éste es uno de los problemas centrales de la combinatoria y
he dedicado muchos meses de mi vida intentando resolverlo sin éxito. Y al
mismo tiempo casi me da apuro escribir esto, pues soy consciente de que
muchos matematicos considerarian la pregunta mas como un puzzle que como
un problema matematico serio.

Si este problema me importa tanto es porque estoy convencido (como
muchos otros que lo han intentado) de que es muy improbable que pueda re-
solverse con un argumento ingenioso ad hoc adaptado sélo a este problema.
(De hecho, me refiero sobre todo a la cota inferior para R(k)). Siendo un poco
vagos, la demostracién de que R(k) < 4% tiene un cardcter local, en el sentido
de que descarta la mayor parte del grafo y se concentra en entornos pequenos
de unos pocos vértices. Una cota mejor parece exigir un argumento mas global
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que involucre a todo el grafo y el modelo adecuado para tal argumento, sim-
plemente no existe en teoria de grafos. En consecuencia, es mas que probable
que una solucién al problema aporte una nueva técnica fundamental.

Uno de los aspectos frustrantes del problema es que, mientras que los
métodos probabilistas no dan una cota significativamente mejor que 2+/2,
parece como si no fuera posible mejorar la cota inferior con otros métodos
(por ejemplo, partir los vértices en cinco clases y hacer que la probabilidad
de que una arista sea roja varie segin que la arista esté dentro de una clase o
conecte dos clases distintas). Sin embargo, si uno trata de seguir esta linea de
razonamiento, se queda estancado con el analisis de todo tipo de grafos dife-
rentes. Ninguno de ellos es insalvable en si mismo, pero es dificil perseguirlos
todos simultdneamente. Esto me llevo a fantasear con que podria existir una
especie de clasificacién de coloraciones rojo-azul (o, lo que es lo mismo, de
grafos) que nos permitiria resolver el problema comprobando que para cada
clase la cota serfa inferior a, digamos, (3.99)%.

La idea de clasificar grafos suena extrana al principio, asi que permitanme
enunciar un resultado que ha sido utilizado una y otra vez. En primer lugar,
hemos de definir el concepto de seudoaleatoriedad. Sea GG un grafo y sean A
y B conjuntos disjuntos de vértices de G. Decimos que el par (A, B) es e
uniforme si existe un nimero real o > 0 tal que, si A C Ay B’ C B son
conjuntos de cardinalidad al menos €| A| y €| B|, respectivamente, el nimero de
aristas que unen A’ y B’ difiere de a|A’||B’| en, como mucho, €|A’||B’|. Si € es
pequeno, esto significa que el grafo bipartito formado por las aristas entre A
y B se parece a un grafo aleatorio en el que la probabilidad de una arista es
igual a a.

El siguiente resultado es debido a Szemerédi [Sze| y se conoce como lema
de uniformidad, o lema de regularidad.

TEOREMA 5. Sea G un grafo, € > 0 y k un entero positivo. Existe una constante
K, que depende solo de k y de ¢, tal que se pueden partir los vértices de G en
m conjuntos Ay, ..., Am, con k < m < K, tales que al menos (1 — ¢) (7;) de
los pares (A;, Aj) (con i < j) son e-uniformes.

El lector atento habra notado que esto es una formulacién precisa del
principio general (ii) mencionado anteriormente (sin embargo, no todos estos
principios pueden hacerse tan precisos).

Aunque el lema de uniformidad de Szemerédi es la herramienta ideal para
muchos problemas, desgraciadamente hay muchos otros, como hallar mejores
cotas en el teorema de Ramsey, para los que no nos dice nada. Por lo tanto, uno
de los objetivos de la teoria de grafos es hallar clasificaciones mas detalladas y
més refinadas. Otro objetivo, en cierto modo opuesto, es hallar la manera de
prescindir del lema de uniformidad de Szemerédi. Un progreso significativo en
cualquiera de estos objetivos tendria un impacto correspondiente en la teoria
de grafos. (Esto es casi una tautologia, ya que una buena medida del progreso
es ver si nos permite resolver problemas interesantes).
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En general, a medida que ganamos experiencia en resolver problemas en
un area como la combinatoria, nos damos cuenta de que hay dificultades que
se repiten. Quizéd no sea posible expresar estas dificultades en forma de una
conjectura enunciada con precisién, asi que nos centramos en un problema
particular en el que estas dificultades intervienen. El problema cobra entonces
una importancia que va mas alld de decidir simplemente si la respuesta al
problema es si o es no. Esto explica por qué tantos problemas de Erdos tienen
profundidades ocultas.

i, Qué hay acerca de la critica segin la cual la combinatoria es un area
poco profunda? Una de las grandes satisfacciones de las matematicas es,
como afirma el dicho, subirnos a las espaldas de los gigantes para alcanzar
cimas inimaginables para las generaciones anteriores. Sin embargo, la mayoria
de los articulos de combinatoria son autocontenidos, o bien requieren como
mucho una pequena cantidad de conocimientos previos por parte del lector.
Compadrese esta situacion con un teorema de teoria algebraica de nimeros,
cuya comprension puede llevarnos anos si uno empieza con los conocimientos
de un curso tipico de licenciatura.

Esta critica refleja las distintas prioriades de los que construyen teorias y
de los que resuelven problemas. Quien construye teorias tiende a decir que el
teorema A es profundo porque usa el teorema B que usa el teorema C, etc.,
y cada uno de ellos, a su vez, fue un resultado significativo. Quien resuelve
problemas puede no tener una larga cadena de dependencias logicas de este
tipo. Sin embargo, si consideramos un tipo de dependencia mas apropiado, el
cuadro cambia. Se dara con frecuencia el caso de que, aunque no exista una
dependencia formal entre dos resultados, habria resultado imposible probar
uno de ellos sin tener presentes los principios generales introducidos en la
soluciéon del otro. Las cadenas de este tipo de dependencia pueden ser bastante
largas, asi que también los combinatorialistas pueden tener la satisfaccion de
resolver problemas que no estaban al alcance de la generacién anterior. De
esta forma, uno siente que el area avanza globalmente.

Hasta ahora, todos mis argumentos se han referido a la combinatoria. He
intentado mostrar que el area tiene una coherencia y un sentido de avance
que no son evidentes para un extrano pero que aun asi son importantes. Sin
embargo, no he dicho nada sobre como las matematicas en general pueden be-
neficiarse del progreso en combinatoria. Consideremos de nuevo lo que Atiyah
tiene que decir en estas cuestiones [A3, §6].

... la justificacién dltima para hacer mateméticas esta relacionada
intimamente con su unidad. Si aceptamos que, por consideraciones
puramente de utilidad, las matemaéticas se justifican por algunas de
sus aplicaciones, entonces la matematica en su conjunto queda jus-
tificada siempre que se mantenga como un todo conexo. Cualquier
parte que se aleje del cuerpo principal necesita una justificacién
mas directa.
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LEn qué lugar queda la combinatoria si aceptamos la necesidad de una justi-
ficacién de este tipo? Una observacién evidente es que la combinatoria puede
justificarse directamente, debido a su intima conexién con la informatica, a la
que nadie discute su utilidad. (Curiosamente, cuando el comité de programa
del Congreso Internacional de Matematicos de 1998 enumerd las conexiones
entre los diversos apartados, no se dio cuenta de ésa). En lo tocante a las
conexiones con otras areas, existen aplicaciones de la combinatoria a la proba-
bilidad, teoria de conjuntos, criptografia, teoria de la comunicacion, geometria
de espacios de Banach, andalisis armdnico, teoria de nimeros..., la lista es larga.
Sin embargo, mientras escribo, soy consciente de que muchas de estas aplica-
ciones no impresionaran, por ejemplo, a un geémetra diferencial, que las vera
como algo que pertenece a esa parte foranea de las matematicas que puede
descartarse tranquilamente. Incluso las aplicaciones a la teoria de niimeros son
al “tipo equivocado” de teoria de ntimeros.

Quiza sea util considerar las diferentes formas en que una rama de las
matematicas puede beneficiar a otra. Aqui tienen una lista, ordenada (pero no
exhaustiva), de como el drea A puede ayudar al drea B.

(i) Un teorema de A tiene una consecuencia inmediata y ttil en B.

(ii) Un teorema de A tiene una consecuencia en B, pero lleva algin trabajo
probarlo.

(iii) Un teorema de A se parece lo bastante a una pregunta de B para per-

mitirnos imitar o adaptar la prueba de A y responder la pregunta de
B.

(iv) Resolver un problema en A nos lleva a desarrollar herramientas en B que
tienen interés por si mismas.

(v) El érea B contiene definiciones que se parecen a las del drea A. (Para dar
un ejemplo: a veces queremos definir un concepto de independencia que
se comporta en algunos aspectos, pero no en todos, como la independen-
cia lineal en espacios vectoriales). Entonces el drea A sugiere maneras
fructiferas de organizar y abordar resultados y problemas de B.

(vi) Al ganar experiencia en el drea A, se adquieren ciertos hébitos de pen-
samiento que nos permiten hacer contribuciones importantes en el area

B.

(vii) El drea A estd lo suficientemente cerca en espiritu del drea B como para
que cualquiera que sea bueno en el area A es probable que lo sea en el
area B. Més atn, muchos matematicos contribuyen a las dos areas.

Las relaciones menos directas, como (iv)—(vii), son naturalmente menos
visibles. A pesar de todo, no hay que subestimar su contribucién a la in-
terconectividad de las matemadticas. Este es un sentimiento particularmente
intenso después de trabajar varios anos en la geometria de los espacios de
Banach. El motivo inicial para trabajar en este area fue simplemente que me
fascinaban resultados como el teorema de Dvoretzky. Después descubri que el
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area que habia elegido era fuertemente criticada por haberse liberado de sus
raices clasicas de las ecuaciones diferenciales y haber perdido, asi, su proposito.
Estarfa de acuerdo en que no hay muchas conexiones del tipo (i) o (ii) entre
la teoria de espacios de Banach pura y otras dreas, aunque hay algunas ideas
profundas que muchos piensan que deberian explotarse mas. Pero en cuanto
consideramos conexiones mas flexibles, las hallamos en abundancia. La uti-
lizacién de la concentracién de la medida proporciona un buen ejemplo de (iii)
(o de (iv), la clasificacién es un poco artificial). Por lo que respecta a (vi)
y (vii), puedo hablar desde mi propia experiencia, ya que recientemente he
trabajado en problemas que caen fuera de la teoria de espacios de Banach.
Aunque no haya aplicado resultados de espacios de Banach, mi experiencia en
este drea me ha permitido pensar en algunos problemas de un modo que de
otra manera no se me hubiera ocurrido. Y no soy el tinico: muchos mateméaticos
que han trabajado en espacios de Banach también han trabajado con éxito en
otras areas, tales como analisis armonico, ecuaciones en derivadas parciales,
C*-algebras, probabilidad y combinatoria.

Me parece que la inica manera de ignorar estas conexiones es pensar que
todas ellas son conexiones entre un area poco importante e interesante de las
matematicas y otra drea. Es dificil creer que alguien pueda tomar seriamente
una postura tan radical, que descarta una parte tan grande de la matematica
moderna, incluyendo muchos resultados que tienen aplicaciones directas. Sin
embargo, parece que éste es el caso, lo cual me retrotrae a la idea de que hay
dos culturas en la matematica pura. Probablemente es cierto que hay més
conexiones dentro de las areas de resolver problemas y construir teorias de las
que hay entre ellas, lo cual justifica la etiqueta “dos culturas”. (Debo decir
una vez mas que estas etiquetas no son mas que simplificaciones ttiles, y que
soy plenamente consciente de que mucha gente se siente atraida por lo que
he llamado construccién de teorias porque, en iltima instancia, les gustaria
contribuir a resolver ciertos problemas).

Si es cierto que las matematicas pueden dividirse en dos amplias cul-
turas sin demasiada comunicacién entre ellas, podemos ain preguntarnos si
tiene alguna importancia. En mi opinién, si la tiene. Un motivo es que esta
situacién tiene consecuencias practicas no deseables. Por ejemplo, puede ser
que matematicos de una cultura tomen decisiones que afectan las carreras
de matemadticos de la otra cultura. Estas decisiones, que en la mejor de las
circunstancias ya son dificiles de tomar con ecuanimidad, serdan todavia mas
dificiles si hay poca comprensién entre las dos culturas. (Personalmente no
tengo absolutamente ninguna queja, aunque mi carrera ha sido muy afortu-
nada). Un segundo efecto es que estudiantes de doctorado potenciales que
tienen una inclinacion natural hacia una de las culturas pueden sentir la pre-
sién para trabajar en un drea de la otra cultura y desperdiciar asi su talento.
Este peligro se acentiia en un departamento dominado por unos pocos temas
de investigacion.

Quiza estos efectos sean subproductos inevitables de la vida académica, en
todo caso no son la razén principal por la que urjo a mejorar la comunicacion



LA GACETA 385

a través de la gran falla. La peor consecuencia de esta falta de comunicacion
es que representa una gran oportunidad perdida. De vez en cuando he oido
a matematicos del lado teérico quejarse de un problema que ha sido atacado
con todos los medios conocidos, pero que contiene un ntucleo duro “esencial-
mente combinatorio”. Es una forma de decir que el problema es muy dificil,
pero, precisamente, dificil en el sentido exacto que atrae a los matematicos
con mentalidad de resolver problemas. Lamentablemente, también es dificil
llegar a entenderse incluso cuando uno puede apreciar la naturaleza esencial-
mente combinatoria del problema en cuestion. La situacién es idénea para la
colaboracion entre culturas, pero esta colaboracién requiere un mayor esfuer-
zo por parte de los que resuelven problemas en aprender un poco de teoria, y
mayor simpatia por parte de los tedricos hacia los matematicos que no saben
qué es la cohomologia. Esfuerzos que sin duda enriqueceran a las dos culturas
matematicas.

REFERENCIAS

[A1] M. F. Arivan, An interview with Michael Atiyah, Math. Intelligencer 6 (1984),
9-19.

[A2] M. F. Arivan, How research is carried out, Bull . M.A. 10 (1974), 232—4.

[A3] M. F. Arivan, Identiying progress in mathematics, ESF conference in Colmar,
C.U.P. (1985), 24-41.

[CGW] F. CHuNG, R. L. GRaHAM AND R. M. WiLsoN, Quasi-random graphs, Combi-
natorica 9 (1990), 345-362.

[D] A. DvoreTzKy, Some results on convex bodies and Banach spaces, Proc. Symp.
on Linear Spaces, Jerusalem 1961, 123-160.

[E] P.ErDpOs, Some remarks on the theory of graphs, Bull. A.M.S. 53 (1947), 292—4.

[EL] P. ErpOs AND L. LovAsz, Problems and results on 3-chromatic hypergraphs and
some related questions, en A. HAJNAL ET AL. EDS., Infinite and finite sets, North-
Holland, Amsterdam, 609-628.

[J] S. Janson, Poisson approximation for large deviations, Random Structures Al-
gorithms 1 (1990), 221-229.

[K] B. S. KasHIN, Sections of some finite dimensional sets and classes of smooth
functions, Isv. ANSSSR, ser. mat. 41 (1977), 334-351 (Russian).

[M] V.D. MiLman, A new proof of A. Dvoretzky’s theorem on cross-sections of convex
bodies. (Russian) Funct. Anal. Appl. 5 (1971), 28-37 (translated from Russian).

[Sza] S. J. Szarek, On Kashin’s almost Euclidean orthogonal decomposition of 1.
Bull. Acad. Polon. Sci. 26 (1978), 691-694.

[Sze] E. SzeMEREDI, Regular partitions of graphs, in Proc. Colloque Intern. CNRS,
J.-C. Bermon et al. eds, (1978), 399-401.



386 LAS DOS CULTURAS DE LAS MATEMATICAS

[R] K. RorH, On certain sets of integers, J. London Math. Soc. 28, (1953), 104-109.

[T] A.TaomasoN, Pseudo-random graphs, en M. KARONSKI, ED., Proceedings of Ran-
dom Graphs, Poznan 1985, Annals of Discrete Mathematics 33, 307-331.

W.T. Gowers

Rouse Ball Professor of Mathematics

Department of Pure Mathematics and Mathematical Statistics
University of Cambridge

Reino Unido

Correo-electronico: w.t.gowers@dpmms . cam. ac.uk

Traduccién de Marc Noy




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee575284e8e9ad88d2891cf76845370524d6253537030028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f0030028fd94e9b8bbe7f6e89816c425d4c51655b574f533002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c9069752865bc9ad854c18cea76845370524d521753703002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f300290194e9b8a2d5b9a89816c425d4c51655b57578b3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


