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1. LOS MODELOS GEOMETRICOS ALEMANES DEL SIGLO XIX

Profesores e investigadores en el area de la didéctica han buscado constantemente
maneras de mejorar la ensenanza de las matematicas. Investigaciones en Inglaterra,
Japon, China y los Estados Unidos apoyan la idea de que la ensenanza de las ma-
temdticas y la comprensién de los estudiantes es mas efectiva si se utiliza material
manipulativo ([6]).

El uso de modelos concretos matematicos e instrumentos dindmicos fue comin
en Europa durante los siglos XVII y XVIII ([9]), pero tuvo un nuevo impulso en
el siglo XIX. Encontramos un ejemplo, entre otros, en las escuelas politécnicas de
Alemania durante la segunda mitad del siglo XIX, donde se construyeron modelos
matematicos para facilitar la visualizacién de objetos geométricos.

El periodo de construccién de modelos en Alemania comenzé alrededor de 1870,
cuando Ludwig Brill, hermano del matemético Alexander von Brill, comenzo a re-
producir y vender copias de algunos modelos mateméaticos. En 1880 se fund6 una
compania con el nombre de L. Brill para la produccién de modelos, que se establecié
en Darmstadt, y se traslad6 a Halle a. d. Saale en 1899 bajo el nombre de Martin
Schilling.

Para 1902 Martin Schilling habia producido 23 series de modelos, y su catdlogo de
1903 contiene 29 series con casi 300 modelos y aparatos. Estos modelos representan
objetos de geometria diferencial, superficies algebraicas o instrumentos para la fisica.
Es el primer catalogo considerado como una publicacién cientifica porque contiene
una segunda parte que aporta datos matematicos de cada pieza. Se presenta diciendo:

En esta segunda parte se destacan las caracteristicas de los modelos rela-
cionados de las distintas series y esta destinado principalmente a ayudar
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Figura 1: Paginas del catdlogo de Schilling (1903).

al experto en la busqueda de los modelos adecuados para sus clases. Esta
parte es, pues, interesante también para el estudio de los matemdticos
que deseen entrar en la comprension de los diversos grupos de modelos.!

La tltima frase de la resena [15] de este catalogo realizada por el profesor Virgil

Snyder de la Universidad de Cornell, publicada en 1904 en el Bulletin de la AMS,
es:

Hacer modelos no es solo un arte, sino también una disciplina importan-
te.?

En el catdlogo de 1911, con la empresa trabajando en Leipzig, se describen 40
series de casi 400 modelos y aparatos. También este catdlogo ([13]) contiene una
segunda parte donde los modelos aparecen con una breve explicacion matematica

1Der zweite Teil enthilt eine systematische Anordnung der Modelle und gewdhrt somit einen
Uberblick iiber das in den einzelnen mathematischen und physikalischen Wissenszweigen Gebotene.
Er hebt die charakteristischen Merkmale der verwandten Modelle aus den verschiedenen Serien
hervor und soll vornehmlich dem Fachmanne die Aufgabe erleichtern, die fiir seine speciellen Zwecke
gewtlinschten, insbesondere die fiir die einzelnen Vorlesungen geeigneten Modelle aufzufinden. Dieser
Teil eignet sich also vorzugsweise auch zum Studium fiir solche Mathematiker, die in das Verstdndnis
der einzelnen Modellgruppen eindringen wollen.

2Model-making is not only a fine art but an important discipline.
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y en ocasiones acompaiados de un dibujo, como en el catdlogo de 1903 (véase la
figura 1).

Muchos de los modelos originales fueron construidos en el Instituto de Mate-
maticas de la Real Universidad Técnica de Munich bajo la direccién de Felix Klein
(1849-1925) y de Alexander von Brill (1942-1935). Los dos eran profesores de cursos
avanzados de matemaéticas e instaban a sus alumnos a disenar y construir mode-
los. Por ejemplo, la serie VII de la coleccién de Schilling contiene algunos modelos
de superficies ctbicas con singularidades aisladas, presentados por el estudiante de
F. Klein, Carl Rodenberg, junto con su tesis en 1878 ([11]). Los 18 modelos de la
serie 1T fueros disenados por R. Diesel, estudiante de A. Brill.

Los modelos tenian una finalidad didactica, como se aprecia en la figura 2 que
muestra el anuncio («Models for the Higher Mathematical Instruction») publicado
en American Journal of Mathematics en 1890.

Models for the Higher Mathematical Instruction

PUBLISHED BY L. BRILL IN DARMSTADT (GERMANY).

MODELS

Of Plaster, constructed of Silk Threads
in Brass Frames. of Wire,
Sheet-Brass, etc.

16 SERIES.

The models of seven of those series are constructed after the originals in the Mathemati-
cal Institute of the Royal Polytechnicum in Munich, under the direction of Prof. Dr. BrILy,
Prof. Dr. KLEIN and Prof. Dr. Dyck. Other series of Prof. Dr. KuMMER in Berlin, Prof.
Dr. Neovius in Helsingfors, Prof. Dr. RoDENBERG in Hannover, Prof. Dr. ROHN in Dresden,
Dr. ScHLEGEL in Hagen, Prof. Dr. WIENER in Karlsruhe, Privat-Docent Dr. WIENER in
Halle, ete.

Excepting two series, all the models can be obtained separately. An explanatory text
accompanies most of them. The prices are exclusive of packing and transportation.

Prospectus furnished, if desired, gratis and postpaid. Of the whole 217 numbers of the
collection, 158 are of plaster, 19 are constructed of silk threads, 40 of wire, ete. They refer
to almost all the departments of mathematical knowledge: synthetical and analytical
geometry, theory of curvature, mathematical physics, theory of functions, ete.

Figura 2: Anuncio publicado en American Journal of Mathematics en 1890.

Fueron utilizados en docencia para «reducir ... la dificultad del estudio de las
matemdaticas ... y la excesiva abstraccion de la formacion universitariay, F. Klein
[8]. En la fotografia de la figura 3, se observa cémo el profesor Van Dantzig, durante
una de sus clases en la Escuela Politécnica de Delft, muestra dos modelos de cuerda.
Uno de ellos pertenece a la serie IV de la coleccién de Schilling y representa un
paraboloide hiperbdlico, cuya ecuacién esté escrita en la pizarra.

Existen colecciones de modelos geométricos del catdlogo de Schilling en universi-
dades y museos repartidos por todo el mundo: Alemania, Estados Unidos, Holanda,
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Figura 3: El profesor Dantzig utilizando modelos.

Inglaterra, Italia, Francia, Japon, pero no tenemos noticia de que existan actual-
mente en Espana mas colecciones que la conservada en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Zaragoza, a la que dedicamos este articulo (aunque hay constancia
de que existi6 otra al menos en la Universidad Central, [2, pagina 134]). El interés
por estudiar, catalogar y exhibir estas colecciones es bastante reciente.

La visita a Zaragoza de la exposicion RSME-Imaginary fue una excusa perfec-
ta para catalogar, restaurar y exhibir los modelos geométricos antiguos que acom-
panaban «desde siempre», como decoracién olvidada en algunos despachos (figu-
ra 4), a los profesores de la Universidad de Zaragoza. Uno de los autores de este
articulo, Irene Polo, realiz6, como parte de su tesis doctoral [10], un inventario
completo de la coleccion de modelos de la Universidad de Groningen en Holanda
(http://www.math.rug.nl/models) que ha permitido identificar la mayoria de las
piezas.

2. HISTORIA DE LOS MODELOS EN ZARAGOZA

Los propios modelos nos proporcionan la principal informacién sobre cémo llega-
ron a la Facultad de Ciencias, pues algunos de ellos todavia conservan bajo su peana
una envejecida etiqueta en papel en la que se lee «Donado a la Facultad de Ciencias
de Zaragoza por el Profesor D. Zoel G. de Galdeano».

Don Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas (Pamplona, 1846 — Zaragoza, 1924) fue
profesor en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza durante 30 anos.
Escribié mas de 190 trabajos entre libros, articulos, conferencias y resenas. Durante
las dos tltimas décadas del siglo XIX y primera del XX, la intensa actividad de
Garcia de Galdeano se centr6 en dar a conocer a la comunidad matematica espafiola
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Figura 4: Coleccién de modelos de Zaragoza.

las principales teorias de la matematica de la época en algebra, geometria y andlisis
matematico. Fundé y financié de su bolsillo la primera revista matematica espanola,
El progreso matemdtico. En la ultima etapa de su trayectoria profesional acentud
sus contribuciones a temas de ensefianza de las matematicas y de representacién en
sociedades cientificas, siendo presidente de la RSME (1916-1924) y presidente fun-
dador de la Academia de Ciencias de Zaragoza (1916-1922). También fue el primer
matematico espafiol contemporaneo que participé asiduamente en congresos inter-
nacionales y en organismos directivos de la comunidad matemadtica internacional,
[1, 7].

Garcia de Galdeano conocia de primera mano el programa pedagdgico de Felix
Klein. El mismo redacta, para El progreso matemdtico, [3], la crémica de la confe-
rencia de Klein en el congreso franco-aleman de Dusseldorf de 1898 en la que éste
expresaba ... la ensenanza matemdtica, debe tener en cuenta el desarrollo histori-
co de la ciencia...; en vez de comenzar por nociones abstractas ... debe tener un
cardcter concreto y despertar de una manera tangible la concepcion de las cosas. La
Geometria debe preceder al Algebra.

D. Zoel compartia intensamente esta visién defendiendo la necesidad de que
la intuicién empirica, la percepcién, la imaginacién debian ser protagonistas de la
primera fase de la ensenanza toda vez que no se puede generalizar, abstraer, inducir
ni deducir si no hay elementos para estas superiores funciones de la inteligencia, [4].
Podemos por tanto adivinar las razones ideoldgicas de su interés en los modelos
geométricos de F. Klein.
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Figura 5: Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas.

Encontramos un dato més concreto de este interés en su discurso de inaugura-
ci6n del curso académico 1895-96, [5], donde, hablando de los modernos avances
en geometria, se expresa diciendo ... Terminaremos esta nota, citando los notables
modelos en yeso, que posee el Establecimiento del senor Brill en Darmstadt, que
representan las superficies de curvatura constante positiva y negativa... Varios de
esos ejemplares forman parte de la coleccion zaragozana.

La busqueda de datos sobre los modelos, y en particular sobre su donacién, nos
ha permitido dibujar aspectos inéditos de los 6 tltimos anos de la vida de D. Zoel.
Su jubilacién, de manera forzosa segtn el R.D. de 4-5-1918, tuvo lugar el 20 de sep-
tiembre de 1918 a los 72 anos, hecho que fue recogido en la prensa regional (Diario
de Huesca, 21-9-1918). La Facultad de Ciencias acord6 inmediatamente la realiza-
cién de un homenaje en reconocimiento a su labor, que hubo de ser retrasado por la
gripe espafiola: «el acto proyectado en honor del Dr. Galdeano lo realizara la Univer-
sidad una vez que cesen las anormalidades presentes a causa del estado sanitario»
(Actas, 19-10-1918). Durante los siguientes afios Don Zoel siguié participando en
las actividades y juntas de la Facultad aunque de forma cada vez menos frecuente,
posiblemente condicionado por sus problemas de salud.

En 1921 D. Zoel otorga testamento. Es notorio el contraste entre los detalles con
los que describe el legado a la Facultad de Ciencias y su total ausencia para el resto.
A aquélla lega todas las obras de que soy autor, manuscritos cientificos y cuantos
libros constituyan mi biblioteca. Y los seis cuadros pintados al 6leo que poseo... y
una acuarela. Estos seis cuadros y la acuarela queda erpresamente autorizada la
Facultad legataria para venderlos si lo juzga conveniente y para invertir el precio
que obtenga en las necesidades de la misma Facultad... Y el capital efectivo que
sea necesario al tiempo de mi muerte para producir una renta liguida anual de mil
quinientas pesetas, que se destinard a saber: Quinientas pesetas a un premio anual
para un alumno brillante de la Facultad de Ciencias Frxactas o Fisicas, previo un
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ligero ejercicio ante cinco profesores de dicha Facultad. .. Y las mil pesetas restantes
anuales para fomento de la biblioteca de la Facultad de Ciencias de Zaragoza.

La Universidad de Zaragoza advirtié al Ministerio de Instrucciéon Publica de las
dificultades para llevar a cabo la aceptacién de la herencia pues, dado lo inusual
de la situacién, existia un vacio legal. El Directorio Militar, presidido por Miguel
Primo de Rivera, a la vista de la importancia del legado de Galdeano se propuso
resolver el tema emitiendo un Real Decreto (R.D. de 9 junio de 1924) por el que «las
Universidades y las Facultades disfrutaran de personalidad juridica para adquirir
bienes, para poseerlos, vy para administrarlos». Ese fue el comienzo de un vasto
proceso legal que no tuvo feliz conclusion para la Facultad nada menos que hasta
1929.

La dltima vez en que D. Zoel acudirfa a una Junta de su querida Facultad fue el
25 de septiembre de 1923. El motivo de su asistencia fue comunicar formalmente «la
cesion ... de su magnifica biblioteca» formada por aproximadamente 3000 libros, el
mayor tesoro de D. Zoel.

Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas fallecié el viernes dia 28 de marzo de 1924
a las nueve y treinta de la manana en la clinica de la Facultad de Medicina a
consecuencia de una hemorragia encefdlica. Al dia siguiente la noticia fue recogida
por la prensa local (Heraldo de Aragén) y nacional (ABC, La Vanguardia).

El obituario del Heraldo, escrito por un companero de la Facultad, finaliza ex-
presando que «Sus tnicos amores fueron la Matematica, la Musica y su querida
Facultad de Ciencias, a la que hace ya algunos meses cedié su valiosisima biblioteca,
seguramente la mejor biblioteca cientifica de Espanay. Para ejemplo de cientificos de
todas las generaciones quedan las lapidarias frases de su Hoja de Méritos y Servicios:
Me he gastado prozimamente 7000 duros en mi Biblioteca Matemdtica ... 7000 en
mis publicaciones de propaganda. Y vivo con privaciones que otros no tienen, cuando
el salario anual de un Catedratico de Universidad no superaba los mil duros, [7].

Garcia de Galdeano sigue ligado actualmente a la Facultad de Ciencias y llevan
su nombre el premio de licenciatura, el seminario de investigacién, la hemeroteca y su
magnifica biblioteca y, finalmente, la coleccién de modelos mateméticos geométricos.

3. LA COLECCION

La coleccion actual consta de 35 modelos de escayola, que podemos dividir en
cuatro bloques:

= 11 modelos de la serie VII.

= 9 modelos de la serie XIV que corresponden a un total de seis funciones com-
plejas.

» 5 modelos de superficies diferenciables de curvatura constante (tres de curva-
tura negativa y dos de curvatura positiva).

= 10 modelos de varias series, incluyendo la superficie de Kummer, el paraboloide,
el hiperboloide, el elipsoide, una ciclida, cuatro curvas espaciales dibujadas en
cilindros elipticos, hiperbélicos y parabdlicos, y un modelo correspondiente a
un cristal 6ptico con birrefringencia positiva.
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Figura 6: Exhibicién de la coleccién durante septiembre 2011.

Describimos a continuacion algunos detalles, histéricos y matematicos, de los tres
primeros bloques.

3.1. LoOS MODELOS DE LA SERIE VII

La serie VII del catdlogo de Schilling, que consta de 27 modelos, estd dedicada a
superficies algebraicas de orden 3, aunque contiene también algunas de orden supe-
rior pero relacionadas con ellas. Es fruto del trabajo de Carl Rodenberg, estudiante
de Felix Klein.

Los modelos 1-23 son superficies algebraicas reales de orden 3, llamadas por ese
motivo superficies ctibicas. Es decir, el conjunto de puntos del espacio R? que son
solucién de una ecuaciéon

p(z,y,2) =0,

donde p(z,y, z) es un polinomio de grado 3.

Una superficie ciibica es suave si no contiene singularidades, es decir, si tiene un
plano tangente bien definido en cada uno de sus puntos. En 1849 Arthur Cayley y
George Salmon probaron que toda superficie ciibica suave contiene 27 rectas sobre
los nimeros complejos, pero el nimero de rectas sobre los reales puede ser inferior.
A. Clebsch (1871) y F. Klein (1873) estudiaron una ctibica que contiene las 27 rectas
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reales. Se conoce como superficie de Clebsch y es el primer modelo de esta serie. Una
de sus posibles ecuaciones en R? es

PP+ 41— (e 4y+2+1)7°=0.

El mismo Clebsch mandé6 construir en 1872 un modelo de escayola de la superficie
mencionada anteriormente (figura 7, izquierda) ilustrando las 27 rectas (ndtese que,
al ser las 27 reales, estas pueden ser representadas en un modelo). En la misma
figura 7 (centro) esta el dibujo de este modelo contenido en el catalogo [13]. El
escultor C. Ramirez, que construyé también un modelo de dicha superficie en 2005
para la Universidad de Groningen, es el autor de la escultura de la figura 7 (derecha),
que corresponde a una cubica de Clebsch.

Figura 7: Cubica de Clebsch: Modelo de 1872, dibujo en el catélogo, y escultura de
C. Ramirez.

En los modelos de la cibica de Clebsch se pueden apreciar tres tuneles, agujeros o
«pasajes» (como se denominaban en la literatura cldsica). Ademés, hay otros cuatro
tuneles que aparecen en el modelo rellenos de escayola, pero que se pueden apreciar
en otras representaciones de la superficie. Klein trabaj6 en la obtencién de todos los
tipos de singularidades de las superficies ctibicas deformando o colapsando estos siete
ttineles de una superficie ciibica suave. En la coleccion de modelos de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Zaragoza no disponemos de este primer modelo, pero
tenemos 11 modelos de escayola de esta serie: 2, 16-25.

Los modelos 2, 16-19 (figura 8) tienen puntos singulares aislados de distinto tipo.
(El modelo 2 estd incompleto a falta de una pieza central.) Proponemos un ejercicio
de imaginacién topolégica ideando el proceso de deformaciéon de la superficie de
Clebsch en cada uno de estos modelos citados.

Los modelos 20-23 (figura 9) son superficies regladas, formadas por rectas, con
singularidades no aisladas a lo largo de una recta (proyectiva). Se diferencian en el
subconjunto de puntos dobles ordinarios en la recta singular. En el modelo 20 toda
la recta singular es de puntos dobles, en el 21 solo un segmento finito, en el 22 toda la
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Figura 8: Modelos VII2, VII16, VII17, VII18 y VII19 de la coleccién de Zaragoza.

Figura 10: Modelos VII24a y VII25 de la coleccién de Zaragoza.

recta menos el punto del infinito, y en el 23 toda la recta es de puntos dobles menos
un punto finito. (El modelo 23 estd incompleto a falta de una esquina superior.)

Los modelos 24a-25 (figura 10) son superficies de orden 4, que son superficies
hessianas de las superficies 2 y 7 respectivamente. Ambos modelos estan incompletos,
porque han perdido una pieza en la parte superior central.

La superficie hessiana de una superficie S en el espacio proyectivo, definida por
un polinomio homogéneo

p(r1, 22,23, 24) = 0,

es la superficie definida por el determinante de la matriz hessiana de p.
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A modo de ejemplo mostramos el camino para obtener la ecuacién del modelo 24a,
hessiana del modelo 2. Una ecuacién del modelo 2, ctibica de Cayley, es

—622 + 5v62° — 6y% — 15v6xy% + 422 — 20v/32° = 0,
que en coordenadas homogéneas {1 = x, o = y,x3 = 2,24} €8
p(x1, T2, T3, 24) = —Gx%m + 5\/630? — 6x§m4 — 15\/61“1:3% + 4m§x4 — 20\/§x§ =0.

La matriz hessiana del polinomio p es la matriz 4x4 de las segundas derivadas

parciales
(9%p) )
H=|—+"— .
(wxiamj) ()

En nuestro caso su determinante, tras los correspondientes célculos y tras deshacer
el cambio {z1 = x,29 = y,x3 = 2,24 = 1}, es el polinomio de grado 4

1222 + 20V62° + 124% — 60v62y? — 60v/32%2 — 250v/22° 2 — 60v/3y%2
+ 750V 2zy% 2 — 2422 + 52522 2% + 5254222 + 40v/32% — 502*,
que define la superficie algebraica del modelo 24a. En la figura 11, los dibujos de la
ctibica de Cayley (VII 2) y su hessiana (VII 24a) han sido realizados con Mathe-

matica. Se puede observar la forma de las pequenas piezas que se han perdido en
nuestros modelos.

Figura 11: Modelos VII2 y VII24a.

3.2. LOS MODELOS DE LA SERIE XIV

La serie XIV del catdlogo de Schilling estd dedicada a 10 funciones complejas.
Los originales se hicieron en el Departamento de Matemaéticas de la Universidad
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Politécnica de Munich bajo la direccién del Profesor Dr. Walther von Dyck (1856—
1934), discipulo y asistente de Klein conocido principalmente por su contribucién a
la teoria de grupos, aunque también trabajé en teoria de funciones, topologia y teoria
de potencial. Los modelos de esta serie se pensaron para superar la dificultad que
supone imaginar el comportamiento de las funciones complejas en el entorno de los
puntos singulares, al menos de los mds importantes. En nuestra coleccién (figura 12)
tenemos modelos de escayola de seis de estas funciones:

No1l: w?2=22—-1|N°2 w?=2*-1 N°3: wt=22-1

N4 w= % Ne b w= %Eln Z_Z N2 6: 6w = el/62)

A fin de obtener una representacién espacial, se calcula la parte real y la parte
imaginaria de los valores de una funciéon tomando como coordenadas las de la variable
compleja. Esto crea dos superficies para cada funcién, que ofrecen una visualizacion
simultanea de sus valores. Las dos piezas de esta serie correspondientes a la misma
funcién tienen grabadas en el lateral las letras R o I, parte real o parte imaginaria
respectivamente. En todas las superficies se dibuja un sistema de lineas de nivel y
sus trayectorias ortogonales.

Figura 12: Modelos la y 1b, 2a y 2b, 4, 5a y 5b, y 6 de la serie XIV en la coleccién
de Zaragoza.

Los modelos 1, 2 y 3 ilustran el comportamiento en el entorno de puntos de
ramificacién. El modelo 4 es la funcién de Moebius mas sencilla: la funcién inversa.
Los cuatro casos fueron realizados por el estudiante de doctorado A. Wildbrett. Estos
casos tienen en comun que las superficies resultantes son superficies algebraicas de
orden 4, 8, 16 y 3 respectivamente. En los dos primeros casos existen dos esculturas
para cada funcién, puesto que las superficies algebraicas correspondientes a la parte
real y a la parte imaginaria son esencialmente diferentes. No sucede lo mismo para
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los modelos 3 y 4, en los que las ecuaciones de la parte real y la parte imaginaria
son analogas.

La figura 13 muestra la ilustracién en el catdlogo del modelo 3, una fotografia del
mismo modelo de la coleccién de Zaragoza y el dibujo de esta superficie de grado 16
en Mathematica. Parece que el modelo esta roto, aunque, dada la simetria de la
superficie, no se ha perdido informacién. Por otra parte, la desaparicion de la mitad
de la parte intermedia facilita la visién del resto.

p S
O B .
T LT,

Figura 13: Modelo 3 de la serie XIV: w* = 22 — 1.

A modo de ejemplo escribimos aqui los célculos en el caso mas sencillo, la funcién
inversa w = 1/z.

Si suponemos w = w + vi, z = = + yi, donde u, v, x, y son numeros reales,
entonces

utvi=1/(z4+yi) & (utvi)(x+yi) =1 ux —vy +uyi +ovxi —1=0.

Si en esta ecuacion separamos parte real y parte imaginaria se obtiene el siguiente
sistema de dos ecuaciones:

ur —ovy —1 =0,
uy +ve = 0.

Despejando en la segunda v = (—uy)/x y sustituyendo en la primera, se obtiene
ur — (—uy)/ry —1=0 < ua® +uy®> —z =0,

que es una ecuacién que liga la parte real u de la funcién w con z e y, por tanto una
superficie algebraica (de grado 3).
De manera andloga se obtiene la superficie correspondiente a la parte imaginaria

vz® + vy +y =0.

Se observa que, salvo el cambio z <+ —y, es la misma superficie. Por esa razén para
esta funcién solo existe un modelo de escayola que corresponde a la parte real (o a
la parte imaginaria, segiin como situemos los ejes x e y).
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El modelo 5 presenta el comportamiento de una funcién logaritmica, y fue rea-
lizado por el asistente H. Burkhardt y el estudiante de matematicas J. Kleiber. La
parte real es la funcién

1 <x2+y2—|—2x—|—1>

v 24+ 9y2 -2 +1

y la parte imaginaria es

1 ¢ 2y
v=——arctan | ————— | .
2 2492 -1

El modelo 6, realizado por el estudiante de matematicas J. Kleiber, presenta el
comportamiento de una funcién exponencial en el entorno de un punto singular. En
este caso existe una sola escultura que sirve para la parte real y la parte imaginaria,
que se diferencian en un signo y el cambio de un seno por un coseno de la misma
expresion:

u 1 € ( i ) COS ( y ) v 1 € ( v ) Ssen ( y )
= —ex = ——ex .
6 “P\622 1 642 622 + 642/ 6 “P\622 1 62 622 + 642

Hemos dibujado todos los modelos de la coleccién utilizando la tecnologia actual,
concretamente, en el programa Mathematica, y es de destacar la precisién, en todos
los casos, alcanzada en las figuras construidas en el siglo XIX, a pesar del grado de
algunas superficies algebraicas (16 en el modelo 4) o de la existencia de funciones
trascendentes.

3.3. LOS MODELOS DE CURVATURA CONSTANTE

En la coleccién tenemos modelos de superficies de curvatura constante (tres de
ellas de curvatura constante negativa y una de curvatura constante positiva) que,
aunque pertenecen a diversas series en el catalogo, forman un conjunto coherente y
digno de estudio.

Las de curvatura constante negativa fueron realizadas entre 1877 y 1880 bajo
la direccién de Alexander Brill (1842-1935), en el Instituto de Matemadticas de la
Universidad Técnica de Munich. En esa época la geometria hiperbdlica era un tema
todavia novedoso tras las publicaciones de Lobachevsky (1830) y Bolyai (1832). A
diferencia de los modelos del plano hiperbélico més usados en la actualidad (Poin-
caré y Klein) en que se utiliza una superficie que a nuestra vista es plana (disco o
un semiplano) dotada de una estructura riemanniana concreta, estos modelos son
superficies en el espacio con la geometria heredada de este. Podriamos decir que es
una realizacién material mas fiel. Con ella el alumno puede entender méas facilmen-
te la diferencia con la geometria euclidea. No hay que olvidar que los modelos se
hicieron principalmente con una orientacién didactica.

Serie I n.° 1: Superficie de rotacion de la tractriz. Modelada por el estudiante
de matematicas J. Bacharach bajo la direccién del profesor Dr. Brill en 1877.
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Figura 14: Modelos de curvatura constante negativa en la coleccion de Zaragoza:
11, 114 y V4.

Es la superficie de revoluciéon en torno al eje OZ de una tractriz situada en el
plano X Z. La tractriz es la curva cuya tangente en cada punto corta al eje OZ
(su asintota) a una distancia constante. Es la trayectoria que describe un objeto P
arrastrado por otro @ que se desplaza a lo largo del eje OZ manteniendo con él una
distancia constante.

En el modelo estdan dibujadas en azul algunas lineas geodésicas y en rojo una
asintota. En el catdlogo se recuerda que, como la torsién en cada punto de esta
asintota es la raiz cuadrada de la curvatura, esta torsién es la misma en todos los
puntos de esta curva espacial.

Serie Il n.° 4: Superficie de curvatura constante negativa (tipo eliptico). Mode-
lada también por el estudiante de mateméaticas J. Bacharach bajo la direccién del
profesor Dr. Brill en 1877.

Es la superficie de rotacién de la funcién seno hiperbdlico. Tiene dibujadas en
azul lineas geodésicas y una linea asintotica.

Serie V n.° 4: Superficie de tornillo definida por la tractriz. Modelada por
Dr. P. Vogel bajo la direcciéon del profesor Dr. Brill en el Instituto de Matemaéticas
de la Universidad Técnica de Munich en 1880.

Este helicoide generalizado estd generado por una curva plana que gira en torno
a un eje a la vez que avanza en la direccion del eje con velocidad constante. En este
caso la curva generatriz es la tractriz y el eje de revolucién su asintota. La superficie
tiene curvatura constante negativa.

Serie XVII n.° 3: Superficie de curvatura constante positiva con un sistema
de lineas de curvatura planas. Hoy en dia esta superficie se conoce como superfi-
cie de Sievert-Enneper y normalmente solo se dibuja una cuarta parte de lo que
exhibe nuestro modelo de escayola (figura 15). Fue calculada por Heinrich Sievert
en su tesis doctoral [14] realizada bajo la direccién de A. Enneper en Nurenberg.
Su construccién sigue un procedimiento ideado por Alfred Enneper para describir
una superficie mediante dos funciones paramétricas, procedimiento utilizado también
para construir superficies minimales.
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Figura 16: Dibujos de la superficie de Sievert-Enneper: completa, un cuarto y curva
u = constante.

Una parametrizacion de esta superficie, basada en [16], es

X =T COS (, ¢ = —4 + arctan(2 tanu),
— _ 2
Y = Tsenp, donde 0= “3eontoooa

zzmtan(%)%, r:%\/l—i—?)sen?usenv.
Si se consideran los valores de los pardmetros —5 < u < 7, 0 < v < 2 se obtiene solo
un cuarto de nuestro modelo. Se consigue todo cuando —27 < u < 27w, 0 < v < 2.
Aunque en el modelo no estd la parte de la superficie que rodea al eje OZ y tiende
a 00.

En la figura 16, en un cuadrante del modelo estan dibujadas algunas de las
dos familias de lineas de curvatura principales (méxima y minima) que coinciden
con las lineas paramétricas (v = constante o v = constante). Cada una de las
correspondientes a u = constante estd situada en un plano que pasa por el eje OZ;
son curvas planas, del tipo de una hoja de Descartes (folium de Descartes) que tiene
al eje OZ como asintota. Sin embargo la familia v = constante no consta de curvas
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planas. Esta superficie tiene curvatura constante positiva, es por tanto localmente
como una esfera, pero no es compacta. Cada cuarto se puede desarrollar sobre la
esfera de manera que las ramas infinitas se enrollan centradas en el ecuador, pero
este proceso no cubre toda la esfera.
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