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El pasado 21 de marzo, el presidente de la Academia Noruega de Ciencias y Le-
tras, Nils Christian Stenseth, anunci6 el ganador de la edicién 2012 del Premio Abel,
considerado la maxima distincién cientifica en matematicas y dotado con un millén
de ddlares. El galardén se ha otorgado al matematico hingaro Endre Szemerédi,
miembro del Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet de Budapest y profesor en la
Rutgers University en New Jersey, EEUU. La cita del premio dice:

Por sus contribuciones fundamentales a la matematica discreta y a las
ciencias de la computacion y en reconocimiento del profundo y duradero
impacto de estas contribuciones a la teoria aditiva de ntimeros y a la
teoria ergddica.

Quizas uno de los resultados mas célebres de Szemerédi sea el teorema que lleva
su nombre sobre la existencia de progresiones aritméticas en conjuntos de enteros de
densidad positiva. Pero la contribuciéon fundamental de Szemerédi consiste méas bien
en un original y peculiar modo de pensar las matematicas, que uno de los miembros
del comité del premio, Terence Tao [49], sintetizaba en los siguientes términos en el
ICM que se celebr6é en Madrid:

Un teorema famoso de Szemerédi afirma que todos los conjuntos de en-
teros con densidad superior positiva contienen progresiones aritméticas
arbitrariamente largas. Hay distintas demostraciones de este profundo
teorema, pero todas ellas estan basadas en una dicotomia fundamental
entre estructura y aleatoriedad, lo que a su vez conduce a la descompo-
sicién de cualquier objeto en una componente estructurada y una com-
ponente aleatoria.

Convertir este principio genérico en un instrumento eficaz capaz de hacer emerger
resultados precisos con sentido matematico es una de las contribuciones de la mente
irreqular de Szemerédi, cuyo valor para la historia de las matematicas y las ciencias
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Endre Szemerédi.

de la computacion ha sido objeto del maximo reconocimiento y ha unido su nombre
a la lista de los once destacadisimos matematicos que han recibido el Premio Abel
hasta ahora.

Endre Szemerédi es autor de mas de 200 articulos, la mayoria de los cuales han
tenido un impacto profundo en la investigacién matematica de los tltimos cincuenta
anos, y su ritmo de trabajo sigue manteniéndose, a sus 71 anos, en plena actividad.

En este articulo se pretende mostrar algunas de sus contribuciones mas signifi-
cativas. En primer lugar el mencionado Teorema de Szemerédi en la secciéon 1. La
demostracion de Szemerédi de este teorema sigue siendo considerada como uno de
los ejercicios méas sofisticados de razonamiento combinatorio hasta la fecha. Uno de
sus ingredientes, el denominado Lema de Regularidad, ha sido singularizado como un
potente instrumento que ha encontrado multiples aplicaciones y ha sido analizado
desde muy diversas perspectivas, algunas de las cuales se discuten en la seccién 2.
La seccién 3 trata una de las consecuencias del Lema de Regularidad, el denomi-
nado Lema de Eliminacion, que ha dado lugar a demostraciones mas sencillas del
teorema de Szemerédi y a extensiones del teorema a grupos finitos. Las aplicaciones
maés naturales del Lema de Regularidad se encuentran en la propia teorfa de grafos.
En la seccién 4 se discuten algunas contribuciones de Szemerédi en esta area. FEn
la seccién 5 se discuten algunas contribuciones adicionales de Szemerédi a la teoria
de niimeros. A continuacion, en la seccién 6 se trata una de las contribuciones mas
significativas de Szemerédi a la teoria de Ramsey: la determinacién de los nimeros
de Ramsey R(3,n). La ultima seccién 7 se dedica al aspecto biografico y humano de
Szemerédi.

En este articulo se omiten contribuciones sustanciales de Szemerédi a la infor-
matica tedrica, en particular aquellas relativas a técnicas innovadoras basadas en
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algoritmos aleatorios y su desaleatorizacion, iniciadas en el célebre articulo de Ajtai,
Komlés y Szemerédi [2] donde se describe un algoritmo rdpido paralelizado para el
problema bésico de ordenacién. En Gowers [19] se puede encontrar una breve des-
cripcion de estas contribuciones. Tampoco se tratan sus aportaciones a la geometria
discreta, que parten de otro célebre resultado, el teorema de Trotter-Szemerédi [45],
en el que se establecen cotas 6ptimas para el nimero de cruces entre rectas en el
plano, y que han derivado en numerosas aplicaciones. En particular al problema de
Erdos sobre el nimero de distancias distintas que pueden tener n puntos en el plano,
un problema que ha sido resuelto muy recientemente [22].

1. PROGRESIONES ARITMETICAS

En 1928, Gottingen se habia convertido en La Meca de la investigacion mate-
matica europea, atrayendo a muchos de los matematicos que marcarian la historia
de la primera mitad del siglo XX. Uno de los visitantes en el verano de 1928 fue el
joven van der Waerden, que conoci6 alli un problema de enunciado simple que estaba
resistiendo los esfuerzos de los matemdticos mas ilustres concentrados en el lugar:
se trataba de probar que, en cualquier particién finita de los enteros, alguna de las
partes contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Van der Waerden
consiguié demostrar el resultado que ahora lleva su nombre. El articulo de Ignasi
Mundet [34], publicado en 2011 en esta misma seccién, trata de forma exhaustiva
este resultado y sus derivaciones hasta la actualidad.

El teorema de van der Waerden es uno de los fundamentos de lo que se conoce
hoy como teoria de Ramsey aritmética. Esta denominacion se hace en relacion al
teorema de Ramsey, cuyo enunciado se puede resumir de forma imprecisa como
el hecho de que, para ciertas categorias de objetos, cualquier particién finita de un
objeto contiene una subestructura dada en una de sus partes. El teorema original que
da nombre a la teoria fue probado por otro peculiar matematico, Frank Plumpton
Ramsey, en 1930 (véase [7], por ejemplo, para una historia de esta teorfa). Pal Erdés
y Gyorgy Szekeres probaron un resultado analogo, de forma independiente, en 1935,
y de hecho el desarrollo de la teoria de Ramsey se debe en gran parte al empuje de
Erdés. No es de extranar que Erdés, fundamentalmente interesado en la teoria de
numeros, relacionara el teorema de van der Waerden con el cldsico problema de la
existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente largas en el conjunto de los
nimeros primos.

Como habia ocurrido en otros problemas aritméticos de caracter combinatorio,
Erdés enfocd el problema atendiendo més a propiedades cualitativas muy generales
que a las propiedades aritméticas intrinsecas de la sucesiéon en estudio. Como un
primer paso, Erdés y Turdn conjeturaron en 1936 que la existencia de progresiones
aritméticas de una longitud dada k en un conjunto de enteros estd asegurada sim-
plemente por razones de densidad: un conjunto de enteros con densidad superior
positiva debe contener una progresién aritmética de longitud dada k. La medida de
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la densidad de un conjunto A de enteros se refiere aqui a la densidad superior,
lim sup A0l nl ,
n— o0 n
es decir, al limite superior de la proporcién de elementos de A en intervalos de la
forma [1,n]. El teorema de van der Waerden es una consecuencia inmediata de esta
conjetura, ya que en cualquier particién finita de los enteros alguna de las partes
debe tener densidad superior positiva.

Veinte anos después de haber sido formulada, Klaus Roth obtuvo el primer re-
sultado positivo de la conjetura de Erdos-Turan para progresiones de longitud tres.
Roth usa una versién del método del circulo de Hardy y Littlewood junto con una
idea que sera utilizada mas tarde por Szemerédi: el resultado es trivialmente cierto
para conjuntos de enteros de densidad grande, proxima a uno, digamos. Se trata
entonces de analizar la densidad maxima para la que pudiera aparecer un posible
contraejemplo y llegar a contradiccién viendo que el conjunto debe tener entonces
densidad estrictamente mayor en alguna progresion aritmética larga. El uso del ana-
lisis de Fourier para obtener el resultado limitaba la aplicacién, al menos en aquel
momento, a progresiones aritméticas de longitud tres.

Szemerédi extendié primero el teorema de Roth a progresiones aritméticas de lon-
gitud 4, en 1969, utilizando métodos combinatorios. Seis afios més tarde, en 1975,
en una sesion abarrotada en el Colloque de Théorie de Graphes et Combinatoire en
Marseille y con el criptico titulo On certain sets of integers, Endre Szemerédi pre-
senté la demostracion de la conjetura de Erdds-Turan para progresiones aritméticas
de longitud arbitraria, lo que se conoce actualmente como teorema de Szemerédi.

TEOREMA 1 (Teorema de Szemerédi). Todo conjunto de enteros con densidad su-
perior positiva contiene infinitas progresiones aritméticas de longitud k para cada
entero k.

Erdds tenia la costumbre de ofrecer recompensas por los problemas que proponia,
cuyo valor daba una idea de su dificultad. Para la conjetura de Erdds-Turdan habia
ofrecido la muy respetable cantidad de 1000 $. Llegado el momento, sus dificultades
financieras le permitieron satisfacer solo la mitad de este importe, a pesar de lo cual
es la mayor cantidad que nunca llegé a tener que pagar por la solucién de uno de
sus problemas.

La demostracién de Szemerédi del teorema que lleva su nombre sigue siendo con-
siderada una obra maestra de razonamiento combinatorio. Quizas el diagrama que
acompaiia el articulo en el que se presenta la demostracién [43], y que se reproduce
en la figura 1, da una idea de la complejidad del razonamiento.

Uno de los elementos de la demostraciéon, que se ha convertido en una herra-
mienta bésica en diversos ambitos, incluyendo la teoria de grafos, la teoria de la
computacién, la teoria de nimeros o la geometria discreta, es el denominado Le-
ma de Regularidad de Szemerédi. En la seccién 2 se discute el enunciado y algunas
aplicaciones del Lema de Regularidad. En la seccién 3 se indica cémo puede usarse
para obtener de forma bastante directa una demostracién del teorema de Roth para
progresiones de longitud tres.
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Figura 1: El esquema representa el diagrama de flujo aproximado de la demostracién
del teorema de Szemerédi [43, pagina 202]. Los diversos simbolos tienen el signifi-
cado siguiente: F, = Hecho k, Ly = Lema k, T = Teorema, C = Corolario, D =
Definiciones de B, S, P, «, (3, etcétera, t,, = Definicién de t¢,,, vdW = teorema de
van der Waerden, Fo = «si f : RY — RT es subaditiva, entonces existe el limite

lim % ».
n—ro0

Quizas la complejidad de la demostracién del teorema de Szemerédi fue el estimu-
lo que anim6 a otros matematicos a encontrar una nueva demostracién del teorema.
De forma sorprendente, Hillel Furstenberg [14] obtuvo poco después, en 1977, una
demostracion del teorema de Szemerédi basada en la teoria ergddica. El teorema de
recurrencia de Furstenberg establece que, dado un espacio de probabilidad (X, B, u)
y un entero k, para cada operador T invertible que conserva la medida y cada con-
junto A de medida positiva existen infinitos naturales n tales que

WANTPANTAN .. TEDm4) > 0.

Furstenberg establecié que el enunciado anterior es légicamente equivalente al teo-
rema de Szemerédi a través de lo que se denomina hoy el principio de correspon-
dencia de Furtsemberg, introduciendo una topologia en los enteros y asociando a
cada conjunto de enteros de densidad positiva un conjunto de medida positiva en
cierto espacio de probabilidad. Las subsiguientes generalizaciones de este teorema
de recurrencia dieron lugar a numerosas aplicaciones a la teoria de Ramsey y, en
particular, a la siguiente versién d-dimensional del teorema de Szemerédi obtenida
por Furtsenberg y Katznelson [15], para la cual solo se dispuso de una demostracién
«ergodica» durante muchos afios.
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TEOREMA 2 (Teorema de Szemerédi d-dimensional). Sean v1,...,v; € N¢. Para
cualquier conjunto A de densidad superior de Banach positiva en N¢ existen infinitas
parejas (a,7) € N x N tales que a +rvy,...,a +rv; € A.

El teorema de Szemerédi se reduce al casod = 1y v; =i—1,i = 1,...,k.

El impulso que dio el teorema de Szemerédi a esta fructifera conexion con la teo-
ria ergddica se encuentra reflejado también en la nominacién del premio Abel a
Szemerédi.

En 2001, Gowers [17] obtuvo una tercera demostracién del teorema de Szemerédi
por medio del anélisis de Fourier, extendiendo asi el camino iniciado por Roth para
las progresiones de longitud tres. Para ello Gowers introduce herramientas innova-
doras en el anédlisis de Fourier clsico, como las ahora llamadas normas de Gowers,
asi como otras herramientas combinatorias, como por ejemplo una version refinada
del teorema de Balog-Szemerédi (de nuevo Szemerédi en accién), que se conoce hoy
como teorema de Balog-Gowers-Szemerédi. La ventaja de la demostracién analitica
de Gowers es que proporciona los mejores resultados cuantitativos sobre la menor
densidad para la que se puede garantizar la existencia de progresiones aritméticas.
Erdés denota por ri(n) el tamafio maximo de un conjunto de enteros en el inter-
valo [1,m] que no contiene progresiones aritméticas de longitud k. El teorema de
Szemerédi establece que

rie(n) =o(n) (n — o)

para cualquier k. La demostracion de Gowers proporciona

n

_o_ok+o
(loglogn)ck)’ (k) =2 ’

Tk (n) <
que, para k arbitrario, es la mejor cota que se conoce. Para apreciar el valor de este
resultado cuantitativo debe recordarse que las cotas involucradas en las demostra-
ciones del teorema de van der Waerden crecen de forma astronémica, en realidad de
forma inevitable, como también probé Gowers [16], aunque la cota anterior reduce
su valor en varios 6rdenes de magnitud.

Como era habitual en Erdés, establecido el teorema de Szemerédi planted un
nuevo reto en la misma direccion: jes cierto que cualquier sucesién de enteros a; <
as < --- para la que la serie de sus inversos

1

— a;

K3
diverge contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas? Este es atin un pro-
blema abierto cuya respuesta positiva resolveria inmediatamente el clasico problema
de la existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente largas en la sucesién de
los ntimeros primos. De todos modos, combinando de nuevo las herramientas pro-
porcionadas por Szemerédi junto con otros ingredientes, Green y Tao [21] probaron
en 2005 su ahora célebre resultado que afirma que cualquier sucesién de primos con
densidad relativa positiva en el conjunto de primos contiene progresiones aritméti-
cas arbitrariamente largas. Este resultado es la culminacién del trabajo iniciado por
Roth y Szemerédi en este problema.
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Existe atin una cuarta demostracion del teorema de Szemerédi, de naturaleza pu-
ramente combinatoria y relacionada con su Lema de Regularidad. Nos extenderemos
en esta demostracion en la seccién siguiente.

2. ErL LEMA DE REGULARIDAD

El Lema de Regularidad, concebido por Szemerédi como una herramienta para
demostrar su teorema sobre progresiones aritméticas, ha resultado ser un instru-
mento de miiltiples aplicaciones en diversas areas de las matematicas. La aplicacién
de este instrumento conforma lo que se denomina hoy el método de regularidad de
Szemerédi.

El Lema de Regularidad se expresa en el lenguaje de la teoria de grafos, unos
de los elementos mas simples del universo matematico junto a los ntimeros y los
conjuntos. Recordemos que un grafo es simplemente un conjunto de pares de ele-
mentos de un conjunto dado, que expresa una relacién binaria simétrica entre sus
elementos. De acuerdo con el imaginario habitual, que permite visualizar los grafos,
los elementos del conjunto base V son los vértices del grafo y el conjunto E de pares
de vértices son sus aristas, de modo que un grafo es un par G = (V, E). Si G tiene
n vértices, su nimero de aristas es, como mucho, (Z)

El Lema de Regularidad establece que todo grafo suficientemente grande se puede
aproximar por un grafo «aleatorio» en un cierto sentido que podemos hacer preciso.
Consideremos para empezar un grafo bipartito, es decir, su conjunto de vértices V/
estd partido en dos subconjuntos V = AU B y todas las aristas tienen exactamente
un vértice en cada uno de los dos conjuntos. Supongamos que escogemos cada uno
de los pares (a,b) € A x B con probabilidad p para formar parte del conjunto de
aristas de G. El nimero esperado de aristas en G es entonces p|A4|-|B|, y la densidad
esperada de aristas del grafo es

_1B(O)

[Al-|BJ
Ademss, para cualquier par de subconjuntos X C A eY C B, la densidad esperada
del subgrafo inducido en X UY es también
e(X,Y)
P= 1
X1V
donde e(X,Y’) denota el nimero de aristas de G con un vértice en X y uno en Y.
Consideremos ahora un grafo arbitrario G y dos conjuntos disjuntos A, B C V.
La densidad del par de conjuntos en G se define como
e(A, B)

d(A’B):7|A|-|B|’

Para un nimero real € > 0, se dice que el par (A, B) es e-regular si

VX C A, VY C B, |X| > A, Y| > €B],
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se satisface que
d(A, B) —d(X,Y)| <.

Es decir, la densidad de cualquier par de subconjuntos suficientemente grandes (se
podria decir de densidad positiva) de A y B difiere en menos de € de la densidad
del par (A, B). Los grafos bipartitos aleatorios definidos anteriormente tienen cier-
tamente la propiedad de que, con alta probabilidad, son e-regulares. De este modo
se puede decir que un par e-regular se comporta aproximadamente como un grafo
aleatorio bipartito.

La ventaja del modelo de grafos aleatorios es que su andlisis es de gran simpli-
cidad, al menos para muchos de los problemas naturales que aparecen en la teoria
de grafos. Esta ventaja se mantiene con el grado de aproximaciéon definido por el
pardmetro € en los pares e-regulares. El Lema de Regularidad establece que, fijado
€ > 0, cualquier grafo arbitrario puede ser dividido en un niimero finito de partes,
la mayoria de las cuales forman pares e-regulares. Més especificamente,

TEOREMA 3 (Lema de Regularidad, Szemerédi [44]). Para cada € > 0 y cada en-
tero positivo m existen M = M(e,m) y N = N(e,m) con la siguiente propiedad.
Cualquier grafo G con n > N vértices admite una particion del conjunto de vértices
V=ViU---UVy en un numero de partes

m<k<M

de tamanos casi iguales
|V1 - V]| < 1’

tales que todos los pares (V;,V;), salvo ek? de ellos, son e-regulares.

El enunciado del Lema de Regularidad captura de forma precisa una propiedad
universal que permite desarrollar técnicas de andlisis de gran eficacia. La elegancia
de su formulacién, en la que la aproximaciéon se describe en términos de un tnico
pardmetro e (el papel del entero k tiene el objeto de que las partes de la particién
regular no sean demasiado pequetias) es un ejercicio de creatividad que de nuevo se
reconoce en la distincion del premio Abel.

Se puede dar un contenido mas preciso al Lema de Regularidad interpretandolo
como un resultado que establece que cualquier grafo se puede aproximar bien por
un grafo aleatorio. Consideremos la clase R de grafos aleatorios R(v, k, {p; ;,1 < i <
j < k}) cuyo conjunto de vértices es la unién disjunta Vi, ..., V; de k conjuntos de
tamaiflo v, y sus aristas se escogen de forma independiente para cada par V; x V; con
probabilidad p;;. El Lema de Regularidad se puede enunciar entonces diciendo que
cualquier grafo suficientemente grande se puede aproximar por un grafo de la clase
R con un grado de aproximacién arbitrario.

Una primera observacién es que si {G,,n > 1} es una familia de grafos con n
vértices y o(n?) aristas (por ejemplo un ntimero de aristas lineal en n), el Lema de
Regularidad simplemente afirma que los grafos de la familia se pueden aproximar
por grafos nulos (sin aristas). En otras palabras, el Lema de Regularidad resulta til
solo para familias de grafos densos, es decir, con una proporcién positiva del nimero
maximo (g) de aristas. El lema tiene también un enunciado trivial si las partes
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tienen cardinal uno, puesto que entonces todos los pares son trivialmente e-regulares
(la familia de conjuntos con al menos €|V;| vertices se reduce a V;).

Las constantes M y N cuya existencia asegura el enunciado son, en términos
cuantitativos, relativamente pobres. El sentido de la constante M esta en que acota
superiormente el nimero de partes en una particién regular y por tanto acota infe-
riormente su tamano. Sin embargo, como observé también Gowers [16], la cota que
se obtiene para M es inevitablemente alta, una torre 22" de altura proporcional
aed,

Estas observaciones, sin embargo, no eliminan la eficacia del lema. Su universa-
lidad se manifiesta no solo en las aplicaciones sino también en las conexiones que se
van estableciendo con otras areas de las matematicas.

Lovész y Szegedy [32] han desarrollado un programa ambicioso en el que el Lema
de Regularidad se sitta en la perspectiva del andlisis, dando tres interpretaciones
analiticas del Lema de Regularidad. En esta perspectiva se considera el espacio W de
las funciones medibles acotadas W : [0,1]?> — R. Para una particién {Si, ..., Sy} de
[0,1], las funciones de W constantes en las celdas S; x S son funciones escalonadas.
Un grafo se identifica de manera natural con funciones escalonadas que toman valores
en {0, 1} asociadas a particiones en las que todos los S; tienen la misma medida. Se
define entonces la norma

W(zx,y)dx dy
SxT

[Wlo= sup
S,7C[0,1]

en W. El Lema de Regularidad (en realidad, una version débil del mismo) se puede
expresar entonces de la forma siguiente. Sea Wy C W el conjunto de las funciones
que toman valores en [0,1].

TEOREMA 4 (Lema de Regularidad). Para cada funcion W € Wy y cada ¢ > 0
existe una funcion escalonada W' € Wy con a lo sumo [22/€2l escalones tal que

W —W|g<e

De hecho se puede probar que el conjunto de funciones escalonadas correspon-
dientes a grafos es denso en Wy y que, aumentando a 220/ € el ntimero de escalones,
la funcién W’ se puede tomar como una funcién cuyo valor en cada celda es el
promedio de los valores de W en dicha celda.

Con la misma notacién, Lovasz y Szegedy [32] dan también la siguiente inter-
pretacién topolédgica del Lema de Regularidad. Consideremos el conjunto ® de las
aplicaciones biyectivas ¢ : [0, 1] — [0, 1] que conservan la medida. Para cada W € W
definamos W (z,y) = W(¢(z), ¢(y)). Entonces,

0o(U,W) = it [U? =W, UWewW,

resulta ser una distancia en W si identificamos las funciones U, W con og(U, W) = 0.
Si Xy denota el espacio métrico que se obtiene de W, con esta identificacion y la
distancia dg, entonces el Lema de Regularidad se enuncia como:
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TEOREMA 5 (Lema de Regularidad). El espacio métrico Xy es compacto.

Las interpretaciones analitica y topolégica descritas inician la teoria de los grafos
limite, que permite analizar cualquier secuencia infinita de grafos a través de sus
subsucesiones convergentes. La identificacién de las funciones que pueden aparecer
como limites de secuencias de grafos plantea problemas topolégicos y analiticos de
gran riqueza que constituyen una activa rama de la teoria de grafos en la actualidad,
véase por ejemplo [33, 8].

Una aproximacién distinta al Lema de Regularidad se debe a Tao [48], en la que
se utilizan herramientas de probabilidad y teoria de la informacién. Dado un grafo
bipartito denso G = (V1 UV, E) se escogen con distribucién uniforme dos vértices, x;
en V1 y x5 en V5. Entonces el conjunto de aristas E se interpreta como el suceso que
(z1,22) € E, y se identifica el conjunto como un elemento de la o-dlgebra asociada al
par de variables aleatorias x1,xs. Asi pues, la densidad del grafo es la probabilidad
de F en el correspondiente espacio de probabilidad.

Si G es un grafo aleatorio, los sucesos dados por dos subconjuntos A; C Vj
y Ay C V5 (es decir, que x1 € Ay y x2 € Ay) estdn incorrelados con F, lo que se
expresa como el hecho que la densidad de aristas en el subgrafo inducido por A; x Ag
es la misma que la densidad global del grafo. En el caso opuesto, por ejemplo si G
contiene todas las aristas de A; X As y ninguna arista adicional, entonces E esta
determinado por dos bits de informacién: basta con saber que x1 € Ay y 22 € As.

El Lema de Regularidad se expresa entonces diciendo que, dadas dos variables
aleatorias x1, X2 y un suceso F, existen variables aleatorias Z1, Z5 con poca entropia
(bajo nivel de complejidad) determinadas por x; y xs, respectivamente, de modo
que F es aproximadamente independiente de x1 y x5 cuando se condiciona a 27, Zs.
Es decir, para las variables condicionadas se ve el grafo como si fuera (aproximada-
mente) aleatorio, y las variables Z;, Z5 requieren poca informacién (responden a una
estructura). El enunciado preciso de esta versién del Lema de Regularidad requiere
una preparacién que estd aqui fuera de lugar. Sin embargo, es esta version la que
permite obtener generalizaciones sustanciales del Lema de Regularidad relacionadas
con sus aplicaciones al teorema de Szemerédi y la versién para primos de Green y
Tao.

3. EL LEMA DE ELIMINACION

Una de las consecuencias mas utilizadas del Lema de Regularidad es lo que
se denomina lema de la eliminacion. Fijemos un grafo H con h vértices. El grafo
completo K, (es decir, el que contiene todos los posibles pares de vértices como
aristas) contiene cn” + o(n"~1!) copias de H para una cierta constante ¢ < 1. En
efecto, cada uno de los (Z) = n"/hl4+o0(n"~1) subconjuntos de tamafio h puede alojar,
a lo sumo, h! copias de H. El lema de eliminacién dice que un grafo arbitrario G
suficientemente grande, o bien contiene una proporcién positiva ¢'n” de copias de H,
o bien es proximo a un grafo que no contiene ninguna copia de H, en el sentido de

que eliminando o(n?) aristas se pueden eliminar todas las copias de H que contiene.
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Este lema aparecié por primera vez, referido a tridngulos, en un articulo de Ruzsa y
Szemerédi [39] y estaba enunciado como sigue.

LEMA 6 (Lema de eliminacién, Ruzsa-Szemerédi [39]). Para cada € > 0 existe § > 0
tal que cualquier grafo G = (V, E) con n vértices y a lo sumo dn® tridngulos contiene
un conjunto E' C E de a lo sumo en? aristas tal que el grafo G' = (V,E\ E') es
libre de triangulos.

La demostraciéon del lema de eliminaciéon sigue un proceso estandar en lo que
se denomina método de regularidad, pero que por su cardcter méas bien técnico
se omite aqui. Una de las motivaciones de Ruzsa y Szemerédi era la de dar una
demostracion directa del teorema de Szemerédi para progresiones de longitud tres
que evitara la complejidad de la demostracién original, pero ilustrara el uso de las
técnicas combinatorias inherente en el mismo. De hecho la demostracion del teorema
es ahora bien simple.

Sea A C [1,n] con |A| = cn. Construimos un grafo tripartito G con conjunto de
vértices Vi = [1,n], Vo = [1,2n] y V3 = [1, 3n|. Cada vértice i € V; es adyacente a
los vértices de la forma i + a € V, para cada a € A. Andlogamente, cada vértice de
la forma i € V5 es adyacente a los vértices de la forma i + a € V3 para cada a € A.
Finalmente, cada vértice de la forma ¢ € V3 es adyacente a los vértices de la forma
i — 2a € V| para cada a € A tal que i — 2a € [1,n].

Cada triangulo en el grafo corresponde a una solucién de la ecuaciéon x+y—2z = 0
con z,y,z € A, y entonces los elementos de la terna (x,y, z) son los términos de una
progresién aritmética de longitud tres en A, que puede ser degenerada, es decir,
con x = y = z. En esta posibilidad reside precisamente la fuerza del argumento:
el grafo G contiene n|A| = cn? tridangulos, correspondientes a estas progresiones
aritméticas degeneradas; si el grafo no contiene otros tridngulos, es decir, alguna
progresion aritmética genuina de longitud tres, el lema de eliminacién concluye que se
pueden eliminar todos los tridngulos eliminando a lo sumo en? aristas para un e > 0
que tiende a cero con n — oco. Pero los tridngulos correspondientes a progresiones
aritméticas degeneradas son disjuntos en aristas, y para eliminarlos hay que suprimir
al menos una arista para cada triangulo, lo que, para c fijo y n grande, lleva a una
contradiccién.

La asombrosa simplicidad y elegancia del argumento anterior ilustra de algin
modo el estilo matematico de toda la escuela hungara en general y de Szemerédi en
particular.

La aparicién de este resultado sugirié la posibilidad de obtener una demostracién
analoga para progresiones aritméticas de longitud k arbitraria. El mismo esquema
se puede adaptar si en lugar de grafos se consideran hipergrafos. Un hipergrafo es
simplemente un par H = (V, E) de conjuntos de vértices y aristas, excepto que las
aristas son ahora subconjuntos de tamano arbitrario en vez de pares de vértices.
En realidad el objeto interesante es el de los hipergrafos k-uniformes, en los que
las aristas tienen todas tamano k. Frankl y Rodl [13] propusieron un programa que
condujese a una nueva demostracién del teorema de Szemerédi a través del lema
de eliminacién, y marcaron como objetivo la obtencién de un Lema de Regularidad
para hipergrafos. Este programa fue emprendido por Elek y Szegedy [11], por Gowers
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[18], por Rodl y Skokan [37, 38], y por Tao [47], que obtuvieron el resultado buscado
independientemente entre 2006 y 2007. La version del Lema de Regularidad para
hipergrafos que se obtiene difiere ligeramente en las cuatro versiones, pero todas
ellas permiten obtener la siguiente version del lema de eliminacion.

TEOREMA 7 (Lema de eliminacién para hipergrafos). Sea K un hipergrafo k-uni-
forme con h vértices. Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que cualquier hipergrafo H
con n vértices que contiene menos de 6n" copias de K contiene un conjunto de a lo

sumo en® aristas cuya eliminacion destruye todas las copias de K en H.

Esta versién del lema de eliminacién para hipergrafos permite, con un argumen-
to andlogo al anterior, obtener una demostraciéon simple del teorema de Szemerédi.
Una versién especialmente simple de dicho argumento se puede encontrar en Sze-
gedy [42]. Asimismo, esta versién permite obtener una demostracién directa de la
version d-dimensional del teorema de Szemerédi (enunciado en la seccién 1) con un
argumento de parecida brillantez sugerido por Solymosi [40] y puesto en préctica
por Gowers [18].

De hecho, el lema de eliminacién permite ir mucho mas alld. En realidad, las
progresiones aritméticas de longitud k& se pueden ver como la solucién de un sistema
lineal de k — 2 ecuaciones con k incognitas (para el caso k = 3 se trata simplemente
de la ecuacién x — 2y + z = 0). Green [20] establecié una versién algebraica del Lema
de Regularidad para grupos abelianos cuyo objetivo era el de probar el siguiente
lema de eliminacién algebraico.

LEMA 8 (Lema de eliminacién algebraico). Sea G un grupo abeliano de orden n y
X C G. Para cada € > 0 existe § > 0 tal que, si una ecuacion lineal de la forma
a121 + -+ apzr = 0 tiene a lo sumo dn*~1 soluciones en X, entonces se pueden
eliminar a los sumo en elementos de X para obtener un conjunto en el que no hay
ninguna solucion de la ecuacion.

Aplicado a la ecuacién x —2y+ z, el lema anterior prueba el teorema de Szemerédi
para progresiones de longitud tres en grupos abelianos. En particular, tomando el
grupo ciclico, un argumento estandar permite obtener el resultado también para los
enteros. El lema de eliminacién fue generalizado por Kral’, Serra y Vena a grupos no
abelianos [29] y a sistemas de ecuaciones lineales en grupos abelianos finitos [30, 31],
lo que en particular permite extender el teorema de Szemerédi al contexto de grupos
abelianos finitos en general (y de nuevo obtener el teorema para los enteros).

Como muchas de las contribuciones de Szeméredi, el lema de eliminacién ha
encontrado numerosas aplicaciones en otras areas distintas, en particular en la in-
formatica tedrica. Una de las més espectaculares es la obtencion de algoritmos de
enorme eficiencia para detectar la existencia de estructuras determinadas en grandes
grafos, lo que se denomina Property Testing. Para determinar si un grafo grande con-
tiene un subgrafo determinado o satisface cierta propiedad estructural, por ejemplo
la planaridad, no se puede evitar hacer una btisqueda exhaustiva y necesariamente
costosa. Sin embargo, el lema de eliminacién permite distinguir con enorme eficien-
cia si un grafo se encuentra muy préximo o no a tener dicha propiedad estructural,
véase por ejemplo [3, 4, 5, 36].
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4. ALGUNAS APLICACIONES A LA TEORfA DE GRAFOS

Quizas uno de los ambitos en los que el Lema de Regularidad ha encontrado un
marco més natural de aplicaciones es en la denominada teoria extremal de grafos.
La pregunta béasica en teoria extremal de grafos es determinar el nimero maximo
de aristas en un grafo de n vértices que no contiene un grafo dado H. En otras
palabras, se pregunta por el minimo ntimero de aristas que garantiza que H aparece
como subgrafo. Ademas de tratarse de una pregunta natural en el &mbito de la teoria
de grafos, su respuesta tiene relacién con otras areas, en particular, con la teoria de
numeros, como se ha ilustrado en la seccién anterior, la teoria de Ramsey o la teoria
de la computacion.

El grafo completo K,, contiene naturalmente todos los subgrafos de orden n’ < n.
Sin embargo, basta con que un grafo contenga mas de n?/4 aristas para garantizar
que contiene un tridangulo, y este valor es 6ptimo para el caso de tridngulos. El primer
resultado en el area de la teoria extremal, y uno de los mas emblematicos, es debido
a otro matematico hungaro, Pal Turéan.

TEOREMA 9 (Teorema de Turan [50]). Sea r un entero positivo. El nimero mdzimo
de aristas de un grafo den > r aristas que no contiene al grafo completo K,.,1 como

subgrafo es
(1-3)%
1—=) —.
r) 2

Ademds, el unico grafo extremal (con mdximo nidmero de aristas) que no contiene
ningun K41 es el grafo completo bipartito Ky, . n, donde ny +---+mn, =n y
|Tli — 71j| § 1.

El nimero maximo de aristas de un grafo con n vértices que no contiene un grafo
dado se denota por ex(n, H). Asi pues, el teorema de Turdn establece que

1 2
ex(n, K,y1) = <1 - ) %

r

De forma relativamente sorprendente, Erdés y Stone [12] probaron que se puede con-
seguir una estimacién andloga para cualquier grafo H, la cual depende tinicamente
de su ntmero cromatico. Recordemos que el ntimero cromatico de un grafo H es
el minimo niimero de partes en una particion del conjunto de vértices tal que cada
parte induce un grafo sin aristas; es decir, que todas las aristas de H conectan puntos
en distintas partes. Los grafos de Turdn son extremales (con el méximo niimero de
aristas) para la propiedad de tener n vértices y nimero cromético r + 1.

TEOREMA 10 (Erdds-Stone). Sea H un grafo con nidmero cromdtico x(H) =r + 1.

Entonces,
ex(n, H) = (1 - 7{) (’2‘) + o(n?).

Una de las primeras aplicaciones del Lema de Regularidad a la teoria de grafos
fue la demostracién de este teorema. A esta siguieron una larga serie de resultados
de los que mencionamos solo algunos en los que Szemerédi contribuyé directamente
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y que utilizan, de una forma que no se especifica aqui, el Lema de Regularidad. El
lector interesado puede consultar [27] para una exposicién detallada.

El primero de estos resultados, el teorema de Hajnal-Szemerédi [23], es una ver-
sién del teorema de Turan en la que se exige que el nimero de aristas esté localmente
bien repartido y se concluye que el grafo no solo contiene una copia de K, sino un
cierto ntimero de ellas disjuntas (sin aristas comunes). Recordamos que el grado de
un vértice es el nimero de aristas que son incidentes en él. El menor de los grados
de un grafo G se denota por 6(G).

TEOREMA 11 (Hajnal, Szemerédi). Sea un grafo G con n vértices y grado minimo

5(G) > (1 - 1) n.

r

Entonces G contiene |n/r] copias disjuntas del grafo completo K,.

Ademas de ser una referencia recurrente en el drea, y un resultado notoriamente
dificil, Hajnal y Szemerédi usaron el teorema anterior para resolver una conjetura
de Erdds. El hecho de que un grafo H tenga nimero cromdtico k = x(H) indica que
su conjunto de vértices se puede partir en k partes de forma que todas las aristas
unen vértices en partes distintas. Sin embargo, no dice nada del tamano relativo
de las partes de dicha particién. De hecho, se pueden construir grafos en los que la
discrepancia entre el tamano de las partes es inevitable. Un teorema clésico en teoria
de grafos debido a Brooks establece que el nimero croméatico H de un grafo que no
sea un ciclo impar o un grafo completo es, a lo sumo,

X(H) < A(H),

donde A(H) denota el grado maximo del grafo.

Erd6s conjetur6 que, si se admiten particiones de a lo sumo A(H) 4 1 partes,

entonces se puede exigir que tengan todas el mismo cardinal (salvo una unidad).
Por esta razon, a veces el teorema de Hajnal-Szemerédi se presenta con el enunciado
siguiente.
TEOREMA 12 (Hajnal, Szemerédi). Sea un grafo G = (V, E) con n vértices y grado
mdzimo A(Q). Existe una particion Vi, ..., Vi conk < A(G)+1 tal que |V;—V;| < 1
para todo i,j y los grafos inducidos G[V;] en cada uno de los conjuntos no contienen
aristas.

El teorema 11 fue extendido de forma aproximada a grafos arbitrarios por Alon
y Yuster [6], y la forma exacta fue formulada como la siguiente conjetura.

CONJETURA 13 (Alon-Yuster). Dado un grafo H con h vértices y nimero cromdtico
r = x(H), existe una constante K tal que cualquier grafo G con n vértices y grado

minimo )
(G) > (1 — 7") hn

contiene la union de copias disjuntas en aristas de H que cubren todas las aristas
salvo K.
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La conjetura ha sido probada por Komlds, Sarkozy y Szemerédi [26] para n
suficientemente grande usando una versién especial del Lema de Regularidad.

El tipo de problemas mencionados anteriormente consideran subgrafos fijos de
un grafo denso grande. Cuando se estudia el problema para subgrafos de orden
comparable al del grafo que lo contiene no pueden, en general, establecerse resultados
del mismo tipo, ya que el teorema de Ramsey lo impide (ver la seccién 6). Sin
embargo, el problema vuelve a tener sentido si se restringe la clase de subgrafos que
se quiere sumergir. El caso mas tipico es el de la clase de arboles. Recordemos que
un arbol es un grafo conexo (es decir, hay un camino entre cualquier par de vértices)
que no tiene ciclos (es decir, el camino que une un par de vértices dado es tnico).

Un simple argumento muestra que el minimo niimero de aristas para que un grafo
G con n vértices contenga una estrella de k aristas (el arbol formado por un vértice
de grado k y k vértices de grado uno) es (kK — 1)n/2 + 1. Erddés y S6s conjeturaron
que este mismo niimero provoca la aparicién de todos los arboles de k aristas.

CONJETURA 14 (Erdds-S6s). Sea G un grafo con n vértices y mds de
(k—1)n/2

aristas. Entonces G contiene todos los drboles de k aristas.

En [28] se anuncia la resolucién de esta conjetura para n suficientemente grande
por Ajtai, Komlds, Simonovits y Szemerédi, en un trabajo no publicado todavia.

Un teorema clasico de teoria de grafos debido a Dirac establece que, si G es
un grafo con n vértices y grado minimo 6(G) > n/2, entonces G contiene un ciclo
hamiltoniano, es decir, un ciclo que pasa por todos los vértices del grafo una sola vez.
Seymour en 1974 conjeturd la siguiente extension del teorema de Dirac. Recordemos
que para un grafo H, su potencia k-ésima H* se define como el grafo con el mismo
conjunto de vértices que contiene todas las aristas {z,y} de vértices a distancia a lo
sumo k en H.

CONJETURA 15 (Seymour). Sea G un grafo con n vértices y grado minimo
5(G) > ——n.

(@) 2 k+1

Entonces G contiene la potencia k-ésima de un ciclo hamiltoniano.

Se puede probar que el resultado conjeturado por Seymour implica el profundo
teorema de Hajnal-Szemerédi enunciado anteriormente. De nuevo para n suficiente-
mente grande, la conjetura fue resuelta por Komlds, Sarkozy y Szemerédi [25].

Para la clase general de grafos, Bollobas y Elridge sugirieron la siguiente conje-
tura, que generaliza también el teorema de Hajnal-Szemerédi.

CONJETURA 16 (Bollobas-Eldridge). Sea G un grafo con n vértices y grado minimo

kn—1
k+1-°

i(G) >

Entonces G contiene cualquier subgrafo H con grado mdximo A(H) < k.
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La conjetura fue probada para k& = 3 y n suficientemente grande por Csaba,
Shokoufandeh y Szemerédi [10].

La relacién anterior de resultados ilustra la fuerza del Lema de Regularidad
para la resolucién de problemas extremales en teoria de grafos. Por supuesto, no se
trata de una lista exhaustiva, pero recoge una serie de resultados con enunciados
homogéneos que han sido claves en la evolucion de la teoria de grafos de los tltimos
25 anos.

5. DE VUELTA A LA TEORIA DE NUMEROS

Como buen discipulo de Erdés, Szemerédi guardé siempre una relacion especial
con la teoria de ntimeros. Més alla de su célebre teorema, traté diversos problemas
en los que su caracteristico estilo de pensamiento se hizo patente.

Quizas el mas antiguo de ellos sea el que trata una conjetura de Erdds y Heil-
bronn. Sea G un grupo abeliano de orden n. Erdés y Heilbronn conjeturaron que
existe una constante ¢ tal que cualquier subconjunto S C G de tamaiio |S| > ¢v/n
contiene un subconjunto S’ tal que

Zx:O.

zeS’

Szemerédi probo la conjetura en 1970, en uno de sus primeros articulos. El 6ptimo
valor para ¢ = ¢(G) se denomina actualmente constante de Olson de dicho grupo, de
la que se conocen buenas estimaciones. Erdos y Heilbronn conjeturaron que el valor
de esta constante para grupos ciclicos de orden primo p es ¢ = v/2.

Szemerédi volvio repetidamente sobre los conjuntos suma. Aunque un conjunto de
enteros A C [1,n] pueda carecer de estructura, los conjuntos suma A+ A, A+ A+ A,
adquieren una estructura cada vez mayor a medida que crece el ntimero de sumandos.
Uno de los proyectos més recientes de Szemerédi con Van Vu [46] trata sobre la
existencia de progresiones aritméticas en conjuntos de la forma A + A+ --- + A.
Basdndose en estos resultados, Nguyen, Szemerédi y Vu [35] resolvieron en 2008,
después de muchos intentos anteriores, la conjetura de Erdés y Heilbronn. On revient
toujours au premier amour.

El hecho de que la suma y el producto sean operaciones en cierto modo orto-
gonales se manifiesta en muchos problemas de la teoria de nimeros. La dificultad
de encontrar una progresién aritmética (una estructura aditiva) en el conjunto de
los primos (una estructura multiplicativa) es solo un ejemplo que ilustra la relativa
incorrelacion entre las dos operaciones aritméticas béasicas.

Erdés y Szemerédi propusieron la siguiente manera de poner de relieve esta in-
correlacién. Sea A un conjunto de enteros finito. Es facil ver que el tamafio del
conjunto suma |A+ A| es, al menos, 2|A| — 1, y que la igualdad se satisface solo para
progresiones aritméticas. En este caso, sin embargo, el tamano del conjunto produc-
to |A - A| es mayor que |A|>7€ para todo € > 0 y para A suficientemente grande.
Reciprocamente, |A - A| > 2|A| — 1 y la igualdad se satisface solo para progresiones
geométricas, en cuyo caso el conjunto suma A + A tiene orden maximo |A|?. Erdés
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y Szemerédi llegaron a probar que existe un § > 0 tal que todo conjunto de enteros
A suficientemente grande satisface

mix{| A+ AJ,|A- A} > [A]'*,

y conjeturaron que la desigualdad sigue siendo cierta para cualquier § < 1. El primer
avance significativo en este problema se debe a Elekes, quien probé la desigualdad
para todo ¢ < 1/4 utilizando un resultado geométrico de Szemerédi y Trotter. El
lector interesado puede consultar el excelente articulo de Solymosi [41] en esta misma
seccién de La Gaceta, que relata la apasionante evolucién del problema hasta hoy vy,
en particular, su demostracién de que la desigualdad es cierta para cualquier 6 < 1/3,
que es el récord en este lindo problema.

Terminamos esta breve revision con otra de las grandes contribuciones de Szeme-
rédi que lleva la marca de su estilo. Se trata de nuevo de un problema aditivo. Sea
A un conjunto finito de enteros. Es claro que si A + A tiene un cardinal pequeno,
digamos |A + A| < ¢|A|, entonces hay muchos elementos en el conjunto suma A + A
que se representan de muchas maneras distintas como suma de dos elementos de A.
Balog y Szemerédi se plantearon la cuestién inversa. ;Es cierto que si hay muchas
cuadruplas z,2’,y,y € A con x +x' = y + ¢ el conjunto suma debe ser pequeno?
En este contexto se define la energia de un conjunto A como

w(A) = {(z1, 22, 23,24) EAXAXAXA: 21 +23 =23+ x4}

Es claro que w(A) < n3, donde n = |A|. No es dificil probar que si |A + A| < cn
entonces w(A) > n?/c. El problema es decidir si el hecho de que w(A) sea una
proporcién positiva de su maximo posible valor implica que el conjunto suma debe
tener un tamario lineal en |A|. La respuesta a esta pregunta es, en general, negativa:
un conjunto puede tener una energia muy grande y sin embargo contener unos pocos
elementos dispersos que hacen que |A+ A| sea grande. El lema de Balog y Szemerédi
da una respuesta especifica a esta situacion.

TEOREMA 17 (Lema de Balog-Szemerédi). Sea A un conjunto de enteros con w(A) >
1/K. Existen constantes c¢,C y un subconjunto A’ C A con |A'| > cK~C|A| tales
que

|A"+ A'| < CKC|A'.

En otras palabras, un conjunto con energia grande debe contener un subconjunto
grande cuyo conjunto suma es pequenio. Este teorema se conoce hoy como lema de
Balog-Gowers-Szemrédi, ya que Gowers dio una versiéon para conjuntos suma mé&s
generales A+ B (en lugar de A+ A) con una estimacién mejor de las constantes. Esta
version es uno de los ingredientes que Gowers utiliza en su demostracion analitica
del teorema de Szemerédi.

6. NUMEROS DE RAMSEY

El teorema de Ramsey que se menciona en la seccién 1 tiene una versién en el
contexto de los grafos que resulta sencilla de enunciar. Un conjunto S de vértices de
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un grafo es estable si no hay aristas entre sus vértices. En el polo opuesto, es decir,
si todos los pares de vértices de S estan conectados por una arista, se dice que S es
un clique. No es dificil comprobar que cualquier grafo de seis vértices contiene o bien
un conjunto estable de tamafio 3 o bien un clique de tamafio 3: si un vértice fijado
x tiene grado mayor o igual que tres, entonces tres de sus vecinos, o bien forman
un conjunto independiente, o dos de ellos son adyacentes formando un tridngulo
con x; si x tiene grado menor que tres se puede hacer un argumento andlogo en
el grafo complementario de G. Esta afirmacion deja de ser cierta si el grafo tiene
menos de seis vértices: un pentagono no contiene tridangulos y su complemento es de
nuevo un pentagono. La versién para grafos del teorema de Ramsey generaliza esta
observacion y se puede enunciar como sigue.

TEOREMA 18 (Ramsey). Para cada dos enteros k,l, existe un entero R(k,l) con la
siguiente propiedad. Cualquier grafo de n > R(k,l) vértices o bien contiene un clique
de k wvértices o bien un estable de | vértices.

Los nimeros de Ramsey son los enteros R(k,[) cuya existencia asegura el teorema
de Ramsey. De acuerdo con la discusién anterior, el nimero de Ramsey R(3,3) es
igual a 6. Excepto para unos pocos valores de k y [, el problema de determinar los
numeros de Ramsey ha resultado ser de una complejidad inesperada, y los intentos
por encontrar cotas para estos nimeros han sido el germen de numerosas técnicas
que han resultado de aplicacién muy general. La demostracion de Erdés y Szekeres
del enunciado anterior del teorema de Ramsey proporciona la cota

R(k,1) < (k Zi; 2).

La obtencién de una cota inferior para los nimeros de Ramsey diagonales, k = [,
dio lugar al nacimiento del método probabilistico de Erdds, que se ha convertido en
una herramienta fundamental desde entonces, y proporciona, combinada con la cota
superior anterior, la desigualdad

ck2¥/? < R(k, k) < cA*k1/2,

Ambos resultados se obtuvieron entre 1935 y 1945, y desde entonces se han hecho

pocos progresos a pesar de la intensa actividad que ha habido sobre este problema.

Es por ello que cualquier avance supone un acontecimiento singular. En 1980 Ajtai,

Komlés y Szemerédi [1] introdujeron una técnica algoritmica que se conoce hoy como

método semialeatorio de Ajtai-Komlds-Szemerédi, que proporciona la cota superior
k-1

(logl)k—2"

La cota anterior tiene sentido para k fijo como una apoximacién asintotica en [. No
solo la técnica se ha incorporado a las herramientas habituales en combinatoria y
teoria de la complejidad algoritmica, sino que 18 anos después, en un célebre articulo
que le valié el premio Fulkerson en 1997, Jeong Jon Kim [24] demostré que, para
k = 3, la cota anterior tiene el orden correcto de magnitud:

l2
log!’

R(ka l) <ck

R(3,1) ~ ¢
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para una cierta constante c. De este modo, los niimeros de Ramsey R(3, 1) constituyen
la tnica familia infinita no trivial para los que se conoce el comportamiento asintético
de forma precisa.

El teorema de Ramsey que se ha enunciado se refiere a grafos completos: pa-
ra cualquier grafo G con n > R(k, k) vértices, o bien G o bien su complementario
contienen el grafo completo K. Por supuesto, esto implica que contienen también
cualquier grafo de k vértices. Sin embargo, si en vez de exigir que G o su comple-
mentario contengan un grafo completo de k vértices, se exige solo que contengan un
cierto subgrafo H, las cotas para el nimero R(H) correspondiente no solo pueden ser
menores sino que ademéas pueden arrojar cierta luz sobre el problema. Erdés y Burr
conjeturaron que de hecho R(H) es una funcién lineal de k con una constante que
depende del grado maximo de H. Chvatal, Rodl, Szemerédi y Trotter [9] probaron
el siguiente resultado de asombrosa generalidad: existe una funcién f tal que, para
cualquier grafo H de k vértices y grado maximo A(H) se tiene

r(H) < f(A(H))k.

De nuevo la demostracion se basa en el Lema de Regularidad.

7. ENDRE SZEMEREDI

Terminamos con una breve referencia biografica y humana del personaje que nos
ha llevado al paseo matematico de las secciones anteriores.

Endre Szemerédi nacié en Budapest en el afio 1940. Su encuentro con las ma-
teméticas fue casi accidental. Después del bachillerato, cediendo a la presiéon de su
padre, empezé a estudiar medicina, pero pronto lo dejé, pues «habia que estudiar
mucho, que no era lo mio», segiin cuenta en una entrevista reciente. Después del
intento fallido, trabajé en una fabrica como trabajador no cualificado. Fue un amigo
suyo quien le convencié para que estudiara matematicas y en el ano 1960 se matri-
cul6 en la Facultad de Matemaéticas y Fisica de la Universidad Eotvos Léorand de
Budapest. Segin dice, las matematicas no le entusiasmaron mucho hasta que asistié
a un curso de Pal Turan sobre teoria de nimeros. Fue durante este curso cuando
decidié dedicarse a la investigacién matematica. Durante sus estudios en Budapest,
Pal Erdés y Andras Hajnal tuvieron una gran influencia sobre su carrera.

Después de graduarse, decidié hacer un doctorado en Moscti bajo la supervi-
sion de Alexander Gelfond. Sin embargo, por un error de escritura en cirilico, le
asignaron a Israel Gelfand como director de tesis. Con las palabras de Szemerédi:
«Gelfand pens6 que era un estudiante hungaro con buenas intenciones pero incapaz
de aprender las mateméticas modernas y me dejé escribir la tesis sobre el tema que
yo queriay, es decir, mateméatica discreta.

Desde que volvié a Budapest de Mosci, ha sido miembro del Instituto Alfréd
Rényi de Investigaciones Matematicas. Desde el ano 1986, divide su tiempo entre
Budapest y la Universidad Rutgers donde es profesor en el departamento de Com-
puter Science a pesar de que, como él reconoce, no sabe manejar un ordenador hasta
el punto que es su mujer quien le lee su correo electrénico. Szemerédi ha publicado
mas de 200 articulos y su ritmo de produccién sigue en pleno rendimiento.
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Ademas del premio Abel, su trabajo ha sido reconocido con numerosas distincio-
nes, entre las que se encuentran el premio Grinwald (1968), el premio Pélya (1975),
el premio AMS Leroy M. Steele (2008) o el premio Rolf Schock (2008). Ha tenido
puestos de profesor en Stanford, McGill University, University of Chicago, MSRI
Berkeley, CalTech, es miembro del Institute of Advanced Studies de Princeton y fue
obsequiado con un doctorado honoris causa por la Universidad Karlova de Praga en
2010.

Sin embargo, es célebre por su exagerada modestia y discrecién, que se refleja
en muchas de las entrevistas que ha tenido que conceder recientemente, y por su
peculiar manera de lidiar con las formalidades del mundo académico, no exenta de
un fino sentido del humor.

Szemerédi tiene una familia grande —cinco hijos— a la que tiene una devocién
enorme. Parte de su familia le conecta con nuestro pais. Sus dos hijas gemelas reali-
zaron sus estudios de posgrado en la Universitat Pompeu Fabra de Barcelona, y no
perdié ocasién de visitar la ciudad para seguir de cerca sus progresos. Una de ellas
reside actualmente en Madrid. Todos los que le conocen saben que es una persona
extraordinariamente entrafiable, carifiosa y sencilla.

Szemerédi es un apasionado de los deportes. Juega al tenis con regularidad y
sigue de cerca los acontecimientos deportivos; sobre todo es muy futbolero, fiel se-
guidor del Milan y del Barca, hasta el punto que, en una entrevista reciente, vaticind
correctamente el resultado del encuentro de los dos equipos en la copa europea.
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