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Representación matricial de algoritmos en paralelo de la
transformada discreta de Fourier, la función discreta de

ambigüedad y la distribución discreta de Cohen

por

Juan Pablo Soto Quirós y Domingo Rodríguez

Resumen. En este artículo se explica la representación matricial de tres
transformadas discretas armónicas: la transformada discreta de Fourier, la fun-
ción discreta de ambigüedad y la distribución discreta de Cohen. El desarrollo
matricial se lleva a cabo utilizando un conjunto de operadores matriciales que
contribuyen al análisis, diseño e implementación de algoritmos en paralelo.

1. Introducción

El análisis armónico aplicado y numérico ha sido relevante en el área de la inge-
niería eléctrica, donde la transformada discreta de Fourier, o DFT (del inglés discrete
Fourier transform), ha tenido un gran papel en el estudio y la comprensión del com-
portamiento de señales unidimensionales discretas con dominio y rango finitos.

Sea ZN = {0, 1, 2, . . . , N−1} y C el conjunto de los números complejos. Una señal
unidimensional discreta con dominio y rango finitos es una función x con dominio
ZN y codominio C, la cual representa a una cantidad física que varía con el tiempo:

x : ZN → C
n 7→ x[n]

El espacio de señales unidimensionales discretas con dominio y rango finitos se
representa con el símbolo l2(ZN ),1 el cual es isomorfo al conjunto CN (matrices de
N filas y 1 columna, cuyas entradas son números complejos), a través de la función
identidad. En estructura l2(ZN ) y CN son iguales; la diferencia es conceptual. Por
lo tanto podemos identificar un elemento en l2(ZN ) como un elemento en CN .

Las señales nos ayudan a proporcionar una representación temporal de alguna
situación particular, por ejemplo, del sonido de la voz. El sonido es una señal continua
(o señal analógica). Realizando un muestreo de la señal continua se puede obtener
una señal unidimensional discreta, con dominio y rango finitos.2 A través de la DFT

1Esta simbología hace referencia al espacio L2(R) (espacio de funciones cuadrado-integrables,
también conocidas como funciones con energía finita); ver [22] para más detalles acerca de L2(R).

2A partir de este momento, en el transcurso del artículo, cuando se utilice el concepto de señal,
se hará referencia a una señal unidimensional discreta con dominio y rango finitos.
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se puede obtener una representación en frecuencia de dichas señales. Este tipo de
señales son utilizadas en el área de procesamiento digital de señales.

Una señal x se puede representar en dos dimensiones a partir de una transformada
discreta bidimensional T y de una señal y, conocida como señal eco:

T : {l2(ZN )× l2(ZN ),ZN × ZN} → C
{(x, y), (m, k)} 7→ Tx,y[m, k]

donde m, k ∈ ZN . En este artículo, una transformada discreta bidimensional de las
señales x, y se expresará como

Tx,y : ZN × ZN → C
(m, k) 7→ Tx,y[m, k] (1)

De esta manera, una transformada discreta bidimensional de x, y será una función
con dominio ZN ×ZN y codominio C. Además, cada Tx,y se encontrará en el espacio
l2(ZN×ZN ), el cual representa el espacio de señales bidimensionales discretas finitas.
El espacio l2(ZN × ZN ) es isomorfo a CN×N , a través de la función identidad; la
diferencia es similar a la existente entre l2(ZN ) y CN , anteriormente descrita.

Dos ejemplos de transformadas discretas bidimensionales son la función discreta
de ambigüedad, o DAF (del inglés discrete ambiguity function) y la distribución
discreta de Cohen, o DCD (del inglés discrete Cohen distribution). El concepto
de representación bidimensional en tiempo y frecuencia es propio de la ingeniería
eléctrica, donde se utiliza para resolver problemas de radares y sonares [5], secuencias
CAZAC y el diseño de ondas [2, 11, 16] y criptografía [17], entre otros. Además, ha
sido campo de estudio para matemáticos, puesto que aporta nuevos conocimientos
en diversas áreas de la matemática como, por ejemplo, el análisis armónico [3] o
la teoría de grupos [14]; pero tales estudios no han profundizado en el contexto
matricial como el que aquí presentaremos.

El presente artículo desarrolla un marco computacional para la transformada
discreta de Fourier, la función discreta de ambigüedad y la transformada discreta
de Cohen. El marco computacional se basa en estructuras matriciales, utilizando
un conjunto de operadores que contribuyen al análisis, diseño e implementación de
algoritmos en paralelo. Entre los operadores matriciales empleados se encuentran los
productos de Hadamard y de Kronecker, la suma directa de matrices, los operadores
de permutación y el operador vec, entre otros.

El artículo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 2 se introduce
la notación matricial que se empleará. En la Sección 3 se definen los operadores
matriciales. En la Sección 4 se define y desarrolla la representación matricial de la
transformada discreta de Fourier, la función discreta de ambigüedad y la distribución
discreta de Cohen. Finalmente, se presentan algunas conclusiones en la Sección 5.

La sección referente a la transformada discreta de Fourier se basa en el trabajo
realizado por Van Loan [21] y Tolimieri et al. [18]. En el desarrollo de nuestro artículo
se presentan dos resultados originales (Teoremas 5 y 6), con sus respectivas demos-
traciones, realizadas por los autores. Además, los algoritmos desarrollados en este
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trabajo fueron implementados en MATLABr, utilizando dos toolbox que permiten
el cálculo en paralelo: pMatlab Toolbox c©, desarrollado por el Laboratorio Lincoln
del MIT,3 y Parallel Computing Toolbox c©, diseñado por Mathworks.4

2. Notación Matricial

Sea CM×N el conjunto de matrices deM filas y N columnas tal que sus entradas
son números complejos C = {a + bi | a, b ∈ R, i =

√
−1}. La matriz IN ∈ CN×N

es la matriz identidad de orden N . Para los propósitos del artículo, las filas y las
columnas de cualquier matriz A ∈ CM×N se indexarán con elementos de ZM y ZN ,
respectivamente. La entrada (m,n) de la matriz A se representa como Am,n, con
m ∈ ZM y n ∈ ZN . Además, una columna n de la matriz A se representará como An
o A[:, n]. La notación A[:, n], similar a la de MATLABr, se utilizará en el diseño
de los algoritmos.
Ejemplo 1. Sea B ∈ C3×2 dada por

B =

−2 −i
i 0
1 2

 .

La matriz B tiene 3 filas y 2 columnas:

las filas están indexadas con los elementos de Z3 = {0, 1, 2}:

Fila 0 = (−2,−i), Fila 1 = (i, 0) y Fila 2 = (1, 2);

las columnas están indexadas con los elementos de Z2 = {0, 1}:

Columna 0 = (−2, i, 1)T y Columna 1 = (−i, 0, 2)T .

Además, las entradas de la matriz son

B0,0 = −2, B1,0 = i, B2,0 = 1, B0,1 = −i, B1,1 = 0 y B1,2 = 2.

El conjunto de matrices de N filas y 1 columna, tal que sus entradas son números
complejos, se representa con el símbolo CN . Los elementos de CN se llaman vectores
de entradas complejas, o simplemente vectores. Los elementos de este conjunto se
representan con letras minúsculas; además, cada entrada de x ∈ CN se indexará con
elementos de ZN :

x =


x[0]
x[1]
...

x[N − 1]

 .

3http://www.ll.mit.edu/mission/isr/pmatlab/pmatlab.html
4http://www.mathworks.com/products/parallel-computing
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Si x ∈ CN , entonces x[m : n] ∈ Cn−m+1 representa al vector

x[m : n] =


x[m]

x[m+ 1]
...

x[n− 1]
x[n]

 ,

donde 0 ≤ m ≤ n ≤ N − 1. Además, 1N ∈ CN representa al vector que cumple
1N [n] = 1 para todo n ∈ ZN . A continuación se describen los operadores matriciales
que se utilizarán en el transcurso del artículo.

3. Operadores Matriciales

Sean V y W dos espacios vectoriales. Una aplicación O de V a W , O : V →W ,
se denomina operador. En el caso que V y W sean iguales a CM×N , o al producto
cartesiano de P conjuntos CMk×Nk , k ∈ ZP , entonces el operador O se denomina
un operador matricial. Entre los operadores matriciales más comunes se encuentran
la suma y resta de matrices, el producto entre un escalar (número complejo) y una
matriz, y el producto usual de matrices. Por ejemplo, la suma de matrices se puede
considerar como el operador

+ : CM×N × CM×N → CM×N
(A,B) 7→ A+B

En este artículo también se utilizan otros operadores matriciales, los cuales van
a contribuir al diseño e implementación de algoritmos en paralelo. Estos operadores
son:

1. Producto de Hadamard
2. Producto de Kronecker
3. Suma Directa

4. Operadores de Permutación
5. Operador de Acumulación
6. Operador vec y su inverso

3.1. Productos de Kronecker y de Hadamard

El producto de Hadamard, también conocido como producto de entradas o pro-
ducto de Schur, y el producto de Kronecker, también conocido como producto direc-
to o producto tensorial, son conceptos que tienen gran importancia en el desarrollo
computacional de la ingeniería eléctrica, especialmente en el campo del procesamien-
to digital de señales [13]. Estos productos difieren de la forma ordinaria del producto
de matrices.
Definición 1 (Producto de Hadamard). El producto de Hadamard se define como el
operador � : CM×N×CM×N → CM×N tal que, para A,B ∈ CM×N , A�B ∈ CM×N
cumple (A�B)m,n = Am,n ·Bm,n.
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Definición 2 (Producto de Kronecker). El producto de Kronecker se define como
el operador ⊗ : CM×N ×CP×Q → CMP×NQ tal que, para A ∈ CM×N y B ∈ CP×Q,
A⊗B ∈ CMP×NQ es

A⊗B =


A0,0B A0,1B · · · A0,(N−1)B
A1,0B A1,1B · · · A1,(N−1)B

...
...

. . .
...

A(M−1),0B A(M−1),1B · · · A(M−1),(N−1)B

 .

El producto de Kronecker de dos matrices A y B consiste en una matriz por
bloques, donde cada bloque representa el producto escalar de una entrada de la
matriz A y la matriz B. Es fácil verificar que este tipo de producto no es conmutativo.
Además, el producto de Kronecker es una manera compacta y práctica de expresar
algoritmos del álgebra lineal que son esparcidos.5

Una ventaja de los productos de Hadamard y de Kronecker es que contribuyen
al análisis, diseño e implementación de algoritmos en paralelo.
Ejemplo 2. Sea A ∈ CR×M , x ∈ CRN , y ∈ CMN . Consideremos la operación

x� (IN ⊗A)y.

Este producto de matrices se puede descomponer de la siguiente manera:
x0
x1
...

xN−1

�

A

A
. . .

A




y0
y1
...

yN−1

 =


x0 �Ay0
x1 �Ay1

...
xN−1 �AyN−1

 ,

donde xm ∈ CR y ym ∈ CM . La operación x � (IN ⊗ A)y tiene una complejidad
computacional de O(MRN2), pero al utilizar los productos de Hadamard y de Kro-
necker, se puede dividir en N operaciones xm � Aym, para m ∈ ZN , por lo que la
complejidad computacional pasaría a ser O(RMN). La estructura de x(IN ⊗ A)y
permite su implementación utilizando cálculo en paralelo, ya que el cálculo de cada
xm �Aym se realiza de manera independiente, para cada valor de m.

El cálculo de IN⊗A se denomina operación paralela [18]. El Algoritmo 1 muestra
la implementación del ejemplo anterior.

El siguiente teorema presenta algunas de las propiedades más importantes del
producto de Kronecker. Estas propiedades se utilizan a lo largo del presente trabajo.
El lector puede verificar los detalles de la demostración del teorema en [9, 18].
Teorema 1. Sea A ∈ CM×N , B ∈ CR×S, C ∈ CN×P y D ∈ CS×T . Entonces

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C).
(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.
A⊗B = (A⊗ IR)(IN ⊗B).
IR ⊗ IS = IRS.

5Un algoritmo se dice esparcido (o disperso) cuando la matriz que representa a este algoritmo
es de gran tamaño y la mayor parte de sus entradas son iguales a cero.
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Algoritmo 1: Cálculo operación x� (IN ⊗A)y.
Entrada: x ∈ CRN , y ∈ CMN y A ∈ CR×M
Salida: S ∈ CRN
1: para n← 0 : N − 1 hacer
2: xaux ← x[nR : (n+ 1)R− 1]
3: yaux ← y[nM : (n+ 1)M − 1]
4: S[nR : (n+ 1)R− 1]← xaux �Ayaux
5: fin para

3.2. Suma Directa

Definición 3 (Suma Directa). La suma directa matricial se define como el operador
⊕ : CM×N × CP×Q → C(M+P )×(N+Q) tal que, para A ∈ CM×N y B ∈ CP×Q,
A⊕B ∈ C(M+P )×(N+Q) es

A⊕B =
(
A

B

)
.

Para un conjunto indexado de matrices {Cn}n∈ZN , tal que Cn ∈ CMn×Nn , la
suma directa se representa

C =
⊕
n∈ZN

Cn = C0 ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕ CN−1 =


C0

C1
. . .

CN−1


donde C ∈ CM×N conM =

∑
n∈ZN Mn y N =

∑
n∈ZN Nn. Si el conjunto {Cn}n∈ZN

cumple que Ck = Cl, para todo k, l ∈ ZN , entonces⊕
n∈ZN

Cn = IN ⊗ Cn.

3.3. Operadores de permutación

Definición 4 (Operadores Lineales y Unitarios).

1. O : CN → CN es un operador lineal si O(αv1 + v2) = αO(v1) +O(v2), donde
v1, v2 ∈ CN y α ∈ C.

2. Un operador U : CN → CN es un operador unitario si es lineal y UU∗ = I,
donde U∗ es el operador adjunto de U y I es el operador identidad.

Todo operador unitario en CN tiene una representación matricial. Por ejemplo,
IN es la representación matricial del operador identidad I; además la representación
matricial del operador adjunto U∗ es la matriz transpuesta conjugada del operador
U . Un ejemplo de un operador unitario es el operador de permutación. El operador
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de permutación, L : CN → CN , es un operador que realiza un re-acomodo de las
entradas de un vector en CN . La representación matricial del operador de permuta-
ción, o simplemente matriz de permutación, es una matriz binaria cuadrada de orden
N que tiene exactamente una entrada con el valor de 1 en cada fila y columna, y
el valor de 0 en las otras entradas. La matriz de permutación se representa como
L ∈ CN×N .
Ejemplo 3. Sea v ∈ C4. Una permutación para v es L{v} = (v[0], v[2], v[1], v[3])T .
La representación matricial del operador L es la matriz L ∈ C4×4 dada por

L =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

Los operadores de permutación también pueden actuar sobre CM×N , realizando
permutaciones a las filas.
Ejemplo 4. Sea A ∈ C4×4. Utilizando el operador de permutación L del Ejemplo 3,
aplicado a la matriz A, se obtiene

L{A} =


A0,0 A0,1 A0,2 A0,3
A2,0 A2,1 A2,2 A2,3
A1,0 A1,1 A1,2 A1,3
A3,0 A3,1 A3,2 A3,3

 .

Tres ejemplos de operadores de permutación son el operador de permutación de
orden N y paso R, el operador de traslación y el operador de orden exponencial.

1. Operador de Permutación de Orden N y Paso R: Sea N = RS. El
operador de permutación de orden N y paso R, LNR , es el operador definido
por la regla LNR {v ⊗ w} = w ⊗ v, para v ∈ CR y w ∈ CS . La representación
matricial del operador LNR es la matriz LNR ∈ CN×N . Además

LNRL
N
S = IN . (2)

Como se mencionó en la sección anterior, el producto de Kronecker no es
conmutativo. A pesar de ello, este tipo de matrices de permutación tratan de
dar una noción de conmutatividad, como se explica en el Teorema 2. El lector
puede ver los detalles de la demostración en [9, 18].
Teorema 2 (Conmutación de productos de Kronecker). Sea N = RS, A ∈
CR×R y B ∈ CS×S. Entonces A⊗B = LNR (B ⊗A)LNS .

La implementación de este operador se puede hacer de tal manera que su com-
plejidad computacional sea lineal. El Algoritmo 2 muestra tal implementación.

2. Operador de Traslación: Sea m ∈ ZN . El operador de traslación, Sm, es el
operador de permutación definido por la regla Sm{v}[n] = v[〈n−m〉N ], para
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Algoritmo 2: Permutación de Orden N y Paso R (N = RS).
Entrada: x ∈ CN
Salida: y ∈ CN
1: para r ← 0 : R− 1 hacer
2: para s← 0 : S − 1 hacer
3: y[r +Rs]← x[Sr + s]
4: fin para
5: fin para

v ∈ CN , donde 〈a〉N = a módulo N . La constante m se denomina constante
de traslación. La constante de traslación es un número en el conjunto ZN , por
lo que cuando se utilice la notación S−m, el valor −m es una representación
módulo N , es decir, S−m = S〈−m〉N . Además, si m ∈ ZN , entonces S−m =
SN−m, donde N −m ∈ ZN . La representación matricial del operador Sm es la
matriz Sm ∈ CN×N . La implementación de este operador se puede hacer de tal
manera que su complejidad computacional sea lineal. El Algoritmo 3 muestra
tal implementación.

Algoritmo 3: Permutación de Traslación con constante m.
Entrada: m ∈ ZN y x ∈ CN
Salida: y ∈ CN
1: para n← 0 : N − 1 hacer
2: y[n]← x[〈n−m〉N ]
3: fin para

3. Operador de Orden Exponencial: El operador de orden exponencial se
define para elementos de CN , donde N es un número primo. Consideremos el
conjunto UN = {1, 2, . . . , N −1}. Si N es un número primo, entonces existe un
elemento a ∈ UN que genera, mediante potencias, todos los elementos de UN .
Es decir, tal que el conjunto {1, a, 〈a2〉N , . . . 〈aN−2〉N} sea una permutación de
los elementos de UN .
Consideremos el conjunto πa = {0, 1, a, 〈a2〉N , . . . , 〈aN−2〉N}. El conjunto πa
es una permutación del conjunto ZN . Por lo tanto, si N es un número primo y
a es un generador de UN , el operador de orden exponencial, La, es el operador
de permutación definido por la regla

La{v}[n] =


v[0], si n = 0,

v[〈an−1〉N ], si n ∈ UN ,

para v ∈ CN . La representación matricial del operador de permutación ex-
ponencial es la matriz La ∈ CN×N . La implementación de este operador se
puede hacer de tal manera que su complejidad computacional sea lineal. El
Algoritmo 4 muestra tal implementación.
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Algoritmo 4: Permutación de Orden Exponencial, con generador a.
Entrada: x ∈ CN y a ∈ UN (generador)
Salida: y ∈ CN
1: v = 0
2: para n← 0 : N − 1 hacer
3: y[n]← x[v]
4: v = 〈an〉N
5: fin para

3.4. Otros Operadores

1. Operador de Acumulación de Matrices: Sea {An}n∈ZN un conjunto de
N matrices tal que An ∈ CMn×P . El operador de acumulación de matrices,⊔

:
∏
n∈ZN CMn×P → CM×P , donde M =

∑
n∈ZN Mn, se define como

⊔
{{An}} =


A0
A1
...

AN−1

 .

La única condición que deben tener los elementos de {An} es coincidir en
el número de columnas. Con el fin de simplificar la notación, el operador de
acumulación se representará como⊔

{{An}} =
⊔
n∈ZN

An.

2. Operador Vec: El operador vec, V : CM×N → CMN , es un operador que
actúa sobre CM×N y da como resultado un vector formado por la acumulación
de las columnas de las matrices. Si B ∈ CM×N y Bn representa la columna n
de la matriz B, entonces

V{B} =


B0
B1
...

BN−1

 .

3. Operador Vec Inverso: El inverso del operador vec,RM,N : CMN → CM×N ,
también conocido como operador re-shape, es el operador que transforma un
vector de dimensión MN a una matriz de dimensión M × N . Sea v ∈ CMN

dado por

v =


v0
v1
...

vN−1

 , vn ∈ CM ;
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entonces RM,N{v} = (v0 v1 . . . vN−1), donde cada vn representa la columna n
de la matriz resultante.

Detalles de la implementación de estos operadores se aportan en la Sección 4.2 y
en la Sección 4.3, aplicados a la representación matricial de la función discreta de am-
bigüedad y de la distribución discreta de Cohen, respectivamente. La Proposición 1
describe una relación de los operadores V y RN,N con la matriz de permutación LN2

N .

Proposición 1. Sean v ∈ CN2 y A ∈ CN×N . Entonces

1. (RN,N{v})T = RN,N{LN
2

N v}. 2. V{AT } = LN
2

N V{A}.

Demostración.

1. Sea v ∈ CN2 dado por

v =


v0
v1
...

vN−1

 ,

con vn ∈ CN . Entonces RN,N{v} = (v0 v1 . . . vN−1). Pero

(RN,N{v})m,n = vj [i]⇒ (RN,N{v})Tm,n = vm[n],

para m,n ∈ ZN . Por otro lado

LN
2

N v =


v′0
v′1
...

v′N−1

 ,

donde v′j [i] = vi[j]. Entonces
(
RN,N{LN

2

N v}
)
m,n

= v′n[m] = vm[n].

2. Se sabe que si V{A} = a, con a ∈ CN2 , entonces A = RN,N{a}. Del pri-
mer punto de esta proposición se deduce que (RN,N{a})T = RN,N{LN

2

N a}.
Aplicando el operador V a ambos lados de la ecuación anterior, se obtiene

V{(RN,N{a})T } = V{RN,N{LN
2

N a}} ⇒ V{AT } = LN
2

N V{A}.

4. Transformadas Discretas Armónicas

Una transformada discreta armónica de una señal x ∈ l2(ZN ) es una aplicación Tx
tal que dicha transformada realiza una representación de x como una superposición
de ondas, conocidas como armónicos. Un ejemplo de una onda es la señal y[n] = ωnN ,
donde ωN = e2πi/N es la N -ésima raíz de la unidad. A continuación se explicarán
tres tipos de transformadas discretas armónicas: la transformada discreta de Fourier
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o DFT (del inglés discrete Fourier transform), la función discreta de ambigüedad o
DAF (del inglés discrete ambiguity function) y la distribución discreta de Cohen o
DCD (del inglés discrete Cohen distribution).

La DFT de una señal x ∈ l2(ZN ) es una transformada unidimensional:

Fx : ZN → C
n → Fx[n]

En cambio, la DAF y la DCD de la señal x ∈ l2(ZN ), con la señal eco y ∈ l2(ZN ),
son transformadas bidimensionales:

Ax,y : ZN × ZN → C
(m, k) 7→ Ax,y[m, k]

Cx,y : ZN × ZN → C
(m, k) 7→ Cx,y[m, k]

4.1. Transformada Discreta de Fourier

Definición 5 (Transformada Discreta de Fourier). Sea x ∈ l2(ZN ). La transfor-
mada discreta de Fourier de orden N de la señal x, o simplemente DFT, se define
como la aplicación Fx : ZN → C dada por

Fx[k] =
∑
n∈ZN

x[n]ω−nkN , k ∈ ZN ,

donde ωN = e2πi/N .

Ya que el conjunto l2(ZN ) es isomorfo al conjunto CN , a través de la función
identidad, entonces una señal l2(ZN ) se puede interpretar como un elemento de CN
y, mediante esta identificación, realizar operaciones matriciales a la señal x. La DFT
tiene una representación matricial a partir de la matriz finita de la transformada de
Fourier [18, 21], también conocida como matriz DFT.
Definición 6 (Matriz DFT). La matriz DFT se define como FN ∈ CN×N con
(FN )m,n = ω−mnN , para m,n ∈ ZN . La representación matricial de la DFT de x es

Fx = FNx.

4.1.1. Transformada Rápida de Fourier

J. W. Cooley y J. W. Tukey [8] fueron los primeros en desarrollar un algorit-
mo para realizar el cálculo de la DFT de una manera rápida. Este algoritmo es
conocido como la transformada rápida de Fourier de Cooley-Tukey o FFT Cooley-
Tukey (del inglés fast Fourier transform). La FFT reduce significativamente el coste
computacional de la DFT para señales de longitud N , siendo N un número compues-
to [18]. Sea x ∈ l2(ZN ) tal que N es un número compuesto: N = RS. El algoritmo
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de Cooley-Tukey plantea que la DFT de x, de orden N , se puede calcular utilizando
R transformadas discretas de Fourier de orden S, es decir,

Fx[k] =


Fx0 [m], si k = Rm,

Fx1 [m], si k = Rm+ 1,
...

FxR−1 [m], si k = Rm+ (R− 1),

con k ∈ ZN y m ∈ ZS , donde

Fxr [m] =
∑
s∈ZS

xr[s]ω−smS y xr[s] = ω−srN

∑
r′∈ZR

x[s+ r′S]ω−r
′r

R

para r ∈ ZR. Importantes investigadores como J. Johnson et al. [10] o Tolimieri et
al. [18] han obtenido una factorización de la matriz DFT utilizando el algoritmo
FFT como referencia. El Teorema 3 explica dicha factorización y utiliza el producto
de Kronecker, permitiendo su implementación en paralelo. El lector puede verificar
los detalles de la demostración en [18].
Teorema 3. Sea N = RS. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente
manera:

FN = LNS (IR ⊗ FS)LNR TNR (IS ⊗ FR)LNS , (3)
donde TNR ∈ CN×N es conocido como la matriz «twiddle factor», la cual es una
matriz diagonal por bloques tal que

TNR =
⊕
s∈ZS

(DN
R )s,

con DN
R = diag(1, ω−1

N , . . . , ω
−(R−1)
N ).

La ecuación (3) muestra que la matriz DFT se puede factorizar utilizando fac-
tores que contengan el producto de Kronecker, por lo que se puede realizar una
implementación en paralelo. El Algoritmo 5 muestra la implementación del cálculo
de FNx, basada en el teorema anterior.

En el Algoritmo 5 se puede observar que los pasos 3–4 y 17–18, que representan
el cálculo de las DFT de orden S y R, respectivamente, son independientes en cada
iteración, por lo que pueden implementarse en paralelo. Los pasos 9–13 realizan el
producto de la matriz «twiddle factor»; al ser dicha matriz diagonal y por bloques,
dichos pasos son también independientes en cada iteración, por lo que se pueden
implementar también en paralelo.

Otro caso a considerar es aquel en el que N es un número primo. Este traba-
jo fue desarrollado por S. Winograd [23]. El Teorema 4 expone los detalles de la
factorización en este supuesto.
Teorema 4. Sea N un número primo y sea a ∈ UN un generador del conjunto UN .
La matriz DFT puede factorizarse de la siguiente manera:

FN = L−1
a (1⊕ FN−1)(1⊕D)(1⊕ FN−1)ALa,
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Algoritmo 5: Cálculo de FNx, donde N es compuesto (N = RS).
Entrada: x ∈ CN
Salida: y ∈ CN

1: y ← LNS {x}
2: para n← 0 : S − 1 hacer
3: yaux ← y[nR : (n+ 1)R− 1]
4: y[nR : (n+ 1)R− 1]← Fyaux
5: fin para
6: u← 1R
7: d← (1, ω−1

N , . . . , ω
−(R−1)
N )T

8: para s← 1 : S − 1 hacer
9: yaux ← y[sR : (s+ 1)R− 1]
10: para n← 1 : s hacer
11: u← u� d
12: fin para
13: y[sR : (s+ 1)R− 1]← d� yaux
14: fin para

15: y ← LNR {x}
16: para n← 0 : R− 1 hacer
17: yaux ← y[nS : (n+ 1)S − 1]
18: y[nS : (n+ 1)S − 1]← Fyaux
19: fin para
20: y ← LNS {x}

donde
D ∈ C(N−1)×(N−1) es una matriz diagonal tal que D = F−1

N−1WF−1
N−1, donde

W ∈ C(N−1)×(N−1) es el núcleo de Winograd: Wm,n = (ωN )〈am+n〉N ;
A ∈ CN×N es

A =
(

1 1TN−1
−1N−1 IN−1

)
.

La idea del teorema anterior es factorizar la matriz FN de tal manera que los
factores contengan la matriz FN−1. Como N es primo, entonces N−1 es compuesto,
si N > 3, por lo que se puede utilizar el Teorema 3 para su cálculo. El Algoritmo 6
muestra la implementación del cálculo de FNx, basada en el teorema anterior.

Algoritmo 6: Cálculo de FNx, donde N es primo.
Entrada: x ∈ CN y a ∈ UN (generador)
Salida: y ∈ CN

1: y ← La{x}
2: const←

∑
n∈ZN y[n]

3: para n← 1 : N − 1 hacer
4: y[n]← y[n]− y[0]
5: fin para
6: y[0]← const

7: yaux ← y[1 : N − 1]
8: yaux ← Fyaux
9: yaux ← D · yaux
10: yaux ← Fyaux
11: y[1 : N − 1]← yaux
12: y ← L−1

a {y}

A partir del Teorema 3 y del Teorema 4 pueden considerarse variaciones de las
factorizaciones de la matriz FN , que tratan de aumentar la rapidez del cálculo de la
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DFT. Por ejemplo, podemos mencionar los algoritmos de Pease, Good-Thomas, el
algoritmo mixed Radix Cooley-Tukey o el algoritmo mixed Radix Agarwal-Cooley,
entre otros. Ver [18, 21] para más detalles.

4.1.2. Transformada Discreta de Fourier en 2 Dimensiones

La Transformada Discreta de Fourier en 2 dimensiones es una transformada
bidimensional, que extiende el concepto de la DFT para señales en l2(ZN × ZN ).
Definición 7. Sea x ∈ l2(ZN × ZN ). Entonces la transformada de Fourier en 2
dimensiones de x, o 2D-DFT, se define como la aplicación F2D

x : ZN × ZN → C
dada por

F2D
x [m, k] =

∑
τ∈ZN

∑
ν∈ZN

x[τ, ν]ω−(mτ+kν)
N .

Al ser bidimensional, la 2D-DFT de x puede ser interpretada como una matriz
F 2D
x ∈ CN×N tal que (F 2D

x )m,k = F2D
x [m, k]. Tolimieri et al. [19] y Kumhom et al.

[12] explican que la matriz F 2D
N puede ser calculada de la siguiente forma:

F 2D
x = RN,N{(FN ⊗ FN )V{X}}, (4)

donde X ∈ CN×N tal que Xm,k = x[m, k]. Los detalles de la implemetación del
algoritmo para la 2D-DFT se describen en la Sección 4.3.

4.2. Función Discreta de Ambigüedad

En 1953, P. M. Woodward definió la función continua de ambigüedad [24] como
un mecanismo formulado para describir el efecto Doppler en los receptores de filtro
apareados [3]. Woodward reconoció la influencia de la teoría de la comunicación de
Shannon, a partir de 1948, en sus ideas, y explicó la importancia de la «ambigüedad»
en el procesamiento de señales de radares, tal vez el mejor concebido en términos de
una forma del principio de incertidumbre.
Definición 8 (Función Continua de Ambigüedad). Sea f, g ∈ L2(R). Entonces la
función continua de ambigüedad de f , g se define como la aplicación Af,g : R×R→
C dada por

Af,g(t, θ) =
∫
R
f

(
x+ t

2

)
g

(
x− t

2

)
e2iπxθ dx.

Realizando un cambio de variable, la función de ambigüedad se puede reescribir
como

Af,g(t, θ) = eiπtθ
∫
R
f(x+ t)g(x)e2iπxθ dx. (5)

Existen muchas variantes de esta definición de ambigüedad, como el lector puede
consultar en [1, 2, 11, 15, 20]. Pero todas estas variaciones coinciden a través de la
función módulo de lo números complejos. A nivel de implementación, Richman et al.
[14] definen la función de ambigüedad de tal manera que admita una representación
con dominio discreto y finito.
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Definición 9 (Función Discreta de Ambigüedad). Sean x, y ∈ l2(ZN ). Entonces
la función discreta de ambigüedad de x, y, o simplemente DAF, se define como la
aplicación Ax,y : ZN × ZN → C dada por

Ax,y[m, k] = λm,k
∑
n∈ZN

x[〈n+m〉N ] y[n]ωnkN ,

donde y ∈ l2(ZN ) es la señal conjugada de la señal y, y λm,k ∈ C es6

λm,k =


ωqmkN , si N es impar, donde q ∈ ZN tal que 2q ≡ 1 mód N,

ω
mk/2
N , si N es par, tal que 〈mk〉N < N

2 ,

ω
(mk−N)/2
N , si N es par, tal que 〈mk〉N ≥

N
2 .

Al ser la DAF una función de dos dimensiones, puede representarse como una
matriz.
Definición 10 (Matriz DAF). Sea x, y ∈ CN . La matriz DAF se define como
Ax,y ∈ CN×N con (Ax,y)m,k = Ax,y[m, k], para m, k ∈ ZN .

La matriz DAF se puede implementar a través de un algoritmo en paralelo,
mediante una estructura que utiliza el producto de Kronecker y de Hadamard. El
Teorema 5 explica los detalles de la representación matricial del algoritmo.
Teorema 5. Sea x, y ∈ CN , Ax,y ∈ CN×N la matriz DAF. Entonces

Ax,y = P �RN,N{LN
2

N

[
IN ⊗ FN

]
[X � (1N ⊗ y)]}, (6)

donde

1. X ∈ CN2 es X =
⊔
m∈ZN S−m{x};

2. P ∈ CN×N cumple Pm,k = λm,k;
3. FN ∈ CN×N es la matriz conjugada de FN .

Demostración. Sea a = LN
2

N

[
IN ⊗ FN

]
[X � (1N ⊗ y)], donde a ∈ CN2 . Desarro-

llando el vector a, se obtiene

a = LN
2

N

⊔
m∈ZN

Hm, (7)

donde Hm ∈ CN es Hm = FN (S−m{x} � y). Aplicando el operador RN,N a ambos
lados de la ecuación (7) y utilizando la Proposición 1, se obtiene

RN,N{a} = RN,N

{
LN

2

N

⊔
m∈ZN

Hm

}
=
(
RN,N

{ ⊔
m∈ZN

Hm

})T
.

6La representación en continuo de la función de ambigüedad, la ecuación (5), posee la fracción 1
2

en la constante eiπtθ = e2iπ tθ2 , al realizar el cambio de variable. Como 1
2 no es un elemento de ZN ,

se consideran tres casos de la constante ei
2π
N

〈mk2 〉N . Ver [14] para más detalles.
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Sea H ∈ CN×N dada por

H = RN,N

{ ⊔
m∈ZN

Hm

}
,

donde H = (H0 H1 . . . HN−1) y cada Hm representa una columna de la matriz H.
Entonces

RN,N{ax,y} = HT
m,k = Hk,m = Hm[k] =

∑
n∈ZN

x[〈n+m〉N ] y[n]ωnkN .

Ahora, realizando el producto de Hadamard de P y HT se obtiene

(P �HT )m,k = (P )m,k � (H)k,m = λm,k
∑
n∈ZN

x[〈n+m〉N ] y[n]ωnkN = Ax,y[m, k].

Por lo tanto, se concluye que la matriz DAF se puede obtener de la siguiente manera:

Ax,y = P �RN,N{LN
2

N

[
IN ⊗ FN

]
[X � (1N ⊗ y)]}.

En el teorema anterior se puede apreciar que la matriz P es una matriz simétrica,
ya que λm,k = λk,m. El Algoritmo 7 muestra la implementación de la ecuación (6).
Los pasos 2–4 son independientes en cada iteración, lo que permite su cálculo en
paralelo.

Algoritmo 7: Cálculo de la matriz DAF.
Entrada: x, y ∈ CN
Salida: Ax,y ∈ CN×N
1: para m = 0 : N − 1 hacer
2: v ← x� S−m{y}
3: Paux ← (λm,0, λm,1, . . . , λm,N−1)T
4: Ax,y[:,m]← Paux �Fv
5: fin para
6: Ax,y ← ATx,y

4.3. Distribución Discreta de Cohen

Una de las principales aplicaciones de la función de ambigüedad fue presenta-
da por L. Cohen en el artículo «Generalized Phase-Space Distribution Functions»
[6] y luego profundizada en su libro «Time-frequency analysis: theory and appli-
cations» [7]. Cohen desarrolló una representación general de cualquier función en
tiempo-frecuencia continua, la cual denominó clase general. Cohen describe que to-
da representación bidimensional en tiempo-frecuencia, para f, g ∈ L2(R), puede ser
obtenida a partir de la aplicación Cf,g : R× R→ C definida como

Cf,g(t, θ) =
∫
R

∫
R
Af,g(τ, η)φ(τ, η)e−j2π(tη+θτ) dη dτ, (8)
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donde Af,g es la función continua de ambigüedad de f y g y φ ∈ L2(R×R) es cono-
cida como función núcleo. El Cuadro 1 muestran algunos ejemplos de las funciones
núcleo más conocidas para el caso continuo explicado anteriormente, θ(τ, η), y su
representación discreta, θ[τ, η].

Nombre φ(τ, η) φ[τ, η]
Wigner 1 1

Margenau-Hill cos (πτη) cos (πτη)
Kirwood-Rihanzek e−πτη e−πτη

Born-Jordan sen(πτη)
πτη

sen(πτη)
πτη

Choi-Williams e−α(πτθ/2)2
e−α(πτθ/2)2

Zhao-Atlas-Marks e−ατ
2 |τ | sen(απθτ/2)

απθτ/2 e−ατ
2 |τ | sen(απθτ/2)

απθτ/2

Cuadro 1: Funciones núcleo: Caso continuo (θ(τ, η)) y discreto (θ[τ, η]).

La aplicación Cf,g también recibe el nombre de distribución de Cohen y puede
ser vista como la transformada continua de Fourier en dos dimensiones de Af,gφ,
considerando que los parámetros del dominio están transpuestos. M. Richman et al.
[14] presentaron una formulación discreta de la expresión dada en (8), utilizando la
función núcleo de Wigner, es decir, θ[τ, η] = 1. Basado en el trabajo de Richman,
se define una representación discreta y finita de la clase general definida por Cohen,
utilizando la DAF, denominada distribución discreta de Cohen.
Definición 11 (Distribución Discreta de Cohen). Sean x, y ∈ l2(ZN ). La distribu-
ción discreta de Cohen de x, y, o simplemente DCD, se define como la aplicación
Cx,y : ZN × ZN → C dada por

Cx,y[m, k] =
∑
τ∈ZN

∑
η∈ZN

Ax,y[τ, η]φ[τ, η]ω−(mη+kτ)
N ,

donde φ ∈ CN es la función núcleo y Ax,y es la DAF de x, y.
Como en el caso de la DAF y debido a su estructura bidimensional, Cx,y puede

ser también representada como una matriz.
Definición 12 (Matriz DCD). Sean x, y ∈ CN . La matriz DCD se define como
Cx,y ∈ CN×N con (Cx,y)m,k = Cx,y[m, k], para m, k ∈ ZN .

Al igual que en el caso continuo, Cx,y puede ser vista como la transformada
discreta de Fourier en dos dimensiones de Ax,y�φ, considerando que los parámetros
del dominio están transpuestos, es decir:

Cx,y[m, k] = F2D
Ax,y�φ[k,m].

Utilizando la representación matricial de la 2D-DFT, definida en la ecuación (4),
la matriz DCD se puede expresar como

Cx,y = RN,N{(FN ⊗ FN )V{(Ax,y � φ)T }}, (9)
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donde φ ∈ CN×N es la representación matricial de la función núcleo. Ahora, consi-
deremos lo siguiente:

1. Por la Proposición 1,

V{(Ax,y � φ)T } = LN
2

N V{(Ax,y � φ)}.

Por tanto, aplicando esta sustitución en la ecuación (9) se obtiene

Cx,y = RN,N{(FN ⊗ FN )LN
2

N V{(Ax,y � φ)}}. (10)

2. Por el Teorema 1,

FN ⊗ FN = (IN ⊗ FN )(FN ⊗ IN ).

Por tanto, aplicando esta sustitución en la ecuación (10) se obtiene

Cx,y = RN,N{(IN ⊗ FN )(FN ⊗ IN )LN
2

N V{(Ax,y � φ)}}. (11)

3. Por el Teorema 2,
FN ⊗ IN = LN

2

N (IN ⊗ FN )LN
2

N .

Por tanto, aplicando esta sustitución en la ecuación (11) se obtiene

Cx,y = RN,N{(IN ⊗ FN )LN
2

N (IN ⊗ FN )LN
2

N LN
2

N V{(Ax,y � φ)}}. (12)

4. De la ecuación (2),
LN

2

N LN
2

N = IN2 ,

y aplicando esta igualdad en la ecuación (12) se obtiene

Cx,y = RN,N{(IN ⊗ FN )LN
2

N (IN ⊗ FN )V{(Ax,y � φ)}}.

Esto permite concluir el siguiente teorema:
Teorema 6. Sean x, y ∈ CN ; Cx,y ∈ CN×N la matriz DCD de x, y; Ax,y ∈ CN×N
la matriz DAF de x, y; φ ∈ CN×N la matriz que representa a la función núcleo.
Entonces

Cx,y = RN,N
{

(IN ⊗ FN )LN
2

N (IN ⊗ FN )V{(Ax,y � φ)}
}
. (13)

El Algoritmo 8 muestra la implementación de la ecuación (13).
En el citado Algoritmo 8 se puede observar que los pasos 3–4 y 8–9, que represen-

tan el cálculo de la DFT, son independientes en cada iteración, por lo que se pueden
implementar en paralelo.
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Algoritmo 8: Cálculo de la matriz DCD.
Entrada: Ax,y, φ ∈ CN×N
Salida: Cx,y ∈ CN×N

1: Cx,y ← Ax,y � φ
2: para n = 0 : N − 1 hacer
3: yaux ← Cx,y[:, n]
4: Cx,y[:, n] = Fyaux
5: fin para

6: Cx,y ← CTx,y
7: para n = 0 : N − 1 hacer
8: yaux ← Cx,y[:, n]
9: Cx,y[:, n] = Fyaux

10: fin para

5. Conclusiones

El presente artículo desarrolla la representación matricial de tres transforma-
das discretas armónicas: la transformada discreta de Fourier, la función discreta de
ambigüedad y la distribución discreta de Cohen. Tal desarrollo matricial se realiza
utilizando un conjunto de operadores matriciales que permiten el diseño e imple-
mentación de algoritmos en paralelo (el producto de Hadamard, el producto de Kro-
necker, la suma directa, el operador de acumulación, el operador vec y su inverso)
así como introduciendo tres operadores de permutación: el operador de permutación
de orden N y paso R, el operador de traslación y el operador de orden exponencial.

También se presentan dos nuevos resultados, los Teoremas 5 y 6, relacionados con
las matrices DAF y DCD, respectivamente. Además, se muestra el pseudo-código de
los algoritmos desarrollados, implementados en MATLABr, utilizando dos toolbox
que permiten el cálculo en paralelo: pMatlab Toolbox c©, desarrollado por el Labora-
torio Lincoln del MIT, y Parallel Computing Toolbox c©, diseñado por Mathworks.

Un ejemplo de la implementación aparece en la Figura 1, donde se muestra la
gráfica del módulo de la DAF de la señal u ∈ l2(Z100), la cual es una señal de
Wiener,7 y la gráfica del módulo de la DCD de la señal v ∈ l2(Z101), la cual es una
señal de Björck,8 utilizando la función núcleo de Wigner. Para cada uno de los casos
se utiliza la misma señal (la de Wiener y de Björck) como su respectiva señal eco. En
la Figura 1 (a), el comportamiento de la DAF de una señal de Wiener muestra que,
si m+ k ≡ 0 mód 100, entonces la DAF alcanza su máximo valor; en caso contrario
el resultado es cero. En la Figura 1 (b), el comportamiento de la DCD de una señal

7Sea M = N , si N impar, o M = 2N , si N es par. Una señal de Wiener se define como la señal
u ∈ l2(ZN ) con u[n] = e2iπkn2/M , donde k y M son primos relativos.

8Sea N un número primo tal que N ≡ 1 mód 4. Una señal de Björck se define como la señal

v ∈ l2(ZN ) con v[n] = e
2iπθ
(
n
N

)
, donde θ = arc cos

(
1

1+
√
N

)
y
(
n
P

)
es el símbolo de Legendre:

(
n
N

)
=

0, si m ≡ 0 mód N,

1, si m es un cuadrado mód N,
−1, si m no es un cuadrado mód N.
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de Björck muestra que su máximo valor lo alcanza cuando m = k = 0. Véase [4]
para más detalles sobre las señales de Wiener y de Björck.

(a) (b)

Figura 1: Ejemplo de gráficas de la DAF (a) y la DCD (b).
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