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Representaciéon matricial de algoritmos en paralelo de la
transformada discreta de Fourier, la funcién discreta de
ambigiiedad y la distribucion discreta de Cohen

por

Juan Pablo Soto Quirés y Domingo Rodriguez

RESUMEN.  En este articulo se explica la representaciéon matricial de tres
transformadas discretas armoénicas: la transformada discreta de Fourier, la fun-
cién discreta de ambigiiedad y la distribucién discreta de Cohen. El desarrollo
matricial se lleva a cabo utilizando un conjunto de operadores matriciales que
contribuyen al andlisis, disefio e implementacién de algoritmos en paralelo.

1. INTRODUCCION

El andlisis armoénico aplicado y numérico ha sido relevante en el area de la inge-
nierfa eléctrica, donde la transformada discreta de Fourier, o DFT (del inglés discrete
Fourier transform), ha tenido un gran papel en el estudio y la comprensién del com-
portamiento de senales unidimensionales discretas con dominio y rango finitos.

SeaZy =1{0,1,2,..., N—1} y C el conjunto de los nimeros complejos. Una senal
unidimensional discreta con dominio y rango finitos es una funcién x con dominio
Zy y codominio C, la cual representa a una cantidad fisica que varia con el tiempo:

r: Zny — C
n = x[n]

El espacio de senales unidimensionales discretas con dominio y rango finitos se
representa con el simbolo 1?(Zy),! el cual es isomorfo al conjunto CV (matrices de
N filas y 1 columna, cuyas entradas son nimeros complejos), a través de la funcién
identidad. En estructura [?(Zy) y CV son iguales; la diferencia es conceptual. Por
lo tanto podemos identificar un elemento en 1?(Zy) como un elemento en CV.

Las senales nos ayudan a proporcionar una representacion temporal de alguna
situacién particular, por ejemplo, del sonido de la voz. El sonido es una senal continua
(o sefial analdgica). Realizando un muestreo de la senal continua se puede obtener
una sefial unidimensional discreta, con dominio y rango finitos.? A través de la DFT

IEsta simbologia hace referencia al espacio L2(R) (espacio de funciones cuadrado-integrables,
también conocidas como funciones con energfa finita); ver [22] para mas detalles acerca de L2(R).

2A partir de este momento, en el transcurso del articulo, cuando se utilice el concepto de sefal,
se hara referencia a una sefial unidimensional discreta con dominio y rango finitos.
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se puede obtener una representacién en frecuencia de dichas sefnales. Este tipo de
senales son utilizadas en el area de procesamiento digital de senales.

Una sefial x se puede representar en dos dimensiones a partir de una transformada
discreta bidimensional T y de una senal y, conocida como senal eco:

T: {lz(ZN) XZQ(ZN),ZN XZN} — C
{(x,y),(m,k)} = E,y[mvk]

donde m, k € Zy. En este articulo, una transformada discreta bidimensional de las
senales x,y se expresara como

7;7?!: ZNXZN — C (1)
(m, k) = Teylm, k]

De esta manera, una transformada discreta bidimensional de x, y sera una funcién
con dominio Zy x Zy y codominio C. Ademads, cada 7, se encontrard en el espacio
12(Zn xZx), el cual representa el espacio de sefiales bidimensionales discretas finitas.
El espacio I2(Zy x Zy) es isomorfo a CN*N | a través de la funcién identidad; la
diferencia es similar a la existente entre 12(Zy) y CV, anteriormente descrita.

Dos ejemplos de transformadas discretas bidimensionales son la funcién discreta
de ambigiiedad, o DAF (del inglés discrete ambiguity function) y la distribucién
discreta de Cohen, o DCD (del inglés discrete Cohen distribution). El concepto
de representacién bidimensional en tiempo y frecuencia es propio de la ingenieria
eléctrica, donde se utiliza para resolver problemas de radares y sonares [5], secuencias
CAZAC y el diseno de ondas [2, 11, 16] y criptografia [17], entre otros. Ademads, ha
sido campo de estudio para matematicos, puesto que aporta nuevos conocimientos
en diversas dreas de la matemdtica como, por ejemplo, el andlisis arménico [3] o
la teorfa de grupos [14]; pero tales estudios no han profundizado en el contexto
matricial como el que aqui presentaremos.

El presente articulo desarrolla un marco computacional para la transformada
discreta de Fourier, la funcién discreta de ambigiiedad y la transformada discreta
de Cohen. El marco computacional se basa en estructuras matriciales, utilizando
un conjunto de operadores que contribuyen al andlisis, diseno e implementacién de
algoritmos en paralelo. Entre los operadores matriciales empleados se encuentran los
productos de Hadamard y de Kronecker, la suma directa de matrices, los operadores
de permutacién y el operador vec, entre otros.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2 se introduce
la notacién matricial que se empleard. En la Seccién 3 se definen los operadores
matriciales. En la Seccién 4 se define y desarrolla la representacién matricial de la
transformada discreta de Fourier, la funcién discreta de ambigiiedad y la distribucion
discreta de Cohen. Finalmente, se presentan algunas conclusiones en la Seccién 5.

La seccién referente a la transformada discreta de Fourier se basa en el trabajo
realizado por Van Loan [21] y Tolimieri et al. [18]. En el desarrollo de nuestro articulo
se presentan dos resultados originales (Teoremas 5 y 6), con sus respectivas demos-
traciones, realizadas por los autores. Ademads, los algoritmos desarrollados en este
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trabajo fueron implementados en MATLAB ®), utilizando dos toolbox que permiten
el calculo en paralelo: pMatlab Toolbox (©), desarrollado por el Laboratorio Lincoln
del MIT,3 y Parallel Computing Toolboz ©), disefiado por Mathworks.*

2. NOTACION MATRICIAL

Sea CM*N el conjunto de matrices de M filas y N columnas tal que sus entradas
son ntimeros complejos C = {a + bi | a,b € R, i = /—1}. La matriz Iy € CV*¥
es la matriz identidad de orden NN. Para los propésitos del articulo, las filas y las
columnas de cualquier matriz A € CM*N se indexaran con elementos de Zy; v Zy,
respectivamente. La entrada (m,n) de la matriz A se representa como A, ,, con
m € Zyr yn € Zyn. Ademas, una columna n de la matriz A se representara como A,
o Al:,n]. La notacién A[:,n], similar a la de MATLAB®), se utilizard en el disefio
de los algoritmos.

EJEMPLO 1. Sea B € C3*? dada por

La matriz B tiene 3 filas y 2 columnas:
= las filas estdn indexadas con los elementos de Zs = {0, 1,2}:
Fila 0 = (—2,—i), Filal=(i,0) y Fila 2= (1,2);
» las columnas estdn indexadas con los elementos de Zy = {0, 1}:
Columna 0 = (-2,i,1)T y Columna 1 = (—i,0,2)T.

Ademas, las entradas de la matriz son
Boo= -2, Bip=1, Bopg=1, Bop=—1, B11 =0y B2 =2. O

El conjunto de matrices de N filas y 1 columna, tal que sus entradas son niimeros
complejos, se representa con el simbolo CV. Los elementos de C se llaman vectores
de entradas complejas, o simplemente vectores. Los elementos de este conjunto se
representan con letras mintisculas; ademds, cada entrada de z € CV se indexara con
elementos de Zy:

(0]
1]

ac[N:f 1]

Shttp://www.1ll.mit.edu/mission/isr/pmatlab/pmatlab.html
4nttp://www.mathworks.com/products/parallel-computing



482 REPRESENTACION MATRICIAL DE ALGORITMOS EN PARALELO DE LA DFT, DAF vy DCD

Si z € CV, entonces z[m : n] € C*~™*! representa al vector

z[n _ 1]

donde 0 < m < n < N — 1. Ademas, 1y € CV representa al vector que cumple
1y[n] = 1 para todo n € Zy. A continuacién se describen los operadores matriciales
que se utilizardn en el transcurso del articulo.

3. OPERADORES MATRICIALES

Sean V' y W dos espacios vectoriales. Una aplicacion O de Va W, O :V — W,
se denomina operador. En el caso que V' y W sean iguales a CM*¥ o al producto
cartesiano de P conjuntos CM+*Nk k€ Zp, entonces el operador @ se denomina
un operador matricial. Entre los operadores matriciales mas comunes se encuentran
la suma y resta de matrices, el producto entre un escalar (nimero complejo) y una
matriz, y el producto usual de matrices. Por ejemplo, la suma de matrices se puede
considerar como el operador

+ (CMXNXCMXN N (CMXN
(A, B) — A+B

En este articulo también se utilizan otros operadores matriciales, los cuales van
a contribuir al diseno e implementacion de algoritmos en paralelo. Estos operadores
son:

1. Producto de Hadamard 4. Operadores de Permutacion
2. Producto de Kronecker 5. Operador de Acumulacién
3. Suma Directa 6. Operador vec y su inverso

3.1. ProbpucTos DE KRONECKER Y DE HADAMARD

El producto de Hadamard, también conocido como producto de entradas o pro-
ducto de Schur, y el producto de Kronecker, también conocido como producto direc-
to o producto tensorial, son conceptos que tienen gran importancia en el desarrollo
computacional de la ingenieria eléctrica, especialmente en el campo del procesamien-
to digital de senales [13]. Estos productos difieren de la forma ordinaria del producto
de matrices.

DEFINICION 1 (Producto de Hadamard). El producto de Hadamard se define como el
operador @ : CM*XN  CMXN _y CMXN 4] que, para A, B € CM*N Ao B e CM*N
cumple (A® B)mn = Amn - Bmon-
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DEFINICION 2 (Producto de Kronecker). FEl producto de Kronecker se define como
el operador @ : CM*N x CP*xQ@ — CMPXNQ t41 que, para A € CM*N y B € CP*Q,
A® B € CMPXNQ ¢4

Ao,oB Ao B e Ao (n—1)B
A1 oB A1 B Ay nv-1)B
AR B = . . . .
Av-noB Aw-nyaB - Aw—y,wv-1)B

El producto de Kronecker de dos matrices A y B consiste en una matriz por
bloques, donde cada bloque representa el producto escalar de una entrada de la
matriz A y la matriz B. Es facil verificar que este tipo de producto no es conmutativo.
Ademaés, el producto de Kronecker es una manera compacta y practica de expresar
algoritmos del 4lgebra lineal que son esparcidos.’

Una ventaja de los productos de Hadamard y de Kronecker es que contribuyen
al andlisis, diseno e implementacion de algoritmos en paralelo.

EJEMPLO 2. Sea A € CEXM g c CEN ¢ € CMN. Consideremos la operacién

Este producto de matrices se puede descomponer de la siguiente manera:
Zo A Yo Ty © Ayo
1 A Y1 71 © Ay
. © . . = . )
TN-1 A) \yn-1 TN_1 O Ayn_1

donde z,, € C® y y,, € CM. La operaciéon z ® (Iy ® A)y tiene una complejidad
computacional de O(M RN?), pero al utilizar los productos de Hadamard y de Kro-
necker, se puede dividir en N operaciones x,, ©® Ay,,, para m € Zy, por lo que la
complejidad computacional pasaria a ser O(RMN). La estructura de z(Iy ® A)y
permite su implementacién utilizando célculo en paralelo, ya que el célculo de cada
Tm O Ay, se realiza de manera independiente, para cada valor de m. O

El célculo de Iy ® A se denomina operacién paralela [18]. El Algoritmo 1 muestra
la implementacion del ejemplo anterior.

El siguiente teorema presenta algunas de las propiedades mas importantes del

producto de Kronecker. Estas propiedades se utilizan a lo largo del presente trabajo.
El lector puede verificar los detalles de la demostracién del teorema en [9, 18].

TEOREMA 1. Sea A € CM*N B e CEXS C e CVN*F y D € C¥*T. Entonces
s (AR B)C=A® (B®C(C).
» (A® B)(C® D)=AC ® BD.
= A B=(A®IR)(Iny ® B).
» [p®Is = IRs.

5Un algoritmo se dice esparcido (o disperso) cuando la matriz que representa a este algoritmo
es de gran tamarfio y la mayor parte de sus entradas son iguales a cero.
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Algoritmo 1: Célculo operacién z © (Iy ® A)y.

Entrada: z € C*V, y ¢ CMN y A € CRXM
Salida: S € CEN
1: paran <+ 0: N —1 hacer
20 ZTauzr < znR:(n+1)R—1]
3 Yauz < Y[PM : (n+1)M — 1]
4: SnR:(n+ 1R —1] + Tauzr © AYaua
5. fin para

3.2. SuMmA DIRECTA

DEFINICION 3 (Suma Directa). La suma directa matricial se define como el operador
@ : CMXN 5 CcPxQ  CM+P)X(N+Q) tgl que, para A € CM*N ¢y B e CPxQ,
A® B e CIMTPIX(N+Q) ¢
A
A®B= ( B) .

Para un conjunto indexado de matrices {Cy,}nezy, tal que C, € CMnXNn g
suma directa se representa

Co
Ch
C = @ Ch=CodC1®---dCn_1=

neLn

Cn-a

donde C € CM*Ncon M =3, M,y N =3 ., N,.Siel conjunto {Cp }nezy
cumple que Cy = C, para todo k,l € Zy, entonces

P c.=IvxC,.

neELnN

3.3. OPERADORES DE PERMUTACION

DEFINICION 4 (Operadores Lineales y Unitarios).

1. O:CN = CN es un operador lineal si O(avy + v2) = aO(v1) + O(vs), donde
vi,v2 € CN ya eC.

2. Un operador U : CN — CN es un operador unitario si es lineal y UU* = T,
donde U* es el operador adjunto de U y T es el operador identidad.

Todo operador unitario en CV tiene una representacién matricial. Por ejemplo,
I es la representacion matricial del operador identidad Z; ademaés la representacién
matricial del operador adjunto U* es la matriz transpuesta conjugada del operador
U. Un ejemplo de un operador unitario es el operador de permutacion. El operador
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de permutacién, £ : CN — C¥, es un operador que realiza un re-acomodo de las
entradas de un vector en CV. La representacién matricial del operador de permuta-
cién, o simplemente matriz de permutacion, es una matriz binaria cuadrada de orden
N que tiene exactamente una entrada con el valor de 1 en cada fila y columna, y

el valor de 0 en las otras entradas. La matriz de permutacién se representa como
L e CNxN

EJEMPLO 3. Sea v € C*. Una permutacién para v es L{v} = (v[0],v[2],v[1],v[3])7.
La representaciéon matricial del operador £ es la matriz L € C**? dada por

S O O
o= o o
o O = O
— o O o

Los operadores de permutacién también pueden actuar sobre CM*¥  realizando
permutaciones a las filas.

EJEMPLO 4. Sea A € C**4, Utilizando el operador de permutacién £ del Ejemplo 3,
aplicado a la matriz A, se obtiene

Aoo Aox Aoz Aogs
Ago Azy Asp Ags
Ao Ain Ap A
Aso As1 Aszx Asgs

Tres ejemplos de operadores de permutacién son el operador de permutaciéon de
orden N y paso R, el operador de traslacién y el operador de orden exponencial.

1. Operador de Permutacion de Orden N y Paso R: Sea N = RS. El
operador de permutaciéon de orden N y paso R, £g , es el operador definido
por la regla LY {v ® w} = w ® v, para v € CF y w € C¥. La representacién
matricial del operador LY es la matriz LY € CVN*N. Ademas

LYLY = Iy. (2)

Como se mencioné en la seccién anterior, el producto de Kronecker no es
conmutativo. A pesar de ello, este tipo de matrices de permutacién tratan de
dar una nocién de conmutatividad, como se explica en el Teorema 2. El lector
puede ver los detalles de la demostracién en [9, 18].

TEOREMA 2 (Conmutacién de productos de Kronecker). Sea N = RS, A €
CRxE y B € C5*S. Entonces A® B= LY (B® A)LY.
La implementacion de este operador se puede hacer de tal manera que su com-

plejidad computacional sea lineal. El Algoritmo 2 muestra tal implementacién.

2. Operador de Traslaciéon: Sea m € Zy. El operador de traslacion, S,,, es el
operador de permutacién definido por la regla S, {v}[n] = v[{n — m)n], para
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Algoritmo 2: Permutacién de Orden N y Paso R (N = RS).

Entrada: z € CV
Salida: y € CV
1: parar < 0: R—1 hacer

2: paras< 0:5—1 hacer
3: y[r + Rs] < z[Sr + s
4: fin para

5. fin para

v € CV, donde (a)y = a médulo N. La constante m se denomina constante
de traslacién. La constante de traslacién es un ntiimero en el conjunto Zy, por
lo que cuando se utilice la notaciéon S_,,, el valor —m es una representaciéon
moédulo N, es decir, S_,, = S(_y,),. Ademés, si m € Zy, entonces S_,, =
SN_m, donde N —m € Zy. La representacién matricial del operador S,, es la
matriz S, € CV*N_ La implementacién de este operador se puede hacer de tal
manera que su complejidad computacional sea lineal. El Algoritmo 3 muestra
tal implementacion.

Algoritmo 3: Permutacién de Traslacién con constante m.

Entrada: m € Zy y x € CV
Salida: y € CV
1: paran < 0: N —1 hacer

2:

yl[n] < z[(n —m)n]

3: fin para

3. Operador de Orden Exponencial: El operador de orden exponencial se

define para elementos de CV, donde N es un nimero primo. Consideremos el

conjunto Uy = {1,2,..., N —1}. Si N es un ntimero primo, entonces existe un
elemento a € Uy que genera, mediante potencias, todos los elementos de Uy.
Es decir, tal que el conjunto {1, a, (a®)n, ... {a™~2)x} sea una permutacién de

los elementos de Uy

Consideremos el conjunto 7, = {0,1,a, (a®)n,...,(a¥"2)x}. El conjunto 7,
es una permutacién del conjunto Zy. Por lo tanto, si N es un nimero primo y
a es un generador de Uy, el operador de orden exponencial, £, es el operador
de permutacion definido por la regla

v[0], sin=0,
La{v}n] =

n71>

v[{a N}, sin €Uy,

para v € CN. La representaciéon matricial del operador de permutacién ex-
ponencial es la matriz L, € CV*¥. La implementacién de este operador se
puede hacer de tal manera que su complejidad computacional sea lineal. El
Algoritmo 4 muestra tal implementacion.
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Algoritmo 4: Permutacién de Orden Exponencial, con generador a.

Entrada: z € CV y a € Uy (generador)
Salida: y € CV

1:v=0
2: paran < 0: N —1 hacer
3: y[n] « x[v]
4: v = (a")N
5: fin para
3.4. OTROS OPERADORES

1. Operador de Acumulacién de Matrices: Sea {A,}necz, un conjunto de

N matrices tal que A, € CM»*P El operador de acumulacién de matrices,
LI: IThez, CY*F — CM*P donde M =3, ., My, se define como

A
i) =
An_1
La tnica condicién que deben tener los elementos de {A,} es coincidir en

el nimero de columnas. Con el fin de simplificar la notacién, el operador de
acumulacién se representara como

U{{An}}: |_| Ap.

neLn

. Operador Vec: El operador vec, ¥V : CM*N — CMN e5 un operador que

acttia sobre CM*N y da como resultado un vector formado por la acumulacién

de las columnas de las matrices. Si B € CM*N y B, representa la columna n
de la matriz B, entonces

By
By
V{B} =
By_1

Operador Vec Inverso: El inverso del operador vec, Ry : CMN — CMXN
también conocido como operador re-shape, es el operador que transforma un
vector de dimensiéon M N a una matriz de dimensién M x N. Sea v € CMN
dado por

v = . 9 Un, G(CAQ

UN-1
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entonces Ry n{v} = (vo v1...vn_1), donde cada v, representa la columna n
de la matriz resultante.

Detalles de la implementacién de estos operadores se aportan en la Seccién 4.2 y
en la Seccion 4.3, aplicados a la representaciéon matricial de la funcién discreta de am-
bigiiedad y de la distribucién discreta de Cohen, respectivamente. La Proposicion 1
describe una relacién de los operadores V y R,y con la matriz de permutacién L%z.

PROPOSICION 1. Sean v € CN” y A € CV*N . Entonces
L (Ryn{oD)T =Ry n{LY v} 2. V{AT} = LN*V{A}.

DEMOSTRACION.

1. Sea v € CN” dado por

con v, € CN. Entonces Ry n{v} = (vo v1...vn_1). Pero
(R N{0 ) mm = v5li) = (R n{0}) 10 = vmlnl,

para m,n € Zy. Por otro lado

Yo
/
L%zv = U_l ,
Un_1
donde vj[i] = v;[j]. Entonces (RN,N{L%2U}> = v [m] = vy [n].

m,n
2. Se sabe que si V{A} = a, con a € CN’, entonces A = Ry n{a}. Del pri-

mer punto de esta proposicién se deduce que (Ry y{a})? = RN7N{£%2a}.
Aplicando el operador V a ambos lados de la ecuacién anterior, se obtiene

IRy n{a})T} = VIRNN{LN a}} = V{AT} = LY V{A}. O

4. TRANSFORMADAS DISCRETAS ARMONICAS

Una transformada discreta arménica de una sefial x € [2(Zy) es una aplicacién T,
tal que dicha transformada realiza una representaciéon de x como una superposicién
de ondas, conocidas como arménicos. Un ejemplo de una onda es la sefial y[n] = wh,
donde wy = €*™/N es la N-ésima raiz de la unidad. A continuacién se explicaran
tres tipos de transformadas discretas armonicas: la transformada discreta de Fourier



LA GACETA % ARTICULOS 489

o DFT (del inglés discrete Fourier transform), la funcién discreta de ambigiiedad o
DAF (del inglés discrete ambiguity function) y la distribucién discreta de Cohen o
DCD (del inglés discrete Cohen distribution).

La DFT de una sefial = € [*(Zy) es una transformada unidimensional:

Fo: Zn — C
n = Fin]

En cambio, la DAF y la DCD de la sefial z € [?(Zy ), con la sefial eco y € I?(Zy),
son transformadas bidimensionales:

A%yi ZN><ZN — C C%y: ZN><ZN — C
(m, k) = Ay y[m, k] (m, k) = Cqpylm, k]

4.1. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

DEFINICION 5 (Transformada Discreta de Fourier). Sea z € [?(Zy). La transfor-
mada discreta de Fourier de orden N de la senal x, o simplemente DFT, se define
como la aplicacion F, : Zy — C dada por

Folk] = > alnJwy™, k€ Zy,
neLnN
donde wy = e2™/N
Ya que el conjunto (?(Zy) es isomorfo al conjunto CV, a través de la funcién
identidad, entonces una sefial [?(Zy) se puede interpretar como un elemento de C
y, mediante esta identificacién, realizar operaciones matriciales a la senal x. La DFT
tiene una representacién matricial a partir de la matriz finita de la transformada de
Fourier [18, 21], también conocida como matriz DFT.
DEFINICION 6 (Matriz DFT). La matriz DFT se define como Fx € CN*N con

—mn

(EN)mn =wy ™", para m,n € Zy. La representacion matricial de la DFT de x es

}; ZZfﬁvx.

4.1.1. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

J. W. Cooley y J. W. Tukey [8] fueron los primeros en desarrollar un algorit-
mo para realizar el cdlculo de la DFT de una manera rapida. Este algoritmo es
conocido como la transformada rapida de Fourier de Cooley-Tukey o FFT Cooley-
Tukey (del inglés fast Fourier transform). La FFT reduce significativamente el coste
computacional de la DFT para senales de longitud N, siendo N un ntimero compues-
to [18]. Sea = € I2(Zy) tal que N es un ntimero compuesto: N = RS. El algoritmo
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de Cooley-Tukey plantea que la DFT de z, de orden NN, se puede calcular utilizando
R transformadas discretas de Fourier de orden S, es decir,

]kohnL si k = Rm,
Fur[m], sik=Rm+1,
Fulk] = .

Fep_,m], sik=Rm+ (R-1),

TR—1

con k € Zy y m € Zg, donde

Fe, Im] = Z ze[slwg®™ y  xp[s] =wiy" Z x[s + T/S]w;f/r
S€ZLgs r"€Lr

para r € Zg. Importantes investigadores como J. Johnson et al. [10] o Tolimieri et
al. [18] han obtenido una factorizacién de la matriz DFT utilizando el algoritmo
FFT como referencia. El Teorema 3 explica dicha factorizacién y utiliza el producto
de Kronecker, permitiendo su implementacién en paralelo. El lector puede verificar
los detalles de la demostracién en [18].

TEOREMA 3. Sea N = RS. La matriz DFT se puede factorizar de la siguiente
manera:

Fy=LJ(Ir® Fs)Ly TH (Is ® FR)L§, (3)

donde Tg € CNXN es conocido como la matriz «twiddle factors, la cual es una
matriz diagonal por bloques tal que

TH = D (DR

SEZLs

con DN = diag(l,w&l, - ,w;[(R_l)).

La ecuacién (3) muestra que la matriz DFT se puede factorizar utilizando fac-
tores que contengan el producto de Kronecker, por lo que se puede realizar una
implementacién en paralelo. El Algoritmo 5 muestra la implementacion del célculo
de Fyx, basada en el teorema anterior.

En el Algoritmo 5 se puede observar que los pasos 3-4 y 17-18, que representan
el célculo de las DFT de orden Sy R, respectivamente, son independientes en cada
iteracién, por lo que pueden implementarse en paralelo. Los pasos 9-13 realizan el
producto de la matriz «twiddle factory; al ser dicha matriz diagonal y por bloques,
dichos pasos son también independientes en cada iteracion, por lo que se pueden
implementar también en paralelo.

Otro caso a considerar es aquel en el que N es un ntmero primo. Este traba-
jo fue desarrollado por S. Winograd [23]. El Teorema 4 expone los detalles de la
factorizacién en este supuesto.

TEOREMA 4. Sea N un nimero primo y sea a € Uy un generador del conjunto Uy .
La matriz DFT puede factorizarse de la siguiente manera:

Fy=L'0® Fxy_1)(1®D)1® Fx_1)AL,,
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Algoritmo 5: Céalculo de Fyz, donde N es compuesto (N = RS).

Entrada: z € CV
Salida: y € CV

1y« LY {z} 15: y + LV {x}
2: paran < 0:S5 —1 hacer 16: paran < 0: R — 1 hacer
3: Yauz < y[nR : (n + 1)R - 1] 17 Yaux < y[nS : (n + 1)‘9 - 1]
4 ynR:(n+1)R—-1]+ Fy,.. 18 y[nS:(n+1)S—1] « Fy,..
5: fin para 19: fin para
6: u+ 1p 20: y + LY {z}
7 d <+ (l,w;,l, . ,w;,(Rfl))T
8 para s < 1:5 —1 hacer
9 Yguz < Y[sR: (s+1)R—1]
10: paran < 1:s hacer
11: u+—uod
12:  fin para
13: y[sR:(s+1)R—1] + d O Yaux
14: fin para
donde
= D € CN=DXIN=1 o5 yuna matriz diagonal tal que D = Fyt \WFy! |, donde
W e CIN=DX(N=1) o5 ¢l niicleo de Winograd: Wim = (wN)<“m+n>N;

n Ac CNXN ¢g
Ao 1 1%,
—1In_1 In-1)°

La idea del teorema anterior es factorizar la matriz Fy de tal manera que los
factores contengan la matriz Fy_;. Como N es primo, entonces N — 1 es compuesto,
si N > 3, por lo que se puede utilizar el Teorema 3 para su cédlculo. El Algoritmo 6
muestra la implementacién del cdlculo de Fiyz, basada en el teorema anterior.

Algoritmo 6: Calculo de Fyx, donde N es primo.

Entrada: z € CV y a € Uy (generador)
Salida: y € CV

1y« Lo{z} 7 Yauz < Y[l : N — 1]
2: const < EnEZN y[n] 8 Yauz < I auw

3: paran < 1: N —1 hacer 9 Yauzr < D - Yauz

4 y[n] < y[n] — y[0] 10: Yauz < Fyous

5: fin para 11: y[1: N = 1] < Yaua
6: y[0] < const 12: y < Ly}

A partir del Teorema 3 y del Teorema 4 pueden considerarse variaciones de las
factorizaciones de la matriz F, que tratan de aumentar la rapidez del calculo de la
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DFT. Por ejemplo, podemos mencionar los algoritmos de Pease, Good-Thomas, el
algoritmo mized Radix Cooley-Tukey o el algoritmo mized Radiz Agarwal-Cooley,
entre otros. Ver [18, 21] para més detalles.

4.1.2. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER EN 2 DIMENSIONES

La Transformada Discreta de Fourier en 2 dimensiones es una transformada
bidimensional, que extiende el concepto de la DFT para sefales en [2(Zy X Zy).

DEFINICION 7. Sea x € I?(Zn % Zy). Entonces la transformada de Fourier en 2
dimensiones de x, o 2D-DFT, se define como la aplicacion F2P : Zn x Zny — C

dada por
fQD m k Z Z m‘r+k:l/)

TELN VELN

Al ser bidimensional, la 2D-DFT de x puede ser interpretada como una matriz
F2P ¢ CN*N tal que (F2P),,. 1 = F2P[m, k. Tolimieri et al. [19] y Kumhom et al.
[12] explican que la matriz F2” puede ser calculada de la siguiente forma:

F2P = Ry n{(Fy @ FN)V{X}}, (4)

donde X € CV*N tal que X, = z[m,k]. Los detalles de la implemetacién del
algoritmo para la 2D-DFT se describen en la Seccion 4.3.

4.2. FUNCION DISCRETA DE AMBIGUEDAD

En 1953, P. M. Woodward definié la funcién continua de ambigiiedad [24] como
un mecanismo formulado para describir el efecto Doppler en los receptores de filtro
apareados [3]. Woodward reconocié la influencia de la teorfa de la comunicacién de
Shannon, a partir de 1948, en sus ideas, y explicé la importancia de la «ambigiiedad»
en el procesamiento de seniales de radares, tal vez el mejor concebido en términos de
una forma del principio de incertidumbre.

DEFINICION 8 (Funcién Continua de Ambigiiedad). Sea f,g € L*(R). Entonces la
funcion continua de ambigiedad de f, g se define como la aplicacion Ay 4 : RxR —

C dada por
Agq(t,0) = / f (1’ + ) <:c - t> e2m 0 .
’ e 2 2

Realizando un cambio de variable, la funcién de ambigiiedad se puede reescribir
como

.Afg(t 9 _ezth/f ( )62271':66 der. (5)

Existen muchas variantes de esta definiciéon de ambigiiedad, como el lector puede
consultar en [1, 2, 11, 15, 20]. Pero todas estas variaciones coinciden a través de la
funcién médulo de lo ntimeros complejos. A nivel de implementacién, Richman et al.
[14] definen la funcién de ambigiiedad de tal manera que admita una representacién
con dominio discreto y finito.
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DEFINICION 9 (Funcién Discreta de Ambigiiedad). Sean x,y € [?(Zy). Entonces
la funcion discreta de ambigiiedad de x, y, o simplemente DAF, se define como la
aplicacion Ay y : Zn X Zn — C dada por

Apy K] = A S al(n + mn) gl

neLn

donde § € I?(ZN) es la seiial conjugada de la sefial y, y Ak € C es®

wimk si N es impar, donde q € Zy tal que 2¢ =1 méd N,
Amke = w]n\;k/Z, si N es par, tal que (mk), < %,
wgvmk_N)/Q, si N es par, tal que (mk)y > &

Al ser la DAF una funcién de dos dimensiones, puede representarse como una
matriz.

DEFINICION 10 (Matriz DAF). Sea x,y € CN. La matriz DAF se define como
Ay y € CNVXN con (Ay y)m i = Asylm, k], para m,k € Zy.

La matriz DAF se puede implementar a través de un algoritmo en paralelo,
mediante una estructura que utiliza el producto de Kronecker y de Hadamard. El
Teorema 5 explica los detalles de la representacién matricial del algoritmo.

TEOREMA 5. Sea x,y € CN, A, , € CN*N la matriz DAF. Entonces

Apy =P ORNN{IN [In @ FN] [X © (1xy @)}, (6)
donde
1. XeCV es X = Unezy S—miz};
2. P e CN*N cumple Pk = A ks

3. Fy € CN*N s la matriz conjugada de Fy .

DEMOSTRACION. Sea a = LY [In ® FN] [X ® (1y ®7)], donde a € CN*. Desarro-
llando el vector a, se obtiene

a=I¥' || Ho ™)

MELN

donde H,, € CV es H,, = Fx(S_m{z} ®7). Aplicando el operador Ry n a ambos
lados de la ecuacién (7) y utilizando la Proposicién 1, se obtiene

T
Rn.n{a} =Ry,n {L%2 |_| Hm} = (RN,N{ |_| Hm}) .

MELN MELN

6La representacién en continuo de la funcién de ambigiiedad, la ecuacién (5), posee la fraccién %
, al realizar el cambio de variable. Como % no es un elemento de Zy,

;2 k
se consideran tres casos de la constante ¢/ ¥ (57N Ver [14] para mas detalles.

. 10
en la constante e!™? = ¢2i" 2
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Sea H € CN*N dada por

H:RNW{ | ] Hm},

meZn

donde H = (Hy Hy ...Hy_1) y cada H,, representa una columna de la matriz H.
Entonces

Ryn{aey} = ng;,k = Hym = Hp[k] = Z z[(n 4+ m)N]y[n]wy A
neLn
Ahora, realizando el producto de Hadamard de Py H” se obtiene
(POH )k = (P)mk © (H)km = Amk Z (n 4+ m)n|Tn|wiF = Ay, [m, k).
NneELN

Por lo tanto, se concluye que la matriz DAF se puede obtener de la siguiente manera:
2 _
Ay =PORNN{LYN [IN®Fy]| [ X© 1y @)} O

En el teorema anterior se puede apreciar que la matriz P es una matriz simétrica,
ya que Ap, k = Agm. El Algoritmo 7 muestra la implementacién de la ecuacién (6).
Los pasos 2—4 son independientes en cada iteracién, lo que permite su cédlculo en
paralelo.

Algoritmo 7: Célculo de la matriz DAF.

Entrada: z,y € CV
Salida: A, , € CV*V
1: param=0: N — 1 hacer
vz OS_ {7}
Paux < ()\WL,O) /\m,la teey )\m,N—l)
Amyk,”ﬂ ¢*f%uzC>]%
fin para
Apy — AT,

T

AN 4

4.3. DISTRIBUCION DISCRETA DE COHEN

Una de las principales aplicaciones de la funcién de ambigiiedad fue presenta-
da por L. Cohen en el articulo « Generalized Phase-Space Distribution Functions»
[6] v luego profundizada en su libro « Time-frequency analysis: theory and appli-
cations» [7]. Cohen desarrollé una representacién general de cualquier funcién en
tiempo-frecuencia continua, la cual denominé clase general. Cohen describe que to-
da representacién bidimensional en tiempo-frecuencia, para f,g € L?(R), puede ser
obtenida a partir de la aplicacion Cy 4 : R x R — C definida como

Cyq(t,0) //Afg T, o(T,n)e” g2 (tn+07) dndr, (8)
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donde Ay, es la funcién continua de ambigiiedad de f y g y ¢ € L*(R x R) es cono-
cida como funcién nicleo. El Cuadro 1 muestran algunos ejemplos de las funciones
nicleo més conocidas para el caso continuo explicado anteriormente, 6(7,7), y su
representacion discreta, (7, 7).

Nombre o(1,m) o[, n)
Wigner 1 1
Margenau-Hill cos (m1n) cos (m7n)
Kirwood-Rihanzek e T e "
Born-Jordan w Ser;(:; )
Choi-Williams e=o(nT0/2)* e=o(nT0/2)°
Zhao-Atlas-Marks e~ |7] % e—or’ 7] %

Cuadro 1: Funciones nicleo: Caso continuo (6(7,7)) y discreto (8[r,7]).

La aplicaciéon Cs, también recibe el nombre de distribuciéon de Cohen y puede
ser vista como la transformada continua de Fourier en dos dimensiones de Ay 46,
considerando que los pardmetros del dominio estan transpuestos. M. Richman et al.
[14] presentaron una formulacién discreta de la expresion dada en (8), utilizando la
funcién nucleo de Wigner, es decir, 6[7,n] = 1. Basado en el trabajo de Richman,
se define una representacion discreta y finita de la clase general definida por Cohen,
utilizando la DAF, denominada distribucién discreta de Cohen.

DEFINICION 11 (Distribucién Discreta de Cohen). Sean x,y € 12(Zy). La distribu-
cion discreta de Cohen de x, y, o simplemente DCD, se define como la aplicacion
Coy : Zn X Zy — C dada por

mn+kt
Conlm k] = D" 3" Avylmnlglrmlwy ™,
TELN NELN
donde ¢ € CN es la funcién nicleo y A, ,, es la DAF de x, y.

Como en el caso de la DAF y debido a su estructura bidimensional, C; , puede
ser también representada como una matriz.
DEFINICION 12 (Matriz DCD). Sean x,y € CV. La matriz DCD se define como
Coy € CVN con (Cpy)imk = Caylm, k], para m,k € Zy.

Al igual que en el caso continuo, C,, puede ser vista como la transformada
discreta de Fourier en dos dimensiones de A, , © ¢, considerando que los pardmetros
del dominio estan transpuestos, es decir:

Coylm, k] = F22  oplk,m).

Utilizando la representacién matricial de la 2D-DFT, definida en la ecuacién (4),
la matriz DCD se puede expresar como

Cry = Ry N{(FN @ FN)V{(Asy © ¢)"}}, 9)
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donde ¢ € CV*¥ es la representaciéon matricial de la funcién nticleo. Ahora, consi-
deremos lo siguiente:

1. Por la Proposicién 1,

V{(Ary ©6)"} = LY V{(Ary © 6)}.
Por tanto, aplicando esta sustitucién en la ecuacién (9) se obtiene
Cry = Ry n{(En @ Fi) LN V{(Ary © 6)}}- (10)
2. Por el Teorema 1,
Fn @ Fy = (In @ FN)(Fn @ In).

Por tanto, aplicando esta sustitucién en la ecuacién (10) se obtiene
Cry = Ry n{(In @ F)(Fx ® IN)LN V{(Ary © 6)}}. (11)

3. Por el Teorema 2,
N2 I
Fy®Iy=Ly (IN®Fn)Ly .

Por tanto, aplicando esta sustitucién en la ecuacién (11) se obtiene
2 2 2
Cuy = R N{(In @ FN)LY (In © FN)LY Ly V{(4sy @ 0)}}. (12)
4. De la ecuacién (2),
LY LY =1Iy»,

y aplicando esta igualdad en la ecuacién (12) se obtiene
Cry = Ry n{(In @ FN)LN (In @ Fx)V{(Asy © 6)}}.

Esto permite concluir el siguiente teorema:

TEOREMA 6. Sean z,y € CN; Cey € CN*N g matriz DCD de x,y; Az y € CNxN
la matriz DAF de z,y; ¢ € CN*N la matriz que representa a la funcién nicleo.
Entonces

Cry = Rovv { (I @ FN)LY (Iy @ Fx)V{(Asy © 9)} (13)

El Algoritmo 8 muestra la implementacién de la ecuacién (13).

En el citado Algoritmo 8 se puede observar que los pasos 3—4 y 8-9, que represen-
tan el calculo de la DFT, son independientes en cada iteracién, por lo que se pueden
implementar en paralelo.
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Algoritmo 8: Célculo de la matriz DCD.

Entrada: A, ,,¢ € CV*V
Salida: C, , € CN*V

L Coy = Azy © ¢ 6: Cpy ngy

2: paran =0: N —1 hacer 7. paran =0: N — 1 hacer
3t Yaus < Coyl:,n] 8 Yauz < Coyl,n]

4 Cuylun] =Fy,,. 9 Coylin] = Fy,..

5. fin para 10: fin para

5. CONCLUSIONES

El presente articulo desarrolla la representaciéon matricial de tres transforma-
das discretas armoénicas: la transformada discreta de Fourier, la funcién discreta de
ambigiiedad y la distribucién discreta de Cohen. Tal desarrollo matricial se realiza
utilizando un conjunto de operadores matriciales que permiten el disefio e imple-
mentacion de algoritmos en paralelo (el producto de Hadamard, el producto de Kro-
necker, la suma directa, el operador de acumulacién, el operador vec y su inverso)
asi como introduciendo tres operadores de permutacién: el operador de permutacién
de orden N y paso R, el operador de traslacion y el operador de orden exponencial.

También se presentan dos nuevos resultados, los Teoremas 5 y 6, relacionados con
las matrices DAF y DCD, respectivamente. Ademés, se muestra el pseudo-cédigo de
los algoritmos desarrollados, implementados en MATLAB ®), utilizando dos toolbox
que permiten el calculo en paralelo: pMatlab Toolbox (©), desarrollado por el Labora-
torio Lincoln del MIT, y Parallel Computing Toolbox (©), disenado por Mathworks.

Un ejemplo de la implementacién aparece en la Figura 1, donde se muestra la
grafica del médulo de la DAF de la sefial u € [?(Zjgp), la cual es una sefial de
Wiener,” y la gréfica del médulo de la DCD de la sefial v € 12(Z101), la cual es una
sefial de Bjorck,® utilizando la funcién niicleo de Wigner. Para cada uno de los casos
se utiliza la misma senial (la de Wiener y de Bjorck) como su respectiva sefial eco. En
la Figura 1 (a), el comportamiento de la DAF de una sefial de Wiener muestra que,
sim+k =0 mdd 100, entonces la DAF alcanza su maximo valor; en caso contrario
el resultado es cero. En la Figura 1 (b), el comportamiento de la DCD de una sefial

"Sea M = N, si N impar, o M = 2N, si N es par. Una sefial de Wiener se define como la sefial
2
u € 12(Zy) con u[n] = e2i™kn"/M " qonde k y M son primos relativos.

8Sea N un ntimero primo tal que N = 1 méd 4. Una sefial de Bjorck se define como la sefial

im0 (2
v € 1?(Zy) con v[n] = GQWB(N)’ donde 6 = arc cos (ﬁ) y (%) es el simbolo de Legendre:

0, sim =0 méd N,
(%) =<1, si m es un cuadrado méd N,

—1, si m no es un cuadrado méd N.
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de Bjorck muestra que su maximo valor lo alcanza cuando m = k = 0. Véase [4]
para mas detalles sobre las sefiales de Wiener y de Bjorck.

DAF de una sefial Wiener, con N=100 DCD de una sefial Bj6r°k= con N=101
120 :

100

0
100 100

Figura 1: Ejemplo de gréficas de la DAF (a) y la DCD (b).
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