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1. NOTA BIOGRAFICA

Pierre Deligne naci6 en Bruselas en 1944 y
realizé sus estudios en la Universidad Libre de
Bruselas. Obtuvo su doctorado por dicha uni-
versidad en el 1968, y por la Universidad de
Paris-Sud en 1972, con una tesis realizada bajo
la supervisién de Alexander Grothendieck. En
1968 comenzo a trabajar en el Institut des Hau-
tes Etudes Scientifiques como miembro visitante
y, a partir de 1970, como miembro permanente,
siendo el mateméatico méas joven en conseguir di-
cha posicion. En 1984 se traslado al Instituto de
Estudios Avanzados (IAS) de Princeton, Nue-
va Jersey, del cual ha sido miembro permanente
desde entonces y es actualmente profesor eméri-
to.

Salté a la fama gracias a su demostracion,
en 1974, de la dltima de las conjeturas de Weil
que quedaba por probar (el andlogo de la hipé-
tesis de Riemann), lo cual le valié la concesion
de la medalla Fields en 1978, asi como del pre-
mio Crafoord (conjuntamente con Grothendieck) en 1988. Ha sido galardonado con
numerosos otros premios y distinciones a lo largo de su carrera, como la medalla
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Henri Poincaré en 1974, el premio Balzan en 2004 y el premio Wolf (conjuntamen-
te con P. Griffiths y D. Mumford) en 2008. La tltima condecoracién recibida ha
sido el premio Abel 2013 a toda su trayectoria, otorgado «por sus contribuciones
fundamentales a la geometria algebraica y su impacto transformador en teoria de
nimeros, teoria de representaciones y areas relacionadas».! Es miembro honorario
de la Sociedad Matematica de Londres y la de Mosci, asi como de la Academia
Americana de Artes y Ciencias y la Real Academia Sueca de Ciencias, y miembro
asociado de la Academia de Ciencias de Paris.

2. LAS CONJETURAS DE WEIL

2.1. UN POCO DE HISTORIA

Las conjeturas de Weil son sin duda uno de los resultados mateméaticos mas
impresionantes del siglo XX, tanto por su importancia matemética como, sobre todo,
por el tremendo desarrollo que experimenté la Geometria Algebraica guiado por el
objetivo de encontrar una demostracién. Estas conjeturas, enunciadas por primera
vez por Weil en 1949 [33], relacionan las propiedades aritméticas de una variedad
definida sobre un cuerpo finito con las propiedades topoldgicas de dicha variedad (o
més bien de un levantamiento) vista sobre el cuerpo C de los niimeros complejos.

Denotemos por Fy el (dnico, salvo isomorfismo) cuerpo finito con ¢ elementos,
donde ¢ = p™ es una potencia entera de un niimero primo, y sea X una variedad
lisa proyectiva de dimensién d sobre F,. Es decir, X es el conjunto de ceros, en
el espacio proyectivo PV, de un conjunto de polinomios homogéneos Fi,..., F, €
F,[Xo, ..., Xn], de manera que no existen puntos singulares en X con coordenadas
en la clausura algebraica de IF,. Por supuesto, el ntimero de puntos de X con coorde-
nadas en cualquier extension finita de F, es finito. Por «propiedades aritméticas» de
X se entiende el niimero de puntos de X, no solo en el espacio proyectivo sobre I,
sino sobre cualquiera de sus extensiones finitas.

Recordemos que, si fijamos una clausura algebraica F de F,,, para cada entero r >
1 existe una tnica extensién Fyr de Fy en F de grado r, que est4 formada exactamente
por los elementos x € F tales que 27 = z. Denotemos por N, el nimero de puntos
de X con coordenadas en Fyr, es decir, el niimero de (xg : ... : zy) € PN(F,»)
tales que F;(zo,...,zy) = 0 para todo i =1,...,s. Con esta sucesién de enteros se
construye la serie de potencias

Ny
Z(X,T) =exp E —1r
r
r>1

llamada la funcién zeta de X. Dar esta serie de potencias equivale a dar la sucesion
N1, N, ... Aunque en principio no lo parezca, existe una estrecha relaciéon entre esta

1 For seminal contributions to algebraic geometry and for their transformative impact on number
theory, representation theory, and related fields.
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funcién y la (més conocida) funcién ¢ de Riemann: realizando el cambio de variable
T = ¢~ *, la funcién zeta puede expresarse en la forma

Z(X,T) = (x(s) = [J(1 = Np=)

p

donde p recorre el conjunto de puntos cerrados de X, es decir, el conjunto de 6rbitas
de la accién del automorfismo de Frobenius (zo : ... : ay) — (zf : ... 2%)

sobre el conjunto X (F) de puntos de X con coordenadas en I (que, en el caso afin,
corresponde al conjunto de ideales maximales de su anillo de coordenadas), y Np es
el cardinal del menor cuerpo sobre el que estdn definidos los puntos de la 6rbita p.
Esta formula es similar al desarrollo en producto de la funcién zeta de Dedekind (i
asociada a un cuerpo de niimeros K:

Ce(s) = (1 = Nijop™)"

p

donde aqui p recorre el conjunto de ideales maximales del anillo de enteros de K.
Cuando K = Q, se obtiene la funcién zeta de Riemann clasica.

Inspirado por sus resultados para curvas [31] y para variedades abelianas [32],
WEeil conjeturd que la funcién zeta asociada a una variedad lisa proyectiva X deberia
verificar las siguientes propiedades, que pasaron a ser conocidas como las conjeturas
de Weil:

1. Z(X,T) es una funcién racional.

2. Existe una descomposicién

Pi(T) - Pag—1(T)
Po(T) -+ Pog(T)

Z(X,T) =

donde los P;(T') € Z[T] son polinomios con término independiente 1, de manera
que todas las raices reciprocas complejas de P;(T') tienen valor absoluto qi/?
(hipdtesis de Riemann).

3. La involucién o — ¢™ /v intercambia las raices reciprocas de P; y de Paq_; para
todo i (equivalentemente, Z(X,T) satisface una cierta ecuacién funcional).

4. Si X proviene de una variedad X definida sobre el anillo de enteros R de un
cuerpo de nimeros K mediante reduccién médulo un ideal maximal p de R,
entonces el grado de P; es el i-ésimo nimero de Betti de X vista como variedad
compleja.

El propio Weil ya previé que la resolucién de las conjeturas debia pasar por la
construccién de una teoria de cohomologia adecuada para variedades sobre cuerpos
finitos, con coeficientes en un cuerpo de caracteristica cero [34]. Suponiendo que
existiera una tal teoria cohomolégica, con propiedades similares a las de la cohomo-
logia singular para las variedades topolégicas, las conjeturas (excepto la hipotesis
de Riemann) se deducirian de resultados bien conocidos de topologia algebraica. La
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primera conjetura es una consecuencia formal de la formula del punto fijo de Lefs-
chetz, aplicada al endomorfismo F' de Frobenius geométrico (inverso del usual) de
X y sus potencias: los puntos fijos de la potencia r-ésima de F' son justamente los
puntos racionales de X sobre [F -, por lo que se obtiene una descomposicién

2d
Z(X,T) =[] det(1 - T FIHI(X))=D" (1)
=0

que implica, en particular, que Z(X,T) es racional. La tercera conjetura es conse-
cuencia de la fomula de dualidad de Poincaré, mientras que la dltima se deduciria
de un cierto resultado de comparacién entre la «nueva» cohomologia de X y la
cohomologia singular de X/C vista como variedad topoldgica.

Los esfuerzos para lograr probar las conjeturas se centraron, por tanto, en inten-
tar construir una teoria de cohomologia adecuada. Y este fue el motor que alimentd
el tremendo desarrollo experimentado por la Geometria Algebraica en la segunda
mitad del siglo XX. Inesperadamente, el primer avance importante se logré fuera de
este programa: Dwork consiguié probar en 1960 [19] la racionalidad de Z(X,T) sin
usar métodos cohomoldgicos (solo aparentemente, porque sus herramientas fueron el
germen de lo que més tarde se convirtié en la cohomologia de Monsky-Washnitzer).
Finalmente, y tras varios intentos previos infructuosos, a principios de los anos 1960
Artin y Grothendieck [2] dieron con la clave y construyeron una teoria de cohomo-
logia (de hecho, una para cada primo ¢ # p, con coeficientes en el cuerpo Q, de
los nimeros ¢-adicos) con las propiedades buscadas, lo que permitié completar la
demostracion de las conjeturas 1, 3 y 4. La construccién de esta teoria se basa en
ampliar el concepto de topologia, de manera que los abiertos de la topologia clasica
se sustituyen por morfismos étale (es decir, finitos y no ramificados). Esto permi-
te sortear la rigidez intrinseca de la Geometria Algebraica y definir una categoria
de haces suficientemente flexible como para ser comparable a la de las variedades
topoldgicas clasicas.

2.2. WEIL I: LA PRUEBA DE LA HIPOTESIS DE RIEMANN

Quedaba pues por demostrar la segunda conjetura, conocida como la hipdtesis
de Riemann (HR). La justificacion de tal nombre puede verse haciendo el cambio de
variable T' = ¢ *; la conjetura implica entonces que todos los ceros y polos complejos
de la funcién (x(s) tienen parte real g para algin k = 0,...,2d. Esta conjetura,
a diferencia de las demaés, no se deducia directamente de las propiedades formales
de la teoria f-adica construida por Artin y Grothendieck: era necesario un estudio
mucho mas profundo de los aspectos arquimedianos de esta teoria.

Grothendieck habia enunciado una serie de conjeturas sobre ciclos algebraicos
en variedades, las conocidas como Conjeturas estindar, con el objetivo de probar
que la categoria abeliana de motivos puros es semisimple. Una de las consecuencias
de estas conjeturas era justamente la hipétesis de Riemann para variedades sobre
cuerpos finitos. Anteriormente a la publicacién de la prueba de Deligne, era creencia
generalizada en la comunidad matematica que la demostracién de la HR pasaba
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necesariamente por la de las conjeturas estandar [18]. Afortunadamente (dado que,
a dfa de hoy, las conjeturas estdndar siguen abiertas [1]), Deligne encontré la manera
de evitarlas.

Como puede comprobarse a partir de la descomposicién (1), la hipdtesis de Rie-
mann es equivalente al siguiente resultado cohomolégico: para cada i =0,1,...,2d,
todos los autovalores de la accién del endomorfismo de Frobenius geométrico sobre el
espacio vectorial H (X, Q) tienen valor absoluto ¢*/?. Aqui nos encontramos ya con
una dificultad: los H*(X, Q) son espacios vectoriales sobre el cuerpo Q, de niimeros
{-adicos, por tanto, ;qué entendemos por «valor absoluto» de los autovalores de un
endomorfismo suyo? Para darle significado, es necesario considerar inmersiones de
Q¢ en el cuerpo C de los numeros complejos. La HR implica, a posteriori, que los
polinomios caracterfsticos det(1 — T - F|H*(X)) de la accién del endomorfismo de
Frobenius en los H!(X,Qy) tienen coeficientes enteros y, por tanto, sus raices reci-
procas son enteros algebraicos. Diremos que un niimero algebraico « es un ndmero
de Weil de peso i € Z si todas las raices complejas de su polinomio minimo tienen
valor absoluto ¢*/2. La HR se traduce entonces como el siguiente resultado, que es
el teorema fundamental del articulo La conjecture de Weil, I [9]:

TEOREMA 1. Sea X una variedad proyectiva lisa sobre Fy de dimension d. Entonces,
para cada i =0, ...,2d, los autovalores de la accion del endomorfismo de Frobenius
geométrico sobre el espacio vectorial H (X, Qy) son enteros de Weil de peso i.

Usando el teorema débil de Lefschetz y la dualidad de Poincaré, el resultado se
deduce del caso particular ¢ = d. Para resolver este ultimo caso, Deligne hace uso de
la teoria clasica de Lefschetz, trasladada al marco de la cohomologia ¢-adica tal y
como se construye en [13]. Modificando X convenientemente, se puede transformar
en una variedad X para la que existe un pincel de Lefschetz de secciones hiperplanas,
que define un morfismo X — P!. La cohomologia relativa de este morfismo es un sis-
tema local sobre un abierto U C P! dotado de una forma simpléctica no degenerada,
y un resultado de Kazhdan y Margulis muestra que la monodromia de este sistema
local es el grupo simpléctico entero. Esto permite acotar los valores absolutos de los
autovalores de la accién de Frobenius en H4(X, Q) entre d — % y d+ %, y el resultado
final se obtiene aplicando esta cota a los productos sucesivos de copias de X.

Como indica Deligne en su articulo, la consecuencia mas inmediata de la hipétesis
de Riemann es la obtencién de una estimacién (en cierto sentido éptima) para el
ntmero de puntos racionales de una variedad proyectiva lisa sobre F,. En particular,
si X es una interseccién completa no singular de dimension d y multigrado eq, ..., e,
se tiene la cota

[#X(Fy) — #PUF,)| < Cldser,. .. e) - V2,

donde C(d;eq,...,e,) es el d-ésimo nimero de Betti topolégico primitivo [ (es
decir, el d-ésimo numero de Betti topoldgico 34 si d es impar, o 84— 1 si d es par) de
una intersecciéon completa lisa de dimension d y multigrado eq, ..., e, sobre C. Por

ejemplo, si X es una hipersuperficie lisa de grado e en P4+1 se tiene

Cldiey - L=V (C)e—1)

€
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2.3. WEIL II: LA TEORIA DE LOS PESOS

A pesar de la indiscutible repercusién que tuvo la publicacién de la primera
prueba de la hipdtesis de Riemann, es su segunda parte [11] la que ha resultado ser
mucho méas importante y fructifera en cuanto a sus aplicaciones. En La conjecture de
Weil II, Deligne prueba una amplia generalizacién del resultado principal de Weil I
(en particular, se demuestra la HR para variedades propias lisas, no necesariamente
proyectivas).

Para poder enunciar esta generalizacion, Deligne usa el lenguaje de los pesos y
construye las categorias de haces ¢-adicos puros y mixtos. La categoria de haces /-
adicos constructibles fue definida por Grothendieck como la categoria de coeficientes
natural para el desarrollo de la cohomologia ¢-adica: cada variedad X sobre F, tiene
asociada su categoria de haces ¢-adicos correspondiente, de manera que se satisface
el formalismo conocido como las seis operaciones de Grothendieck (los funtores ®,
Hom y f., fi, f*, f* para cada morfismo f : X — Y, con sus correspondientes
funtores derivados).

No describiremos aqui con precisién los objetos de esta categoria, simplemente
diremos que contiene una subcategoria formada por los llamados haces £-ddicos lisos,
que juegan el papel de los sistemas locales de espacios vectoriales sobre una variedad
compleja. En particular, la categoria de haces ¢-adicos lisos sobre X es equivalente
a la categoria de representaciones continuas ¢-ddicas (es decir, definidas sobre una
extensién finita de Q) del grupo fundamental algebraico 71 (X, z) para cualquier
punto base prefijado x € X. Ademas, para cada haz constructible F sobre X existe
una estratificacion de X mediante subconjuntos localmente cerrados de manera que
la restriccion de F a cada estrato es un haz liso.

Dado un haz constructible F en una variedad X definida sobre Fy, a cada punto
xz € X con coordenadas en una extension finita Fy» de F, le corresponde una fibra
Fz, que es un espacio vectorial f-adico de dimensién finita dotado de una accién
continua del grupo de Galois de . Esta accién estd completamente determinada
por la del automorfismo de Frobenius geométrico F, (inverso del usual). Un haz
¢-adico F se dice puro de peso w € Z si, para cada r > 1 y cada punto = € X (Fy-),
todos los autovalores de la accién de F, sobre la fibra F, son ntimeros de Weil de
peso wr, y se dice mixto de pesos < w € Z si tiene una filtracién cuyos cocientes son
puros de pesos respectivos < w. Con este lenguaje, el resultado principal de [11] se
enuncia asi:

TEOREMA 2. Sea f : X — Y un morfismo entre variedades algebraicas sobre Fy.
Si F es un haz {-ddico constuctible en X mizto de pesos < w, entonces, para cada
i >0, el haz (-ddico R'HF en'Y es mizto de pesos < w + i.

La HR se deduce aplicando el teorema anterior al morfismo estructural X —
SpecF, y al haz constante F = Q; (que es puro de peso 0), ya que, en tal caso, por
ser X propio, R'fi,F = R f.F «es» simplemente el grupo de cohomologia H*(X, Q)
dotado de la accién correspondiente del automorfismo de Frobenius. La dualidad de
Poincaré permite transformar la desigualdad < ¢ en una igualdad.

La prueba de Deligne fue méds adelante simplificada por Laumon [26] (basdndose
en la transformacién de Fourier ¢-ddica) y Katz [24]. Con la introduccién de los haces
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perversos ¢-adicos en [3], Deligne refiné su resultado dando informacién més precisa
sobre la pureza de las imégenes directas de un haz en X (lo cual, en el caso de haces
clasicos, solo se cumple si f es propio y liso). Recientemente, Kedlaya [25] dio la
primera prueba basada en otro tipo de construcciéon de una teoria de cohomologia,
las cohomologias p-ddicas.

Ademas del teorema principal, el articulo esconde también otros resultados muy
importantes obtenidos en el transcurso de la demostracion, entre los que destacan el
teorema duro de Lefschetz (otra de las consecuencias de las conjeturas estdndar de
Grothendieck) y el teorema de equidistribucion, que ofrece un marco muy general
en el que probar cuestiones relacionadas con la distribucién de puntos en familias
paramétricas de variedades o de sumas exponenciales.

2.4. LA CONJETURA DE RAMANUJAN-PETERSSON

Ramanujan, motivado por el estudio del nimero de formas de expresar un niimero
entero como suma de 24 cuadrados, definié la sucesién 7(n), conocida como funcidn
7 de Ramanujan, de la siguiente forma:

Yot =q -

n>1 n>1

Mordell probd, en [29], que esta sucesién verifica las siguientes propiedades:

7(mn) = 7(m)7(n) si med(m,n) =1,
(") = 7(p)7(P") —p''r(p" ") sip es primo,

con lo cual 7 viene determinada por su valor en los ntimeros primos. Ramanujan
probé que se tiene la cota |7(n)| < n%, y conjeturé que |7(n)| < d(n)-n''/? para todo
n > 1, donde d(n) denota el nimero de divisores positivos de n. Equivalentemente,
|7(p)| < 2p*'/2 para todo primo p.

La importancia de esta sucesién se hace patente cuando se comprueba su conexién
con las formas modulares, un tipo de funciones holomorfas fundamentales por sus
aplicaciones en la Teoria de Numeros moderna. Una forma modular de peso k € N
(asociada al grupo SLo(Z)) es una funcién holomorfa f definida en el semiplano
complejo H = {z € C | 3z > 0} cumpliendo las siguientes condiciones de simetria:

a) fz+1) = f(2),
b) f(=1/z) = 2F f(2).
Denotando ¢ = €>™#, la primera condicién implica que f admite un desarrollo en

serie de Fourier del tipo f(z) = >_°7 a,q"™. La tercera condicién que debe cumplir

n=—oo
una forma modular (holomorfa en las cispides) se puede enunciar como

¢) a, =0 paran <0.

Si, ademads, se cumple que ay = 0, la funcién f se denomina una forma cuspidal.
Las formas modulares (respectivamente, cuspidales) de peso k forman un C-espacio
vectorial de dimensién finita. El menor entero positivo k para el que el espacio de
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formas cuspidales de peso k es distinto de cero es k = 12, y en ese caso el espacio es
de dimensién 1 y tiene por generador precisamente a la funcién

AGz) =) r(n)q",

llamada funcion discriminante.

Sobre el espacio de formas cuspidales de peso k acttia una sucesién 7T;, de opera-
dores lineales, llamados operadores de Hecke. La conjetura de Ramanujan-Petersson
generalizada, probada por Deligne en [9], se aplica a las formas cuspidales que son
autovectores simultdneos de todos los T;, (la existencia de tales formas estd garanti-
zada por el hecho de que los operadores de Hecke conmutan entre si):

TEOREMA 3. Sea f(z) =Y ", ang" una forma cuspidal de peso k normalizada (es
decir, ay = 1) que sea autovector de todos los operadores de Hecke. Entonces, para
todo primo p se tiene la acotacion |a,| < 2pk=1)/2

En particular, el resultado se aplica a la fun-
cién discriminante (puesto que el espacio de for- -
mas cuspidales de peso 12 tiene dimensién 1), ’ W?JCS:I:;:"N
lo que demuestra la conjetura de Ramanujan. - .
El resultado de Deligne es mucho mas general : ‘
que el enunciado aqui, ya que considera for-
mas cuspidales asociadas a subgrupos aritméti-
cos I'g(N) C SLy(Z) para N arbitrario (cuya
definicién es similar a la anterior).

La relacion entre este resultado y las conjetu-
ras de Weil es dificil de apreciar a primera vista.
Deligne habia establecido previamente esta rela-
ci6n en [4] inspirdndose en el trabajo anterior de
Kuga y Shimura. Esencialmente, se muestra que
el polinomio 1 — a,T + p*~T? divide al polino-
mio caracteristico de la accién del automorfismo
de Frobenius en el (k — 1)-ésimo grupo de coho-
mologia de una variedad proyectiva lisa X de dimensién k — 1 sobre IF,,. La hipétesis
de Riemann implica entonces que a, es la suma de dos nimeros de Weil de peso
k —1, de donde se tiene la cota |a,| < 2p*=1)/2 La variedad X se construye como
un producto simétrico de la curva eliptica universal sobre el dominio fundamental
del subgrupo aritmético I'g(IV) considerado.

Sello belga emitido en 2007 en
honor a Deligne, con la conjetu-
ra de Ramanujan.

2.5. ACOTACION DE SUMAS EXPONENCIALES

Otra aplicacién importante de los resultados de [9] y [11] consiste en obtener
acotaciones para sumas exponenciales. Fijado el cuerpo Fy, sea e, (t) = exp(2mit/p),
y definamos ¥(z) = e,(Try, /r, ). La aplicacién ¢ : F; — C es un cardcter del grupo
aditivo de Fy, es decir, se cumple que ¢(z + y) = ¥(z)¥(y). Dada una variedad X
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sobre F, y una funcién regular f : X — Al, la suma exponencial asociada a f se

define como
S(X.f)= Y v(f@).
zeX(Fq)
Haciendo variar el caracter 1, estas sumas contienen informacion sobre la distribu-
cién de los valores de la funcién f. En [9], Deligne prueba el siguiente resultado como
corolario a la hipotesis de Riemann:

TEOREMA 4. Sea f € Fylx1,...,x,] un polinomio de grado d no divisible por p tal
que la hipersuperficie definida en P"~1 por la forma homogénea de grado d de f sea
lisa. Entonces se tiene la acotacion

IS(A™, f)] < (d = 1)"g"/>.

Es facil ver que el estudio de la suma exponencial S(A", f) es equivalente al del
nimero de puntos racionales en la hipersuperficie de tipo Artin-Schreier de A™+!
definida por la ecuacién y? —y = f(x1,...,z,). Aunque esta hipersuperficie no es
proyectiva, Deligne consigue aplicar la HR a una compactificacién adecuada para
obtener la acotacién buscada.

Con los resultados de [11] se simplifica enormemente el estudio de estas sumas,
debido a la existencia de un haz liso £ de rango 1 en la recta afin A! sobre F, (cons-
truido por Deligne en [10]) de manera que el automorfismo de Frobenius geométrico
F actta sobre su fibra en un punto z € Al(IFq) mediante la multiplicaciéon por el
escalar 9 (z). Por tanto, el estudio de la suma exponencial S(X, f) se reduce al es-
tudio de la cohomologia del haz L; = f*L en X obtenido a partir de £ tomando la
imagen inversa por la aplicaciéon f. Para probar las acotaciones, basta simplemente
con probar la anulacién de los grupos de cohomologia de orden superior a dim(X)
de este haz y aplicar el teorema principal de [11].

Si tomamos como X la hipersuperficie afin de A" definida por z1---x, = a
para algin a # 0 y como [ la aplicacién suma, se obtienen las llamadas sumas de
Kloosterman generalizadas

Kn,a: Z ¢($1++$n)
T1 o Tp=a
Estas sumas aparecen, por ejemplo, al estudiar la distribucién de las sumas de Gauss
asociadas a distintos caracteres multiplicativos de F,. En [10], Deligne prueba que
en este caso se tiene la cota |K,, 4| <n-q"1/2,

Los resultados de [11] revolucionaron por completo el estudio de las sumas ex-
ponenciales, pudiéndose obtener a partir de entonces acotaciones, en muchos casos
Optimas, que habian estado fuera del alcance de los métodos disponibles anterior-
mente. Muchos avances se han logrado a partir de entonces en el estudio de estas
sumas y sus generalizaciones, debidos fundamentalmente al trabajo de Katz [27].

3. TEORIA DE HODGE

Era sabido que una consecuencia de las conjeturas de Weil (que seria desarrolla-
da por Deligne méas adelante en [11]) es la existencia de una filtracién natural (la
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filtracién por el peso) en la cohomologia de una variedad arbitraria definida sobre
un cuerpo finito, definida a partir de los valores absolutos de los autovalores de la
accion de Frobenius sobre ella, y que es trivial para variedades proyectivas lisas.
El teorema de comparacion entre cohomologia ¢-adica y cohomologia singular y la
teoria de los motivos de Grothendieck sugerian la existencia de una cierta filtraciéon
natural en la cohomologia de cualquier variedad algebraica compleja (no necesaria-
mente proyectiva o lisa) similar a la filtracién por el peso. En el articulo Théorie de
Hodge I [6], inspirdndose en estas ideas, Deligne ofrece una comparacién heuristica
entre la teorfa de pesos en cohomologia ¢-adica y la teorfa de Hodge en cohomologia
de De Rham.

Recordemos que la teoria de Hodge clasica da una descomposicion de la coho-
mologia (con coeficientes en C) de una variedad proyectiva lisa compleja (o, més
generalmente, de una variedad compleja compacta dotada de una métrica Kéhle-
riana) como suma directa de ciertos subespacios. Estos subespacios, originalmente
definidos de manera analitica usando formas armonicas, pueden también interpre-
tarse algebraicamente gracias al complejo de formas diferenciales en la variedad, de
la siguiente manera: sea 2% el complejo de formas diferenciales en una variedad pro-
yectiva lisa X de dimensién d, y denotemos por HP'? el g-ésimo C-espacio vectorial
de cohomologia del haz Qf = /\pQﬁ(. Entonces, para todo r = 0,...,2d se tiene la
descomposicién

H'(X,C)= .

p+q=r

Ademas, se cumple que H%? = HP-4 para todo p, g. El formalismo de Deligne es una
abstraccion de este resultado.

Una estructura de Hodge pura de peso m consiste en un Z-médulo finitamente
generado H y una descomposicién de Hc = H ® C como suma directa

He= EH wre

ptg=m

de manera que H?P = HP:4. Los numeros de Hodge hP*? son las dimensiones de los
subespacios H??. Dar una tal descomposiciéon es equivalente a dar una filtracion
decreciente F? de H¢ (la filtracion de Hodge) tal que He = FP @ F™—P+l para
todo p. Tomando HPY = FP N 4 se recupera la descomposicién original.

Para extender el teorema de descomposiciéon de Hodge a variedades arbitrarias es
preciso generalizar esta estructura, definiendo asi las estructuras de Hodge mixtas.
La idea que subyace en esta construcciéon es que la cohomologia de una variedad
compleja arbitraria estd compuesta, en cierto sentido, por «piezas» provenientes de
la cohomologia de variedades lisas proyectivas.

Una estructura de Hodge mizrta consiste en

a) un Z-médulo finitamente generado H,
b) una filtracién creciente W de Hg = H® Q (filtracion por el peso),
¢) una filtracién decreciente F' de He¢ (filtracidn de Hodge),
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de manera que, para todo m, la filtracién F' induzca sobre Gr,‘f{ H=W,,/W,,—1 una
estructura de Hodge pura de peso m.

La construccién de esta estructura para la cohomologia de variedades complejas
se lleva a cabo en los siguientes articulos de la serie, Théorie de Hodge II, III [7, 8.
En el primero de ellos, Deligne define el formalismo de las estructuras de Hodge
mixtas. Se prueba que estas estructuras forman una categoria abeliana, y que los
morfismos entre ellas son estrictamente compatibles con las filtraciones. El resultado
principal es la construccién de la estructura de Hodge mixta natural en la cohomo-
logia de una variedad compleja lisa X. Esta construccion se lleva a cabo mediante
la inmersién (gracias al teorema de resolucién de singularidades de Hironaka) de X
en una variedad proyectiva lisa X de manera que Y = X\ X sea un divisor con cru-
zamientos normales, [[;.; D;. Existe entonces una sucesion espectral formada por
las cohomologias de X y de las intersecciones N;e JsD; para J C I, que converge a la
cohomologfa de X. Al ser X y N;eyD; lisas, sus cohomologfas estdn dotadas de es-
tructuras de Hodge puras, y la filtracion por el peso de la estructura de Hogde mixta
de X viene dada justamente por la filtracion asociada a esta sucesién espectral. En
cuanto a la filtraciéon de Hodge, se define a partir de una cierta filtracién (la llamada
por Deligne filtration béte) en el complejo de De Rham logaritmico Q% (logY’) de
formas diferenciales en X con polos sobre Y.

En el dltimo articulo, el mas importante de la serie, Deligne completa el trabajo
definiendo la estructura de Hodge mixta sobre una variedad arbitraria X. La idea, en
el caso de X proyectiva, es reemplazar X por un esquema simplicial X,, de manera
que X, preserve la informacién sobre la cohomologia de X. En el caso general,
se reemplaza X por un esquema simplicial X,, el cual se sumerge en un esquema
simplicial X, cuyas componentes son lisas y propias de manera que el complemento
de X, sea un divisor con cruzamientos normales. Aplicando los resultados del articulo
anterior a estos esquemas simpliciales y usando resultados de descenso cohomolégico
se construye la estuctura de Hodge mixta buscada sobre X, probando ademas que
esta es independiente de los elementos auxiliares usados durante su construccién.

4. EL PROBLEMA DE RIEMANN-HILBERT

El problema de Riemann-Hilbert es como se conoce genéricamente a las diferentes
versiones del vigésimo primer problema propuesto por Hilbert en su famosa lista de
1900. En términos generales consiste en determinar si, para toda variedad compleja
U (el problema original se refiere al plano complejo menos una cantidad finita de
puntos) y toda representacién p del grupo fundamental 1 (U, z) (donde z € U es un
punto base prefijado), existe de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en U
cuya representacion de monodromia sea justamente p. El caso en el que U es el plano
complejo menos dos puntos habia sido esencialmente resuelto por Riemann para
representaciones de dimensién 2, a través de su teoria de funciones hipergeométricas.

SiU=C-{z,...,2}, dado un sistema lineal de ecuaciones diferenciales

d
TE=A(z) f
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donde A(z) es una matriz de funciones holomorfas en U, existe una base de soluciones
analiticas en un entorno de cada punto de U. Dado un lazo v en U con punto base z,
por prolongacién analitica a lo largo de v queda definido un automorfismo del espacio
vectorial V' de soluciones en un entorno de x. Este automorfismo solo depende de
la clase de homotopia de ~, por lo que se obtiene una representaciéon de m (U, x) en
el grupo de automorfismos de V. Esta es la llamada representacion de monodromia
del sistema.

En una superficie de Riemann de género positivo o, més generalmente, en una
variedad analitica compleja de dimensién superior, no existe un sistema global de
coordenadas, por lo que hay que definir los sistemas localmente. En este caso es
mas conveniente usar el lenguaje de los haces y los sistemas locales. Un sistema
diferencial en una variedad algebraica o analitica compleja U consiste en un haz
localmente libre M junto con una conexién integrable V : M — M ® Qb, donde Q%}
es el haz de formas diferenciales en U.

En una variedad analitica U, el teorema de existencia de Frobenius implica que
el funtor de soluciones V + ker(V : M — M @ Q};) induce una equivalencia entre
la categoria de sistemas diferenciales en U y la de sistemas locales de C-espacios
vectoriales. Esta tltima categoria es, por su parte, equivalente a la categoria de re-
presentaciones del grupo fundamental 71 (U, x), mediante el funtor que asigna a un
sistema local su representacion de monodromia. Por tanto, existe una corresponden-
cia biunivoca entre sistemas diferenciales en U y representaciones de m (U, x).

En el caso de una variedad algebraica, esta correspondencia no existe en general.
Por ejemplo, en el plano complejo C (que es simplemente conexo, y por tanto todos
los sistemas diferenciales definidos en él tienen monodromia trivial) existen multi-
ples sistemas diferenciales no triviales, como el definido por la ecuacion % f=1r
Para poder establecer una correspondencia es necesario introducir condiciones de
regularidad.

Volvamos momentédneamente al caso de U = C — {z1,..., %-}. La condicién de
regularidad impone una cota superior en el crecimiento de las soluciones en los
entornos angulares con vértice en los puntos que no estan en U (incluido el punto del
infinito). Esta condicién, en principio analitica, tiene una caracterizacién algebraica
(va conocida por Fuchs en 1866 [20]). Por ejemplo, en el caso de una ecuacién de

grado n,
n n—1

d
PEERRS

la condicién de regularidad en z = 0 es que ax(z) tenga un polo de orden menor o
igual que k, para cada k = 1,...,n. En [5], Deligne da una caracterizacién de esta
propiedad en funcién de la conexién asociada V, que es generalizable al caso de una
variedad algebraica lisa arbitraria: Si U es un abierto de una variedad algebraica
completa y lisa X tal que Y = X\U sea un divisor con cruzamientos normales,
un sistema diferencial (M, V) en U es regular si existe un haz localmente libre de
rango finito M en X tal que la conexién V se extienda a una conexién V : M —
M ® QL (logY), donde Q% (logY) es el haz de formas diferenciales tales que tanto
ella como su diferencial exterior tienen, a lo sumo, un polo simple a lo largo de Y.
Deligne muestra que esta definicién no depende de la variedad X, solo de U. Por su

fHFan(z)f =0,
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parte, el teorema de resolucién de singularidades de Hironaka garantiza la existencia
de una tal X para una variedad lisa U cualquiera.
El resultado fundamental de Deligne en [5] es:

TEOREMA 5. Sea U una variedad algebraica lisa compleja, y x € U un punto ba-
se prefijado. El funtor que a cada sistema diferencial (M,V) en U le asocia su
representacion de monodromia es una equivalencia entre la categoria de sistemas di-
ferenciales regulares en U y la categoria de representaciones del grupo fundamental
1 (U, .’E) .

En vista de la situacién descrita anteriormente para las variedades analiticas, el
resultado es equivalente a que el funtor de «analitizacién» que a cada sistema dife-
rencial algebraico U la asocia el mismo sistema diferencial en U*"* (es decir, U vista
como variedad analitica compleja) es una equivalencia entre la categoria de siste-
mas diferenciales algebraicos regulares en U y la categoria de sistemas diferenciales
analiticos en U*™.

La dificultad reside en probar que este funtor es esencialmente sobreyectivo. Es
decir, que todo sistema diferencial analitico es isomorfo a la «analitizacién» de un
sistema diferencial algebraico regular. Si U es una variedad completa, el resultado
se deduce de los teoremas GAGA de Serre [30], que dan una equivalencia entre la
categoria de haces algebraicos y la de haces analiticos en U. En el caso general, la
solucién de Deligne consiste en probar, para todo sistema diferencial analitico (M, V)
en U, la existencia de una extensién M a X%, donde X es una compactificacién
de U tal que Y = X\U sea un divisor con cruzamientos normales, de manera que V
se extienda a una conexién V : M — M ® Qk...(log Y"). Por los teoremas GAGA,
este M debe provenir de un haz localmente libre M en X dotado de una conexién
Vo:My— My® Q}( (logY), y basta tomar entonces la restriccién de My y de Vg
a U para obtener el sistema diferencial algebraico regular en U buscado.

Este resultado de Deligne fue clave para la resoluciéon posterior por Kashiwara y
Mebkhout del problema de Riemann-Hilbert para los D-mdédulos holénomos.

5. ESPACIOS DE MODULI Y PILAS

Otra de las aportaciones importantes de Deligne, en este caso en colaboracién
con David Mumford, es la definicién del concepto de pila algebraica (hoy conocidas
como pilas de Deligne-Mumford). En el articulo [17] se construyen como herramienta
para probar que el espacio de méduli M, de las curvas de género g es irreducible.

La filosofia de los espacios de méduli es que ciertos tipos de estructuras geomé-
tricas (variedades algebraicas, fibrados vectoriales, etc.) pueden clasificarse médulo
isomorfismo mediante los puntos de un conjunto que a su vez también estd dotado
de una estructura geométrica. El ejemplo clasico es el de los esquemas proyectivos
sobre un cuerpo k con un polinomio de Hilbert prefijado, que estan parametrizados
por los puntos de un esquema llamado esquema de Hilbert.

El caso estudiado en [17] es el de las curvas (proyectivas, no singulares) de género
fijo g sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. El resultado ideal seria la existencia
de un espacio de moduli fuerte que clasificara no solo las clases de isomorfosmos de
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curvas, sino también todas las familias algebraicas de dichas curvas. Es decir, se
busca un «objeto geométrico» My, junto con una «curva universal» o : C' — M,
(donde la fibra sobre cada punto de M, es una curva de género g), tal que, para
toda fibracién 7 : D — S de esquemas sobre k cuyas fibras sean curvas de género g,
exista un inico morfismo v : S — M, tal que 7 se obtenga a partir de o mediante
pull-back a través de ~.

En lenguaje funtorial, estamos considerando el funtor contravariante F' (de la
categoria de k-esquemas en la categoria de conjuntos) que a cada esquema S sobre
k le asocia el conjunto de fibraciones 7 : D — S cuyas fibras son curvas de género
g, v a cada morfismo « : S — T le asocia la aplicacién de F(T') en F(S) dada por
el pull-back a través de a. Lo que se busca entonces es un objeto geométrico M,
que represente a este funtor, es decir, tal que el funtor F' sea equivalente al funtor
Hom(—, M,).

Desgraciadamente, este «objeto geométrico» no puede ser un esquema sobre k.
Esto se debe a que las curvas pueden tener automorfismos, lo que implica la existencia
de fibraciones 7 : D — S no triviales tales que todas sus fibras son isomorfas entre
si. Si esta fibracion se obtuviera a través de un pull-back de una hipotética familia
universal o : C — My, deberfa ser trivial.

Hay dos formas de solucionar este problema. La primera de ellas consiste en
relajar las propiedades exigidas al objeto geométrico buscado, con lo cual se obtiene
un espacio de moduli débil, es decir, un esquema M, y una transformacién natural
F — Hom(—, M,) universal en la categoria de dichas transformaciones, y tal que
los puntos de M, estén en biyeccién con las clases de isomorfismo de curvas de
género g. Este objeto clasifica las curvas, pero no las familias. La segunda posibilidad
es extender el concepto de esquema para construir un objeto geométrico M, y una
familia universal C' — M, que preserve la informacién sobre los automorfismos de
sus fibras.

Estos objetos son las pilas algebraicas construidas por Deligne y Mumford. Para
definirlas, es conveniente considerar la categoria de k-esquemas desde el punto de
vista funtorial. Por el lema de Yoneda, una categoria C puede sumergirse en su
categoria de prehaces (es decir, funtores contravariantes de C en la categoria de
conjuntos) mediante el funtor X — Hom(—, X).2 Asf, un esquema X sobre k puede
verse como un prehaz en la categorfa de esquemas (que, de hecho, estd determinado
por sus valores en la subcategoria de esquemas afines), llamado funtor de puntos
de X. Si dotamos a la categoria de k-esquemas de la topologia étale, este prehaz es
un haz (es decir, verifica ciertas condiciones de localizacién).

Una pila es una generalizacién de este concepto: es un funtor contravariante de
la categoria de k-esquemas en la categoria (de hecho, en la 2-categoria) de grupoi-
des (es decir, categorias en las que todo morfismo es invertible), cumpliendo ciertas
condiciones de descenso (similares a las que distinguen los haces de entre todos los
prehaces). Un esquema puede verse de forma natural como una pila. Las pilas al-
gebraicas de Deligne y Mumford cumplen una condicién adicional que hacen que

2Esta construccién es conceptualmente similar a la inmersién de los distintos espacios de fun-
ciones diferenciables, continuas, integrables, etc. en los espacios de distribuciones de Schwartz.
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mantengan una cierta estructura geométrica: debe existir un recubrimiento étale de
la pila mediante esquemas. Esta propiedad permite trasladar muchas de las propie-
dades que, en principio, solo estan definidas para los esquemas a los objetos de esta
nueva categoria.

Dentro de la categoria de pilas algebraicas si es posible construir un espacio de
moduli fuerte para las curvas de género g, como muestran Deligne y Mumford. Hoy
dia, las pilas algebraicas se conocen como pilas de Deligne-Mumford, para distin-
guirlas de otros tipos mas generales (como las pilas de Artin, usadas por ejemplo
para construir espacios de méduli de fibrados vectoriales).

6. OTROS RESULTADOS

Terminamos este recorrido por la obra de Deligne repasando brevemente otras
de sus aportaciones notables:

» Junto con G. Lusztig, estudi6 la teoria de representaciones (en caracteristica 0)
de grupos finitos de tipo Lie [14]. Se construyen representaciones usando la
cohomologia ¢-adica de unas ciertas variedades (variedades de Deligne-Lusztig)
dotadas de una accién del grupo considerado. Usando estos resultados, Lusztig
consigui6 clasificar completamente las representaciones de los grupos simples
finitos de tipo Lie [28].

= Junto con A. Beilinson y J. Bernstein, formaliz6 la teoria de los haces perver-
sos [3], inspirada por la correspondencia de Riemann-Hilbert para D-mddulos
holénomos de Kashiwara y Mebkhout y por la cohomologia de interseccién
de Goresky y MacPherson. Estos objetos forman una categoria abeliana que,
para ciertas aplicaciones, tiene mejores propiedades que la categoria habitual
de haces de espacios vectoriales sobre un conjunto geométrico (variedad alge-
braica, analitica, etc.). Tienen también una interpretacion en el contexto de la
cohomologia ¢-adica.

= Reescribi6 la teoria de las categorias tannakianas [12], ciertas categorias abe-
lianas dotadas de un producto tensorial y de un funtor fibra en la categoria
de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, y cuya caracteristica fundamental
es que son equivalentes a la categoria de representaciones sobre k de un grupo
reductivo.

= Junto con G.D. Mostow [16] estudia los posibles reticulos (lattices) contenidos
en el grupo PU(1,n), entre ellos los provenientes de la monodromia de ciertos
sistemas de tipo hipergeométrico [15].

= Su trabajo ha sido fundamental en el desarrollo de la teoria de los motivos,
introducida por Grothendieck como un intento de crear una teoria de coho-
mologia universal para las variedades algebraicas. Este tema estd subyacente
en gran parte de la obra de Deligne. Entre sus aportaciones destaca la de-
finicién de los 1-motivos, en [8], como una generalizacién de las variedades
semi-abelianas.
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Como hemos comprobado, el trabajo de Deligne abarca innumerables areas de
las matematicas, y en todas ellas ha realizado contribuciones importantes, y en mu-
chos casos fundamentales, usando puntos de vista originales que han contribuido
posteriormente a la resoluciéon de muchos problemas y al desarrollo de nuevas teo-
rias. Para los lectores que quieran profundizar en el tema, los articulos [21, 22, 23]
contienen informacién adicional sobre gran parte de los resultados de Deligne aqui
mencionados.
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