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RESUMEN.  Tanto en documentos curriculares como en la literatura cien-
tifica, la traduccién entre sistemas de representacién se reconoce como una
importante componente de la competencia matematica a desarrollar durante
la educacion obligatoria. Habiendo constatado la escasa presencia de investi-
gaciones que indagan en la traduccién del simbolismo algebraico al lenguaje
verbal, venimos desarrollando diversos estudios que buscan contribuir a esta
linea de investigacién. En este articulo sintetizamos e integramos los resulta-
dos obtenidos por medio de tres estudios complementarios que contribuyen a
describir la comprension del simbolismo algebraico que desarrollan estudiantes
de diferentes niveles educativos a partir de su formacién algebraica.

1. INTRODUCCION

En el dlgebra escolar conviven diferentes sistemas de representacién externa que
ayudan a hacer presentes los objetos matematicos abstractos. Estos sistemas son,
principalmente, el simbolismo algebraico, el lenguaje verbal y los sistemas de repre-
sentaciéon tabular, grafico y numérico.

En este articulo centramos la atencién en dos de estos sistemas, el lenguaje verbal
y el simbolismo algebraico, que resultan esenciales cuando se hace uso del algebra
como herramienta para la resoluciéon de problemas y, en general, para la modeli-
zacion de situaciones. Nos interesamos por la traduccién del simbolismo algebraico
al lenguaje verbal como proceso que informa de la competencia algebraica de los
estudiantes.

Utilizar y moverse con fluidez entre diferentes representaciones de conceptos ma-
temaéticos es una de las principales expectativas de aprendizaje a desarrollar durante



560 EpuUcAcION

la educacién obligatoria, tal y como se reconoce en documentos curriculares na-
cionales ([3]) y en referentes curriculares internacionales ([31]). «Los programas de
ensefianza de todas las etapas deberfan capacitar a todos los estudiantes para: a)
crear y utilizar representaciones para organizar, registrar y comunicar ideas matema-
ticas; b) seleccionar, aplicar y traducir representaciones mateméticas para resolver
problemas; y ¢) usar representaciones para modelizar e interpretar fenémenos fisicos,
sociales y mateméticos» ([31], p. 71).

Si bien en los primeros niveles las representaciones personales de los escolares
tienen un papel relevante, en la educacién secundaria las representaciones a utilizar
son mayoritariamente las convencionales en matematicas, entre ellas el simbolismo
algebraico. Las expectativas de aprendizaje anteriormente recogidas, particularizadas
para el caso del simbolismo algebraico, junto a las evidencias de las persistentes
dificultades que manifiestan los estudiantes en el uso del simbolismo algebraico de
las que da cuenta la literatura cientifica ([10], [26]), han motivado nuestro interés
por el andlisis del proceso de traduccién del sistema de representaciéon simbélico al
verbal.

En este articulo sintetizamos los avances en este problema de investigacion que
hemos alcanzado hasta el momento por medio de varios estudios complementarios
que indagan en la capacidad de diferentes grupos de estudiantes de secundaria y uni-
versidad de realizar este tipo de traducciones. Previamente precisamos el significado
de los principales términos que definen el problema de investigacion y describimos
la informacién que aportan estudios previos sobre dicha capacidad.

2. REPRESENTACIONES

Entendemos por sistema de representacion un conjunto estructurado de signos,
con reglas y convenios, que nos permiten expresar aspectos y propiedades de un
concepto ([11], [25]). Las reglas a las que se hace referencia en esta definicién precisan
cémo crear un signo que pertenezca al sistema, como reconocer si un signo dado
pertenece a él, y como transformar unos signos en otros, estableciendo relaciones
entre ellos ([6]).

Se habla de sistemas y no inicamente de representaciones, debido a que la concep-
cién moderna de las matematicas organiza los conceptos matemaéticos en estructuras
¥y, en consecuencia, este cardcter se trasmite a sus representaciones ([35]).

Para un mismo concepto existe una diversidad de modos de representacion, que
junto con las reglas que los acompafan, proponen caracterizaciones distintas del
correspondiente concepto. Cada uno de ellos tiene mayor o menor relevancia segiin
el tema que estemos considerando, y difiere en las propiedades del concepto que
destaca u opaca ([22], [24], [34]). Por ejemplo, el sistema de representacién grafico
tiene una presencia destacada en el estudio de las funciones y no tiene tanta rele-
vancia al trabajar las propiedades aritméticas. Incluso dentro de un mismo sistema
de representacién, como por ejemplo el simbdlico, diferentes representaciones de un
mismo concepto pueden resultar mas o menos ttiles segtin la informacién que que-
ramos explicitar. Por ejemplo, f(z) = 22 — 10z + 16 y f(z) = (x —2)(z — 8) son dos



LA GACETA x SECCIONES 561

representaciones simbodlicas de una misma funcién cuadratica, siendo los cortes con
los ejes una informacién que se encuentra de forma implicita u opaca en la primera
representacién y de forma explicita en la segunda.

La naturaleza abstracta de los objetos matematicos hace esencial el uso de las
representaciones para poder pensar en dichos objetos, comunicar nuestro pensamien-
to sobre los mismos, y abordar problemas mateméticamente. En el contexto de la
educacién matematica las representaciones han sido destacadas por su importancia
en la comprensién de los conceptos matematicos ([21], [25], [35]). Es mediante el
trabajo con las representaciones como las personas asignan significado y compren-
den las estructuras matemadticas ([32]). Las representaciones son, al fin y al cabo, un
intermediario entre el objeto/concepto y la persona, y permiten acceder e interac-
tuar con el conocimiento matemético ([27], [35]). Un sujeto tendrd una comprension
mas completa de un concepto matematico cuanto mayor sea su conocimiento de las
representaciones que lo hacen presente y de las propiedades del mismo que cada
representacion explicita.

3. CARACTERISTICAS DEL LENGUAJE VERBAL Y DEL SIMBOLISMO
ALGEBRAICO

El término lenguaje verbal o sistema de representacion verbal refiere al lenguaje
cotidiano, ya sea en forma oral o escrita, incluyendo terminologia especifica tal como
la propia del lenguaje matemadtico académico (ej., poliedro, ecuacién). Este sistema
de representacién tiene como caracteristica inherente la ambigiiedad, entendiendo
esta como la propiedad de que una frase puede ser interpretada de més de una
manera ([29]). Elementos complementarios a una frase, como factores situacionales,
las creencias y cultura del emisor y del receptor, la entonaciéon o los gestos, entre
otros, junto a la posibilidad de pedir y dar aclaraciones, son los que permiten una
adecuada interpretacién del mensaje. Si bien no todas las frases presentan el mismo
grado de ambigiiedad, esta tiende a ser menor en la comunicacién escrita, como
consecuencia de no disponer de elementos como la entonacion y los gestos.

El simbolismo algebraico o sistema de representacion simbélico, por otro lado, es
parte del lenguaje matematico; se define como un sistema de representacién cuyos
elementos son numerales, letras y signos caracteristicos de la aritmética y el dlgebra
(tales como los signos operacionales o el signo igual). A diferencia del lenguaje ver-
bal, el simbolismo algebraico es un sistema de representaciéon de gran precision. La
ambigiiedad minima es una caracteristica inherente al lenguaje matematico ([29]).
Cierta imprecisién en una expresion simboélica podra tener lugar, por ejemplo, con
motivo de la polisemia de los simbolos (ej., una letra puede representar una incég-
nita, una variable o un parametro; un signo menos se utiliza tanto para representar
la operacion resta como el opuesto de un nimero).

Una de las fortalezas del simbolismo algebraico radica en la representacion de
las ideas algebraicas separadas del contexto inicial y concreto del que surgen. Este
lenguaje compacto nos permite separarnos e incluso olvidar los referentes para pro-
ducir resultados de forma maés eficiente ([1]). Podemos transformar las expresiones
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por medio de técnicas algebraicas aprendidas sin necesidad de atender al significado
de los simbolos que las componen. Estas acciones desprovistas de significado (co-
mo la aplicacién automética de reglas y procedimientos) incrementan la eficiencia
y rapidez en la ejecucién de procedimientos. Pero, como sefiala Arcavi ([2]), deben
alternarse de forma flexible y oportunista con la aplicacién del sentido comtn y la
busqueda de significados dirigida a cuestionar y elegir estrategias, reflexionar, co-
nectar ideas, sacar conclusiones o elaborar nuevos significados, para hacer asi un uso
competente de este sistema de representacion.

Entre las diferencias existentes entre ambos sistemas de representacién, el len-
guaje verbal y el simbolismo algebraico, cabe destacar la posibilidad de lecturas
secuenciales y no secuenciales de expresiones simbdlicas ([39]), asi como la posible
multidireccionalidad de su escritura (ej., de arriba a abajo o de abajo a arriba o del
centro a los extremos), a diferencia del lenguaje verbal. Freudenthal ([18]) llama la
atencién sobre el diferente papel de la sintaxis en ambos sistemas de representacion,
en tanto que en el lenguaje verbal las imprecisiones o errores sintacticos (ej., posicién
incorrecta de un acento o conjugacioén incorrecta de un verbo) en general no obstacu-
lizan la trasmisién del significado, mientras que en el caso del simbolismo algebraico
condicionan dicha trasmisién. Adicionalmente cabe mencionar la posible presencia
de informacion irrelevante en enunciados verbales ([4]). Estas caracteristicas, entre
otras, son factores que influyen en la competencia que los estudiantes desarrollan en
el uso de cada uno de los sistemas de representacion.

4. LOS PROCESOS DE TRADUCCION

La traduccién entre sistemas de representacién consiste en reproducir el mismo
«contenido» en otro sistema ([18]); en transformar los conceptos y atributos repre-
sentados en un sistema a los correspondientes conceptos y atributos en otro sistema,
obteniendo una representacién diferente a la de partida pero congruente en significa-
do. Este proceso es complejo desde un punto de vista cognitivo; para su ejecucién no
es suficiente comprender y saber utilizar los sistemas de representacion implicados,
requiere distinguir la informacién esencial que define el concepto representado para
trasladarla a otro sistema de representacion, obviando aspectos superfluos impuestos
por el sistema de representacién en el que viene representado el concepto.

Por ejemplo, la traduccion del sistema de representacion grafico al simbélico de
la recta representada en la Figura 1 requiere como punto de partida reconocer la
imagen como la representacién de una recta y conocer las formas de representar
simboélicamente una recta. El segundo paso implica abstraer de la representacién
grafica la informacién necesaria para obtener una ecuaciéon del tipo y = mx + b o
ax + by + ¢ = 0, no siendo necesario en este caso atender a parte de la informacién
contenida en la representacién grafica tal como la escala o los valores maximos y
minimos representados en los ejes cartesianos y si, en cambio, a puntos concretos de
la recta como los cortes con los ejes.

La traduccion entre sistemas de representacién se considera 1util para la adqui-
sicién de conceptos y afecta al rendimiento en la resolucién de problemas ([40]),
habiéndose constatado que son mejores resolutores aquellas personas que se mueven
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Figura 1: Representacién gréafica de una recta.

facilmente de un sistema de representacion a otro ([19]). En particular, el empleo
de diferentes sistemas de representacién en la resolucién de un problema potencia el
acceso a una mayor diversidad de estrategias de resolucién (ej., [5]).

Autores que han analizado los procesos de traduccién, en contextos no exclusi-
vamente algebraicos, tales como Duval [13] y Bossé, Adu-Gyamfi y Cheetham [4],
identifican elementos que condicionan su dificultad. Entre ellos cabe mencionar la
presencia de informacién no explicita y de informacién irrelevante o confusa en las
representaciones a traducir, el caracter polisémico de algunas de las componentes
de dicha representacion, la existencia o no de una correspondencia biyectiva entre
todas las componentes significativas de la representacién, la posibilidad o no de con-
servacién del orden de las componentes al realizar la traduccién, asi como factores
personales tales como la experiencia previa del alumno con dicho tipo de traduccio-
nes.

5. DE LO SIMBOLICO A LO VERBAL

La traduccion del sistema de simbolismo algebraico al lenguaje verbal tiene una
escasa presencia en la préactica escolar, priorizandose otro tipo de traducciones que
estan implicadas en el uso del algebra como herramienta para la resolucién de pro-
blemas (ej., traducciones en sentido inverso, es decir, del sistema de representacion
verbal al simbdlico), el estudio de funciones (ej., traducciones del sistema simbdlico
al grafico) o el estudio de propiedades o relaciones numéricas por medio de la ge-
neralizacién (ej., traducciones del sistema de representacién numérico al simbolico).
Esta escasa presencia es probablemente la causa del bajo nimero de trabajos que
consideran este tipo de traducciones como objeto de investigacién.

La pertinencia de indagar en la traducciéon del sistema de representaciéon simbo-
lico al verbal puede argumentarse a partir de una doble utilidad: para promover el
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aprendizaje del dlgebra escolar y para analizar la comprension del simbolismo alge-
braico que desarrollan los estudiantes como resultado de su formacién algebraica,
o en términos més generales, su competencia algebraica (con fines docentes o de
investigacion).

Autores como Resnick, Cauzinille-Marmeche y Mathie ([33]) y Dede ([12]) han
senalado el interés de pedir a los estudiantes que elaboren situaciones que pueden ser
modelizadas por ecuaciones dadas, como herramienta para evitar que realicen ope-
raciones sin sentido al manipular el simbolismo algebraico y que sobre-generalicen
propiedades aritméticas a otras operaciones (ej., simplificar un sumando igual en el
numerador y denominador de una fraccién numérica o algebraica). Habiendo obser-
vado que estudiantes de 11-12 anos no recurrian espontidneamente a contextos de
referencia ante la tarea de juzgar la equivalencia de expresiones algebraicas, y que la
capacidad de dotar de referencia a expresiones numeéricas esté correlacionada positi-
vamente con la capacidad de juzgar su equivalencia, Resnick et al. ([33]) conjeturan
que dotar de significado a expresiones algebraicas es un predecesor de un aprendiza-
je formal del algebra exitoso, y argumentan que esta practica deberia fundamentar
la ensenanza del algebra. Esta propuesta se apoya en la necesidad de conectar las
acciones procedimentales con la busqueda de significado a la que nos hemos referido
previamente.

Asi mismo, se hace pertinente abordar de forma explicita este sentido de la
traduccién en la ensefianza por su implicacién en los procesos de modelizacién. Estos
procesos no solo implican construir un modelo de la situacién de partida sino también
interpretar las expresiones simbodlicas y las soluciones que se deriven del trabajo
sintactico en el modelo.

La traduccién de expresiones simbdlicas al lenguaje verbal implica darles signi-
ficado. Dicho significado puede proceder de dos fuentes referenciales: los nimeros y
las operaciones o las situaciones que involucran cantidades y relaciones entre estas
([33]). En el primer caso, la traduccién da lugar a lo que Nathan y Koedinger ([30])
denominan expresiones algebraicas con palabras. La particularidad de estos enuncia-
dos radica en que las incégnitas refieren a nimeros desconocidos sobre los cuales se
establecen relaciones cuantitativas (ej., «un nimero més su consecutivo es igual a
otro nimero menos dosy). Estos enunciados son los propios de problemas relativos
a la teorfa de niimeros. En el segundo caso, la traduccién da lugar al enunciado de
un problema contextualizado fuera de la matematica o dentro de esta pero ajeno a
la teoria de ntimeros. Este tipo de traduccion, a diferencia de las anteriores, requiere
dar significado a las operaciones aritméticas que aparecen (ej., interpretando elevar
al cuadrado como calcular un &rea o sumar como combinar o unir cantidades) y
escoger un contexto en el que definir cantidades desconocidas (ej., precio de ciertos
productos, longitudes de un objeto) que puedan estar relacionadas del modo en que
se indica en la expresién simbdlica. En este caso se asigna significado a los objetos y
operaciones presentados de forma abstracta por medio de una expresion simbélica,
déndoles manifestaciones mds concretas ([16]).

En consecuencia, la traduccion de expresiones simbélicas al lenguaje verbal, es-
pecialmente cuando consiste en proponer situaciones modelizables mediante dichas
expresiones, es de utilidad como tarea evaluadora de la comprensién del simbolismo



LA GACETA x SECCIONES 565

algebraico y, en particular, de los componentes de las expresiones simbdlicas: los
signos operacionales (y por tanto las operaciones), el signo igual, las letras?!, etc.

Las investigaciones realizadas hasta el momento consideran expresiones propias
del algebra escolar e implican a estudiantes de educacién secundaria o de estudios
universitarios relacionados con la docencia de las matematicas. Indagan en la ca-
pacidad de los estudiantes de abordar la traduccién de expresiones simbodlicas al
lenguaje verbal por medio de la tarea de inventar problemas resolubles mediante
una ecuacién o sistema de ecuaciones dado ([20], [23]) o la lectura de expresiones
simbdlicas ([17]). Concretamente, por medio de la invencién de problemas resolubles
mediante ecuaciones lineales de una variable y sistemas de ecuaciones lineales de dos
variables, actividad propuesta a 20 estudiantes para maestro de educacién primaria,
Isik y Kar ([23]) identifican un total de siete dificultades:

= traduccién incorrecta de notacién algebraica, concretamente paréntesis y ope-
raciones;

= modificacién de la estructura de la expresién dada al ignorar los paréntesis
incluidos;

= asignacién de valores no realistas a las incégnitas, posiblemente motivada por el
desconocimiento de las soluciones posibles de las ecuaciones y sistemas dados;

= uso combinado de lenguaje verbal y simbolismo algebraico en el enunciado del
problema;

s fallo al establecer una relacién parte-todo a partir de ecuaciones de una varia-
ble;

= fallo al establecer una relacién entre las variables incluidas en un sistema al
tratar de forma independiente ambos miembros de una ecuacién; y

= formulaciéon de problemas diferentes para cada ecuacion de un sistema.

Dentro de los estudios que atienden a la lectura de expresiones simbdlicas, se
encuentra el de Filloy y Rojano ([17]). Estos autores piden a alumnos de 13 y 14 afios,
con diferentes niveles de rendimiento en actividades algebraicas, que lean expresiones
simbdlicas correspondientes tanto a férmulas como a expresiones simboélicas abiertas
y equivalencias algebraicas. Los estudiantes aportan lecturas literales (ej., «a més
b») o con referencias a elementos de figuras geométricas (ej., «base mas altura entre
dos»), no precisando en algunos casos la figura de referencia. Algunos estudiantes
interpretan las expresiones polinémicas sin signo igual como férmulas geométricas
(ej., base por altura) o tienden a «cerrarlas» ya sea asignando valores numéricos a las
letras o convirtiéndolas en una ecuacién. También muestran tendencia a rechazar que
diferentes letras puedan tener un mismo valor o que tomen valores que conduzcan
a valores negativos al evaluar la expresiéon. Los citados autores observan que los
términos aumentar o disminuir no son asignados a los signos mas y menos de forma
natural.

1Utilizamos el término letra para referirnos de forma general a los simbolos literales sin precisar
si su uso es como variable o incognita.
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En un estudio previo con estudiantes de la misma edad pero de bajo rendimiento
en actividades algebraicas, Gallardo y Rojano ([20]) detectan dependencia de la
resolucién de la ecuacién dada al pedirle a los estudiantes que inventen un problema
a partir de una ecuacién. Aquellos estudiantes que no fueron capaces de resolver
la ecuacién no pudieron proponer un problema resoluble/modelizable mediante la
misma.

6. TRES ESTUDIOS

Tras la revision de los escasos estudios que han abordado con anterioridad el
problema de investigacién que nos ocupa, describimos las principales caracteristicas
metodologicas y resultados de tres estudios realizados recientemente en la Univer-
sidad de Granada, en los que la autora de este articulo ha participado como parte
del equipo investigador?. Todos ellos tienen en comiin, como uno de sus objetivos de
investigacion, la indagacién en la capacidad de un determinado grupo de estudiantes
de realizar traducciones del sistema de representaciéon simbdlico al verbal. Otras de
las caracteristicas que comparten estas investigaciones son su naturaleza explorato-
ria y descriptiva, ante la escasez de estudios previos, y considerar el algebra escolar
propia de educacién secundaria como marco del estudio, lo cual condiciona el tipo
de expresiones simbolicas que se utilizan.

Como a continuacién se pone de manifiesto, los estudios difieren metodolégica-
mente en las muestras consideradas, la traduccién requerida y el tipo de expresiones
simbdlicas empleadas en la recogida de datos (ver Tabla 1). En dos de los estudios
la tarea de traducir del simbolismo algebraico al lenguaje verbal se presenta por
medio de la invencién de problemas, una actividad a la que se le reconoce una alta
demanda cognitiva ([9], [28]). Esta tarea se utiliza en ambos casos para evaluar la
comprensién del simbolismo algebraico de los estudiantes. Sin embargo, cabe senalar
que, a diferencia de la traduccién descontextualizada propuesta en el primer estudio,
la invencién de problemas implica conocer los elementos que constituyen un proble-
ma y puede implicar la reflexién sobre el realismo o coherencia de la solucién en el
contexto propuesto.

Con el objetivo de facilitar la integracién de los resultados de los tres estudios
utilizamos las mismas variables de tarea para caracterizar las expresiones simboli-
cas utilizadas en cada recogida de datos, independientemente de que estas fueran
utilizadas o no por los autores del trabajo en el diseno de la recogida de datos. Las
variables de tarea que empleamos son las siguientes: operaciones implicadas, nimero
de letras, nimero de miembros con letra, coeficientes de las letras (1 o diferente de 1)
y tipo de expresion. Esta ultima variable de tarea refiere a si las expresiones incluyen
0 no un signo igual, a las que nos referiremos como expresiones cerradas y abiertas,
respectivamente.

En la descripcién de cada estudio que se incluye a continuacion hemos respetado
la forma en que los autores presentan y clasifican los resultados, si bien en el pos-

2En los documentos que se citan en cada caso aparecen ejemplos de las producciones de los
estudiantes y se puede acceder a un mayor detalle sobre los resultados.
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Estudio 1

Estudio 2

Estudio 3

Estudiantes de 2.° y 4.°
(opcién A) de ESO

Muestra

Estudiantes de 4.° (op-
cién A) de ESO

Estudiantes universita-
rios del Grado de Maes-
tro de Educacién Prima-
ria (2.° curso)

Tipo de traduccion solicitada

Libre

Contextualizada  fuera
de las mateméticas (in-
vencién de problemas)

Contextualizada  fuera
de las mateméticas (in-
vencién de problemas)

En algunos de los casos
se sugiere el contexto

Tipo de expresiones simbdlicas consideradas

Abiertas y cerradas

Cerradas (ecuaciones y
sistemas de ecuaciones)

Cerradas (ecuaciones y
sistemas de ecuaciones)

Tipos de errores en las
traducciones

Relacion de los errores
con el tipo de expre-
sién y nivel escolar del
alumno

Resultados

Errores detectados

Componentes de las ex-
presiones que condicio-
nan la traduccion

Significado asignado a
las operaciones

Errores detectados

Componentes de las ex-
presiones que condicio-
nan la traduccion

Significado asignado a
las operaciones

Tabla 1: Caracteristicas diferenciadoras de los tres estudios.

terior apartado adoptamos un lenguaje comiin para poder integrar los resultados de
estos estudios y extraer conclusiones globales sobre la comprensién del simbolismo
algebraico que ponen de manifiesto los estudiantes.

PRIMER ESTUDIO

Rodriguez-Domingo, Molina, Cafiadas y Castro ([38]) indagan en los errores en
los que incurren dos grupos de estudiantes al traducir enunciados algebraicos del
sistema de representacién simboélico al verbal. La muestra estd compuesta por 26
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estudiantes de 4.° de ESO, matriculados en la materia Matemaéticas, opcién A, y 16
de 2.° de ESO. Todos los estudiantes pertenecen mismo centro piblico espafiol.

Las expresiones simbodlicas propuestas a los estudiantes para su traduccién se
presentan en la Tabla 2. Como puede observarse en dicha tabla, las expresiones in-
cluyen una raiz cuadrada y relaciones aditivas y multiplicativas (incluidas potencias)
entre letras y nimeros; ademas, la mitad son abiertas y la mitad cerradas; la mitad
incluye una sola variable y la otra mitad dos. Los coeficientes que presentan las letras
son nimeros naturales y, en un caso, también fraccionarios.

Expresion Operaciones Letras Miembros Coeficientes Tipo de
con letra expresion
1 2 1 2 1 #1 Abierta  Cerrada
x4+ (z+1)—4 Aditivas n | | | ]
4. (%) =2z Multiplicativas | | | | n
(V)Y Multiplicativas y rafz cuadrada | | | n ]
z-(z+1) =7z Aditivas y multiplicativas ] ] ] ]
22—y =11 Aditivas y multiplicativas ] ] || ||
(z-y)? Multiplicativas u u L ]

Tabla 2: Caracteristicas de las expresiones propuestas a los estudiantes en el estudio 1.

La tarea fue propuesta a los estudiantes por su profesora de matematicas (miem-
bro del equipo investigador), para su resolucién individual y por escrito en una sesién
regular de clase, presentandose las diferentes expresiones en el orden en que aparecen
en la Tabla 2.

Los resultados obtenidos en este estudio ponen de manifiesto que, como era previ-
sible, los alumnos de 4.° son mas exitosos al realizar las traducciones; concretamente
incurren en 17 errores frente a 48 del grupo de 2.°. Todos salvo uno de los enuncia-
dos producidos por los estudiantes de ambos grupos presentan errores. Las autoras
clasifican los errores en las tres categorias siguientes, definidas en un estudio previo
([36], [37)):

s Los errores segun la completitud del enunciado hacen referencia a si falta o
sobra algin simbolo para que la traduccién pueda ser considerada correcta
(€., expresar verbalmente la traduccién del enunciado z - (z 4+ 1) = 72 como
«un ndimero por su consecutivo es igual a siete»).

= Los errores derivados de la aritmética corresponden a la incorrecta interpre-
tacién de signos operacionales confundiendo unas operaciones con otras (ej.,
traducir el miembro izquierdo de la ecuacién z? — 2 = 11 como «la resta del
doble de dos ntimerosy).

= Los errores derivados de las caracteristicas propias del simbolismo algebraico
son especificos al uso del sistema de representacién simbdlico, consisten en:
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e generalizar o particularizar un elemento o parte de la expresién (ej., ex-
presar como «el producto de un nimero par por la mitad de otro es igual a

su doble» la expresion 4 - (g) = 2z, o traducir (1/z)? como «el cuadrado

de la raiz cuadrada de un ntimero);

e no distinguir adecuadamente las letras contenidas en el enunciado, dando
el mismo significado a letras diferentes o diferente significado a la misma
letra cuando esta aparece més de una vez (ej., traducir z - (x + 1) = Tz
como «un numero multiplicado por otro niimero mas uno, es igual a siete
por un nimero»);

e no interpretar o expresar apropiadamente la estructura del enunciado
algebraico o parte del mismo (ej., traducir como «x por un producto
elevado a tresy» la expresion (z - y)3).

Como se observa en la Tabla 3, los escasos errores que cometen los estudiantes
de 4.° curso se distribuyen de forma casi equitativa entre dos de las tres categorias
aqui definidas. Los errores derivados de la aritmética suceden por confusion de las
operaciones potencia y producto, y los derivados de las caracteristicas del simbolismo
algebraico consisten en la generalizacién de parte de la expresiéon dada o son debidos
a dificultades para expresar o interpretar la estructura de la expresién. En cambio, en
el caso del grupo de 2.°, méas de la mitad de los errores corresponden a los clasificados
como derivados de las caracteristicas propias del simbolismo algebraico y un tercio a
errores en la completitud del enunciado. Con similar frecuencia se produce la omisién
de elementos del enunciado y la inclusion de mas elementos. Los errores derivados
de las caracteristicas del simbolismo algebraico son méas diversos que en el caso de
los estudiantes de 2.°. Los errores derivados de la aritmética corresponden en su
mayoria a la interpretacién de la potencia como producto, como ocurre en el grupo
de 4.°.

Errores 2.° ESO 4.° ESO

Segin la completitud del enunciado 33.3% 7.2%
Derivados de la aritmética 8.4% 50 %
Derivados de las caracteristicas propias del 58.3 % 42.8%
simbolismo algebraico

— Generalizar parte del enunciado 18.7% 28.5%

— Particularizar parte del enunciado 4.2% -

— No distinguir adecuadamente las letras

contenidas en el enunciado 12.5% -

— No interpretar o expresar apropiadamente la

estructura del enunciado algebraico 22.9% 14.3%

Tabla 3: Errores de los estudiantes de 2.° ESO y de 4.° ESO segun las tres categorias.

En el grupo de estudiantes de 2.° se detecta menor ntimero de errores en enuncia-
dos abiertos que en los cerrados y en los de dos letras que en los de una (18 vs 30). En
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este sentido, cabe observar que en las expresiones con dos letras, estas estan conte-
nidas en el miembro izquierdo, mientras que las letras aparecen en ambos miembros
en dos de las tres ecuaciones con una sola letra. En el grupo de 4.° no se detecta
influencia de estas dos variables de tarea (tipo de expresién y nimero de letras) en la
correccion de las traducciones de los alumnos. En lo que respecta a las operaciones
implicadas en las expresiones, en el caso de los alumnos de 4.° son los enunciados
que incluyen potencias (4/17) y los enunciados aditivo-multiplicativos (5/17) los
que concentran mayor nimero de errores, mientras que en el caso en los alumnos de
segundo esto ocurre en los multiplicativos (15/48) y en los aditivo-multiplicativos
(9/48) que coinciden con los que contienen letras en ambos miembros.

SEGUNDO ESTUDIO

Fernandez-Millan y Molina ([14], [15]) indagan en las traducciones del sistema
de representaciéon simbélico al verbal que realizan un grupo de 20 estudiantes de 4.°
de ESO matriculados en la materia de Matematicas opciéon A en un centro publico
espaiol.

Las autoras proponen a los estudiantes la invencién de problemas resolubles
mediante las expresiones simbdlicas recogidas en la Tabla 4. Las expresiones consi-
deradas son cinco ecuaciones y dos sistemas de ecuaciones; todas ellas con solucién
Unica, limitando de este modo el uso de la letra al de incognita. Los coeficientes
de las incégnitas, los términos independientes y las soluciones de las ecuaciones son
numeros enteros. Como puede observarse en la Tabla 4 las expresiones incluyen re-
laciones aditivas y multiplicativas (entre ellas potencias) entre letras y nimeros, y
una de las ecuaciones contiene letras en ambos miembros.

Expresién Operaciones Letras Miembros Coeficientes Tipo de
con letra expresion
1 2 ) I #1

8=x+6 Multiplicativas ] ] ] Cerrada
2r—1=9 Aditivas | | ] Cerrada
z+10 = 6z Multiplicativas ] ] | Cerrada
16 = 2?2 Multiplicativas y raiz cuadrada W | | | Cerrada

5z + 3y = 69 e
oty= 15} Aditivas y multiplicativas ] ] | Cerrada
rry=1 } Aditivas y multiplicativas ] ] ] Cerrada

zy = 10
20 =z(z +1) Multiplicativas [ u [ Cerrada

Tabla 4: Caracteristicas de las expresiones propuestas a los estudiantes en el estudio 2.

La tarea fue propuesta a los alumnos en una prueba a resolver individualmente
y por escrito en una sesién de clase, estando presente la docente de matematicas del
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grupo y una de las investigadoras. Las diferentes expresiones se presentaron en el
orden en que aparecen en la Tabla 4.

El andlisis de los 109 problemas analizables® propuestos por los estudiantes pone
de manifiesto que, exceptuando la primera ecuacion, el porcentaje de problemas que
son una traduccion adecuada de la ecuacion o sistema dado fluctiia entre un 30 y un
40 por ciento. Los errores que se detectan son ausencia de igualdad (24/109) o de
incognitas (18/109), modificaciéon de las operaciones que relacionan las incégnitas
entre si o con los términos independientes (42/109), modificacién de los coeficientes o
términos independientes (12/109), y cambio en el ntimero de incégnitas involucradas
(16/109). La mayoria de los enunciados que no incluyen igualdad, tampoco incluyen
incognita, siendo problemas de tipo aritmético en cuyo enunciado no se describen
operaciones que involucren cantidades desconocidas. La ecuacién 3, dnica con in-
cOgnita en ambos miembros, destaca por ser la que presenta una mayor frecuencia
de traducciones incorrectas. En esta ecuaciéon y en los dos sistemas de ecuaciones
propuestos, los estudiantes tienden a incluir un mayor nimero de incégnitas que las
dadas, bien por identificar las incégnitas como distintas al encontrarse en miembros
diferentes o, en el caso de los sistemas, por no precisar que se refieren a las mismas
incognitas cuando en el enunciado narran relaciones relativas a ecuaciones diferentes.
El miembro en que se localiza la incégnita, sin embargo, no supone dificultad para
abordar los procesos de traduccién por estos estudiantes.

Asi mismo, se detectan dificultades para expresar relaciones multiplicativas re-
lativas a ser multiplo de un niimero natural superior a 2, tales como el séxtuple o
seis veces la cantidad de referencia, siendo mas exitosas las traducciones de aquellos
enunciados en los que el coeficiente de las incégnitas es 1.

En la mayoria (75 %) de los enunciados analizables, los estudiantes dan signifi-
cados a las incégnitas asociados a contextos no matematicos. En el resto de casos
proponen problemas propios de teoria de niimeros. Cabe senalar la mayor facilidad
para dar significado a las operaciones aditivas que ponen de manifiesto los estudian-
tes frente a las operaciones multiplicativas, especialmente cuando la multiplicacién
se produce entre dos incégnitas. Los estudiantes no consideran contextos geométricos
ni de medida para darle significado a las operaciones, asignando a la multiplicacion
unicamente significados asociados a la comparacién multiplicativa y a relaciones de
proporcionalidad simple ([8]), es decir, a la repeticiéon de una misma cantidad de
elementos. Se echan en falta problemas de areas y, en general, problemas en los que
la multiplicacion tenga el significado de producto cartesiano. Las operaciones aditi-
vas son interpretadas como situaciones de combinacién (unién) de cantidades o de
cambio de una cantidad inicial, que se ve reducida o incrementada, siendo minima
la presencia de situaciones de comparaciéon aditiva.

3No se consideran analizables los enunciados que se limitan a pedir la resolucién de la ecuacién
o sistema dado o que no son resolubles mediante una expresiéon aritmética o algebraica al no
describirse relaciones entre las cantidades referidas.
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TERCER ESTUDIO

Cartiadas, Molina y del Rio ([7]) indagan en la traduccién del sistema de repre-
sentacion simboélico al verbal en un estudio con 55 estudiantes universitarios con
experiencia previa en invenciéon de problemas; concretamente, son futuros maestros
de educacién primaria que cursan el segundo ano de su titulaciéon. En el curso pre-
vio, estos estudiantes habian trabajado la invencién de problemas aritméticos y los
diferentes significados que las operaciones aritméticas pueden presentar en contextos
no matematicos.

La tarea propuesta consiste en la invencién de problemas resolubles o modeli-
zables mediante las expresiones algebraicas recogidas en la Tabla 5, algunas de las
cuales coinciden o son muy similares a las del estudio previo. Las expresiones —seis
ecuaciones y dos sistemas de ecuaciones— incluyen relaciones aditivas y multiplica-
tivas (en uno de los casos potencia) entre letras y niimeros, con las letras localizadas
en el miembro izquierdo de la ecuacién y, en uno de los casos, con letras en ambos
miembros. En las tltimas tres expresiones de la Tabla 5 se les sugirié a los estudian-
tes un contexto precisando el tipo de cantidad a la que debian referir las incoégnitas:
cantidades de harina y aztcar en un pastel, tiempo requerido para ir de casa al
instituto y la medida de un lado de un rectangulo, respectivamente.

Expresion Operaciones Letras Miembros Coeficientes Tipo de
con letra expresion
T 2 T Z1

r+6=8 Aditivas | 1 | Cerrada

22 =16 Multiplicativas (potencia) M 1 | Cerrada

z+y="7 Aditivas | 1 | Cerrada

20 —1=5 Aditivas y multiplicativas W 1 | Cerrada

rry="1 Aditivas y multiplicativas | 1 | Cerrada
zy =10

i i— 3!; i i’} Aditivas y multiplicativas | 1 | Cerrada

3 =20 Multiplicativas ] 1 ] Cerrada

z(x +1) =18 Aditivas y multiplicativas W 1 [ | Cerrada

Tabla 5: Caracteristicas de las expresiones propuestas a los estudiantes en el estudio 3.

La tarea fue propuesta a los estudiantes en una sesiéon regular de clase por su
profesora de una asignatura del drea de Didéctica de la Matemédtica (miembro del
equipo de investigacién), presentdndose las diferentes expresiones en el orden en que
aparecen en la Tabla 5. Fue resuelta de forma individual y por escrito.
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El porcentaje de éxito en la tarea propuesta estuvo comprendido entre el 50 y el
70 por ciento segun la expresiéon, con la excepcién de la primera ecuacién en la cual
ninguno de los estudiantes tuvo dificultad para proponer un problema modelizable
con la expresién dada. Los errores que se detectan en las traducciones propuestas por
los estudiantes son: a) incluir un mayor ntimero de incégnitas o no incluir ninguna;
b) anadir relaciones entre las incégnitas o dar valor a una de ellas, cuando hay més
de una; y c) reemplazar expresiones cuadréticas por lineales (ej., reemplazar x2 por
22 0 4z en la ecuacién 2% = 16).

Los problemas propuestos que no requerian el uso de incégnitas para su resolu-
ci6n (eran de tipo aritmético) contenfan en algunos casos la solucién de la expresion
dada como uno de los datos, siendo la cantidad desconocida el valor contenido en el
miembro derecho de la ecuacién dada. En estos casos los estudiantes habian resuelto
la ecuacién antes de abordar la traducciéon pedida. Concretamente esto ocurrié en
la segunda (8/52), cuarta (5/48), y séptima ecuacién (8/48). En el sistema de ecua-
ciones, una de las principales dificultades que muestran los alumnos es plantear un
problema que implique a las dos ecuaciones, obviando en algunas de sus propuestas
una de las ecuaciones dadas.

Aun cuando las expresiones consideradas en la recogida de datos incluyen en
igual medida operaciones aditivas y multiplicativas (ver Tabla 5), las primeras tienen
una mayor presencia en los problemas inventados por los estudiantes. La mayoria
(84 %) de los enunciados dan algtn significado a las operaciones. En el resto de casos
proponen problemas propios de teoria de niimeros o problemas en los que aluden a
un contexto no matematico para referir a las cantidades, pero no dan significado a
las operaciones, incluyendo términos aritméticos en el enunciado (ej., propuesto en
el primer sistema: «Si sumo el nimero de balones de futbol y tenis que tengo, hay 7.
Si los multiplico obtengo 10. ;Cuéntos balones de fatbol y tenis tengo?»).

Los estudiantes muestran preferencia por interpretar la suma como la unién de
cantidades (combinacién) o como la modificacién de una cantidad inicial (cambio).
En cuanto a las operaciones multiplicativas, predominan los problemas de proporcio-
nalidad simple, salvo en las expresiones que incluyen operaciones entre las incégnitas,
en cuyo caso los problemas suelen hacer referencia al calculo de areas. Los problemas
de comparacion tienen baja presencia, siendo més frecuente la comparacion multi-
plicativa que la aditiva. La sugerencia de un contexto especifico incluida en las tres
ultimas expresiones propuestas a los alumnos no se manifesté como una variable
de tarea que condicionara la dificultad de inventar un problema aunque, como se
pretendia, condiciond el significado asignado a las operaciones.

7. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los tres estudios ponen de manifiesto que los estudiantes encontraron impor-
tantes y variadas dificultades para abordar la traduccion de lo simbdlico a lo ver-
bal, detectandose porcentajes de éxito bastante bajos, principalmente cuando las
expresiones propuestas no son ecuaciones lineales. La diversidad y niimero de erro-
res, segun pone de manifiesto el primer estudio, tienden a reducirse conforme los
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estudiantes progresan en su formacién algebraica o alcanzan un mayor desarrollo
cognitivo.

Los tres estudios aportan informacién descriptiva de los errores que cometieron
los estudiantes. Sintetizamos a continuacién los errores identificados en estos estu-
dios:

= la incorrecta interpretacion de signos operacionales, concretamente las poten-
cias y los productos (ej., interpretacién de expresiones cuadraticas como linea-
les);

= la inclusiéon de variables o de relaciones adicionales entre las variables, princi-
palmente cuando las expresiones incluyen varias incognitas;

= la omision de variables y de la relacién de igualdad, al plantear un problema
de tipo aritmético que no requiere el uso de simbolismo algebraico para su
resolucién;

= la generalizacién (y excepcionalmente la particularizacién) de parte de las ex-
presiones cuando se proponen traducciones propias referidas a contextos nu-
méricos (teorfa de niimeros);

= la omisién de elementos o la modificacién de los coeficientes o términos in-
dependientes, en mayor medida cuando las expresiones presentan relaciones
multiplicativas entre las letras o coeficientes superiores a uno, o cuando inclu-
yen varias incognitas;

= la diferente interpretacién de incégnitas iguales contenidas en miembros dife-
rentes de la ecuacion;

= la consideracién de solo una de las ecuaciones de un sistema;

» la inclusién de la solucién de la ecuacion en el enunciado transformando la
cantidad del miembro derecho de la ecuacién en incégnita del problema.

A diferencia del estudio de Filloy y Rojano ([17]), estos estudiantes no muestran
tendencia a cerrar las expresiones que no contienen igualdad ni hacen valoraciones
sobre los valores que pueden tomar las letras contenidas en las expresiones. Solo los
estudiantes del tercer estudio, maestros en formacién, recurren a la solucién de la
ecuacién antes de abordar la traduccién, tendencia que Gallardo y Rojano ([20])
detectan en alumnos de secundaria con baja competencia algebraica.

Los errores detectados en los tres estudios ponen de manifiesto que las caracteris-
ticas de las expresiones que ocasionaron mayores dificultades a los estudiantes para
abordar la traduccién solicitada fueron: las operaciones multiplicativas, en especial
las potencias, los coeficientes superiores a dos y el producto de incognitas; la exis-
tencia de una misma letra en ambos miembros; y la consideraciéon de dos ecuaciones
en un sistema. La presencia de igualdad también se detecta en el primer estudio
como un factor que dificulta la traduccién requerida en el caso de los alumnos con
menor formacién algebraica (2.° ESO). En cambio la posicién de la incégnita, en
los casos en que solo estaba contenida en uno de los miembros, no se detecté como
factor condicionante de su capacidad de traduccién.
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Filloy y Rojano ([16]) destacan las ecuaciones con incégnitas en ambos miem-
bros como un componente del dlgebra escolar que supone un corte en la evolucién del
pensamiento desde la aritmética al dlgebra. Se requiere un pensamiento mas desa-
rrollado en tanto que las ecuaciones no pueden ser interpretadas operacionalmente
como la expresion de una secuencia de operaciones que dan lugar a un resultado y se
hace necesario operar con la incégnita para su resoluciéon. Tomando como referente
este trabajo, entendemos que las dificultades detectadas en los estudios 1 y 2 pa-
ra dar significado a una misma incégnita cuando esta aparece en ambos miembros,
estan asociadas a la diferente concepcién de la igualdad, como la expresiéon de una
equivalencia en vez de como el resultado de una cadena de operaciones, que se hace
necesaria para comprender estas ecuaciones. La necesidad de operar con la incégnita
también se presenta cuando la letra aparece repetida tinicamente en un miembro
de la ecuacién (como en algunas de las expresiones del estudio 1), sin embargo los
estudiantes dieron significado con éxito a la letra en estas expresiones.

Esta conclusion pone de manifiesto una limitacién en la comprensiéon de las ex-
presiones algebraicas asociada a un pensamiento operacional frecuente en contextos
aritméticos y que resulta coherente con la tendencia de interpretar las letras como
incégnita evidenciada por los estudiantes. Esta tendencia se constata al observar
que algunos estudiantes dan valores a una de las variables o anaden una relacién
entre las letras al abordar la traduccién de ecuaciones con dos incégnitas. Como
consecuencia, se detecta limitacién en la comprensién de las expresiones simbélicas:
como procedimientos y no como objetos matematicos. Entendemos que esta es tam-
bién la justificacién de la presencia de problemas aritméticos en las traducciones
realizadas por estudiantes en los estudios 2 y 3, en especial cuando las expresiones
dadas presentan alguna de las caracteristicas que hemos destacado como factores de
dificultad.

La inclusién de incégnitas adicionales en los enunciados propuestos por los estu-
diantes cuando la expresion dada era un sistema, la omisiéon de una de las ecuaciones
del sistema, y las dificultades asociadas a la presencia de coeficientes superiores a
uno, pueden estar asociadas no solo a falta de comprension de este tipo de expre-
siones sino también a limitacién en la competencia lingiiistica del alumno. Se hace
necesario indagar de forma especifica en la comprension de situaciones modelizables
mediante estos tipos de expresiones para poder discernir si la dificultad estd aso-
ciada a la comprensién de las relaciones cuantitativas que se establecen entre las
cantidades, a la forma en que estas se representan en el simbolismo algebraico, o a
la expresion verbal de las mismas.

Los estudios 2 y 3 aportan informacién sobre el significado que asignan los es-
tudiantes a las operaciones aditivas y multiplicativas contenidas en las expresiones.
En la mayoria de los enunciados propuestos los estudiantes aluden a contextos no
matematicos, como se les solicitaba, aunque entre un 15% y un 25 % de los alum-
nos proponen problemas de teoria de ntimeros o problemas en los que aluden solo
parcialmente a un contexto no matematico, no dando significado a las operaciones.

Los problemas propuestos por los estudiantes del grado de Magisterio presentan
una mayor variedad de significados para las operaciones multiplicativas, lo cual era
esperable dado que en el curso anterior habian trabajado la invencién de problemas
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aritméticos y los diferentes significados de las operaciones. En los estudiantes de 4.°
de ESO se echa en falta la consideracién de contextos de area, contextos que les hu-
bieran facilitado dar significado a las ecuaciones que incluyen producto de variables.
En ambos estudios se detecta un predominio de situaciones aditivas de combinacién o
cambio, con escasa presencia de la comparacion aditiva. La comparacién multiplica-
tiva resulta mas frecuente en los problemas propuestos por estudiantes de educacién
secundaria.

Esta ausencia y baja frecuencia de significados concretos de algunas de las ope-
raciones merecen ser destacadas por las limitaciones en el conocimiento de los estu-
diantes que ponen de manifiesto, haciendo necesario que se dirija una mayor atenciéon
a las mismas durante su ensenanza. Al igual que se hace en la formacién de maestros,
seria conveniente utilizar la tarea de invenciéon de problemas como actividad de aula
que ayude a conectar los conceptos matematicos y sus representaciones, con las si-
tuaciones o fenémenos que modelizan. Asi mismo, ayudar a los alumnos a identificar
las tipologias de situaciones asociadas a las diferentes operaciones es relevante para
poder dotar de significado al simbolismo algebraico. A partir de la comparacién de
los resultados del estudio 2 y 3, realizado con estudiantes de 4.° de ESO y estudian-
tes de segundo curso del Grado de Maestro en Educaciéon Primaria, consideramos
que este conocimiento puede explicar el mayor porcentaje de éxito de los alumnos
universitarios, dado que ambos grupos tenian una formacién algebraica semejante,
mas reciente en el caso de los alumnos de 4.°.

Los resultados que aportan estos estudios son descriptivos de la comprensién que
desarrollan los estudiantes como resultado de la formacién algebraica que reciben
durante su educacién secundaria obligatoria. Concretamente, se ha obtenido infor-
macién sobre su comprensién de las expresiones simbélicas de forma global y de sus
componentes (signos operacionales y letras), asi como de conceptos que subyacen a
estas representaciones (como las operaciones multiplicativas). En ocasiones queda la
duda de si las limitaciones detectadas en el conocimiento de los estudiantes estan
asociadas a la representaciéon utilizada o estdn evidenciando una limitacién en su
comprensién de los conceptos que subyacen, dejando cuestiones abiertas a explorar
en futuras investigaciones. Se evidencia asi la complejidad de la interaccién entre las
representaciones y los conceptos representados, en tanto que la comprensién de una
representacién esté asociada pero no es equivalente a la de dichos conceptos.

Los resultados presentados también permiten extraer algunas recomendaciones
para la ensenanza del algebra al identificar tipos de expresiones simbdélicas o carac-
teristicas de las mismas a las que, aun al fin de su formacién obligatoria en algebra,
los estudiantes no dotan de significado con éxito.
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