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1. INTRODUCCION

La combinatoria es el arte de contar. En su acepciéon contemporanea, contiene
también el estudio de estructuras discretas. Ademas de ser un recurso imprescindible
en todas las dreas de las matematicas, llegando a desarrollar sofisticados métodos
de enumeracion y estructuras combinatorias complejas, puede decirse que la combi-
natoria ha llegado a su madurez como disciplina mateméatica a partir de la segunda
mitad del siglo XX, incorporando herramientas de casi todas las ramas de las ma-
tematicas y planteando problemas que han llegado a atraer la atenciéon de buena
parte de los matematicos contemporaneos. Ademés de la intensidad con que la in-
formatica ha proporcionado una cantidad ingente de problemas y aplicaciones, uno
de los elementos decisivos en este proceso de maduracion se puede identificar con
la personalidad del matemético hingaro Paul Erdés. Algunos de los problemas que
Erd6s promovié han sido el germen de desarrollos matematicos intensos que han
abierto amplias perspectivas para la matematica del siglo XXI.

Este articulo discute tres dreas particularmente activas en las ultimas décadas y
en las que se plantean retos que, a nuestro juicio, configuran una parte importante
del futuro desarrollo de la combinatoria: la teoria extremal, la combinatoria aditiva
y los grafos aleatorios. Los tres temas se encuentran estrechamente relacionados
y aportan elementos que, en cierto modo, constituyen un cuerpo de herramientas
y métodos caracteristicos de la combinatoria. Aunque estos tres temas no agotan
las perspectivas contemporaneas de la combinatoria, ilustran la naturaleza de sus
problemas y técnicas. Al final del articulo se mencionan algunos desarrollos recientes
que contribuyen a dar una imagen mas completa de las perspectivas actuales del
antiguo arte de contar.

Por fortuna, la combinatoria cuenta con investigadores que poseen una inclina-
cién especial hacia el arte de comunicar. El blog Combinatorics and more de Gil
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Kalai! contiene relatos casi instantaneos de algunos de los avances mas significativos
en el drea realizados en los ultimos afios. Los blogs de Terry Tao? o de Timothy
Gowers® mantienen también una puesta al dia de muchos temas de combinatoria
enlazados en un contexto matemdtico amplio. Bajo riesgo de ser absorbido por un
fascinante torrente de ideas matematicas, estas fuentes permiten formarse una idea
de la vitalidad del area y de la orientacién de su desarrollo en el futuro inmediato.

2. TEORIA EXTREMAL Y METODO DE REGULARIDAD DE SZEMEREDI

La pregunta bésica en la teoria extremal de grafos es la de determinar el maximo
numero de aristas en un grafo que no contiene un subgrafo dado. Este es el problema
mas caracteristico dentro de la denominada teoria extremal en combinatoria, que
abarca problemas diversos, no solo en grafos sino en otras estructuras combinatorias.

El problema original fue planteado y resuelto por Pal Turan en 1941, dando el
valor preciso para el maximo ntimero de aristas ex(n, K,41) de un grafo de n vértices
que no contiene un grafo completo K1 (que contiene todos los pares de vértices
como aristas) de orden r + 1. El teorema de Turdn establece que

Tl2

ex(n, Kyy1) = (1 _ i) " o),

Ademss, el mismo teorema proporciona la tnica estructura extremal posible, el de-
nominado grafo de Turdn T, ., que contiene el maximo posible de aristas sin contener
K, 1 como subgrafo. El grafo de Turan consiste en una particiéon lo mas equilibrada
posible de los n vértices en r partes, cada una de tamaifio |n/r| o [n/r], y todas las
aristas que unen vértices en partes distintas.

Erdos tuvo la visién de apreciar el potencial matemético que planteaba el proble-
ma y la soluciéon de Turan, y propuso una solucién elegante y completa del problema
extremal en teoria de grafos. Esta solucién, contenida en el teorema de Erdds-Stone,
proporciona el valor maximo del ntiimero de aristas en un grafo de orden n que no
contiene un grafo dado H en términos de su nimero cromético x(H). Recordemos
que el nimero cromatico de H es el minimo tamafio de una particién del conjunto
de vértices en partes estables (que no contienen aristas). El teorema de Erdés-Stone
establece que, para todo € > 0, existe ng = n(e) tal que, para todo n > nyg,

n2

(1—X(H1)_1—6>n22§ex(n,H)§<1—X(Hl)_1+e>2. (1)

La demostracién mas comin del teorema de Erdés-Stone refleja un aspecto impor-
tante de la naturaleza del problema: se prueba que, para n suficientemente grande,
el umbral de aristas descrito en el teorema hace inevitable la aparicion de un grafo
de Turdn con x(H) partes en el que se puede sumergir el grafo H. El fenémeno

Ihttps://gilkalai.wordpress.com
2https://terrytao.wordpress.com
Shttps://gowers.wordpress.com
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de aparicién de estructuras ordenadas simplemente por cuestiones de densidad (de
aristas en este caso) es uno de los temas recurrentes en la obra matematica de Erd6s.
Uno de sus exponentes mas brillantes fue el desarrollo del denominado método de
regularidad, creado por Szemerédi en su solucién de la conjetura de Erdés-Turén:
todo conjunto de enteros con densidad positiva contiene progresiones aritméticas
arbitrariamente largas.

El método de regularidad esta basado en la observacion de que un grafo suficien-
temente grande denso (en aristas) contiene necesariamente una estructura particular
que describe cualitativa y cuantitativamente la parte aleatoria y la parte estructurada
de cualquier estructura combinatoria (o matemdtica en general). Esta observacién,
el denominado Lema de Regularidad de Szemerédi, se puede describir de la siguiente
forma:

Para todo € > 0 existen M = M (€) y ng = no(e€) tales que cualquier grafo
de n > ng vértices admite una particion de su conjunto de vértices en
M partes iguales de modo que los grafos inducidos para casi todo par de
partes son pseudoaleatorios.

El enunciado preciso cuantifica los términos «para casi todo par» y «pseudoalea-
torio» en términos de e. El término pseudoaleatorio indica que la densidad relativa
de aristas entre subconjuntos suficientemente grandes de un par dado difieren en
menos de € de la densidad del par que los contiene. Los pares con esta propiedad se
denominan regulares y dan el nombre al lema de regularidad. El Lema de Regulari-
dad solo tiene sentido para grafos densos, cuyo nimero de aristas es una proporciéon
positiva del nimero total posible. En otro caso, la conclusion del enunciado no aporta
informacién estructural relevante.

El Lema de Regularidad ha resultado un instrumento muy potente para el trata-
miento de problemas extremales, tanto en combinatoria como en teoria de niimeros.
El instrumento ha sido completado con los denominados lemas de conteo, que dan
estimaciones asintéticas del nimero de subgrafos especificos contenidos en un gra-
fo denso, el denominado Blow-up Lemma, que establece que los pares regulares en
grafos densos se comportan como grafos bipartitos completos en relacién a la inmer-
sién de grafos pequenos, y el lema de eliminacion, que asegura que la existencia de
un nimero pequeno de subgrafos especificos permite su eliminacién suprimiendo un
pequeno numero de aristas. Este conjunto de resultados constituyen el denominado
método de regularidad, que supuso una de las contribuciones que valieron a Endré
Szemerédi el premio Abel 2012.

El método de regularidad ha sido sisteméaticamente aplicado a la resolucién de
numerosas conjeturas abiertas en teoria extremal de grafos. Algunas de las maés
notables se han resuelto en los tltimos afos (ver, por ejemplo, Komlés y Simonovits
[30] o Kithn y Osthus [31]).

La demostracion de Szemerédi del teorema que lleva su nombre fue durante anos
considerada de una complejidad conceptual dificil de digerir, lo cual motivo el desa-
rrollo de técnicas alternativas. Entre las mas eficientes se encuentran las desarrolladas
por Furstenberg en el contexto de la teoria ergddica, que permitié extender notable-
mente el enunciado del teorema original de Szemerédi al caso multidimensional y a
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la existencia de configuraciones mas complejas que las progresiones aritméticas, en
particular configuraciones definidas a través de polinomios. Una de estas extensiones
trata la version de densidad del denominado teorema de Hales-Jewett, un resultado
originado en la teoria de juegos. El teorema de Hales-Jewett pertenece a la teoria de
Ramsey, precedente conceptual en algin sentido del método de regularidad. El teo-
rema bésico de Ramsey establece que, para cualquier n, existe Ny = Np(n) tal que
cualquier particién de las aristas de un grafo completo de N > Ny vértices contiene
en alguna de sus partes un grafo completo de orden n. El teorema de Hales-Jewett
es un enunciado analogo en el que el universo de referencia es el conjunto de pala-
bras sobre un alfabeto, y el objeto que se encuentra en alguna parte de cualquier
particién, si las palabras son de suficiente longitud, es lo que se denomina una linea
combinatoria. La versién de densidad del teorema de Hales-Jewett establece que una
linea combinatoria aparece en una subconjunto de palabras por el solo hecho de que
sea suficientemente denso. Una de las aplicaciones de esta versién de densidad es
precisamente el teorema de Szemerédi, codificando las progresiones aritméticas en
términos de lineas combinatorias.

La obtenciéon por métodos puramente combinatorios de los resultados obtenidos
por medio de la teoria ergdédica fue uno de los proyectos que se completaron en los
ultimos afios del siglo XX. La clave estaba en una correcta extensién del lema de
regularidad de Szemerédi a hipergrafos, grafos cuyas aristas son conjuntos de vérti-
ces de tamanio k > 2, siendo los grafos el caso k = 2. Esta extensién fue realizada
independientemente por Gowers en un monumental trabajo publicado en Annals
of Mathematics [18], por Nagle, Rodl y Schacht [37], y por Austin y Tao [4]. Esta
generalizacion ha abierto un enorme abanico de aplicaciones y, en particular, pro-
porciona una demostracion simple y elegante del teorema de Szemerédi. En un tour
de force final se obtuvieron tres demostraciones distintas de la version de densidad
del teorema de Hales-Jewett por medio de uno de los primeros proyectos Polymath*,
un esfuerzo colaborativo abierto en la red que plantea cuestiones interesantes sobre
el proceso de creacién matemadtica (o cientifica en general) en el siglo XXI.

El estudio de grandes redes es uno de los retos matematicos actuales. Sus aplica-
ciones en fisica estadistica, en redes de comunicaciones o en computacion cuantica
promovieron el desarrollo de un proyecto originado en el Theory Group de Microsoft
Research en Redmond cuyo resultado es la monografia Large Networks and Graph
Limits de Loévasz [33]. El objetivo tltimo del proyecto es definir una métrica ade-
cuada en el espacio de grafos para la obtencién de nociones ttiles de limites de
grafos.

Siguiendo el contexto planteado por Benjamini y Schramm, el concepto de limite
de una sucesion de grafos se basa en la convergencia de sucesiones de homomor-
fismos. Un homomorfismo entre grafos es una aplicacién que preserva las aristas.
Dados dos grafos H y G, la probabilidad que una aplicacién aleatoria de H en G sea
un homomorfismo se denota por ¢(H, ). Una sucesion de grafos G,, es convergente
si, para cada grafo H, la sucesién ¢(H, G,,) converge. Este planteamiento proporcio-
na una definicién adecuada de grafo limite en el espacio denominado de grafones.

4nttps://gowers.wordpress.com/category/polymathil/
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Para grafos densos proporciona también una interpretacién analitica del lema de
regularidad, que se expresa diciendo que el espacio de grafones es compacto en la
topologia derivada de la métrica anterior. Por otra parte, el uso de homomorfismos
como herramienta para la definicién de esta topologia conduce a una algebrizacion
del espacio de grafos que proporciona un lenguaje sucinto y eficaz en el contexto
de las denominadas flag algebras, introducidas por Razborov [43] en su asombrosa
resolucién del problema de enumeracién de tridngulos en grafos en términos de la
densidad de aristas.

Las multiples conexiones que este proyecto de grafos limite establece entre ana-
lisis, algebra, estadistica, fisica, informatica teorica, teoria de grafos, topologia y
probabilidad, y los multiples problemas que plantea en estos diversos ambitos, lo
convierten en una de las dreas méas activas en la combinatoria contemporéanea.

Gran parte de los resultados en teoria extremal de grafos mencionados hasta
aqui cobran su mayor potencia en el estudio de grafos densos. Estos resultados se
desvanecen en general cuando se estudian problemas analogos en grafos dispersos.
Sin embargo, los fenémenos que aparecen al considerar grafos con densidad positiva
de aristas permanecen en el caso de grafos aleatorios o pseudaleatorios. Los primeros
se construyen a través de diversos modelos, de los cuales el de Erdés-Rényi, amplia-
mente descrito en el apartado 4, es el que ofrece el mejor contexto para su andlisis.
Las propiedades generales de grafos aleatorios son capturadas por el comportamien-
to de estadisticos simples, en particular por el nimero de ciclos de longitud 4, lo que
conduce a la nociéon de grafos pseudoaleatorios.

De nuevo el problema que consolidé desarrollos diversos en las versiones alea-
torias de los resultados anteriores procede de la teoria combinatoria de ntimeros.
Resolviendo un viejo problema planteado por Legendre, pero que subyacia en con-
jeturas de Erdés y Turdn, Green y Tao [20] probaron la existencia de progresiones
aritméticas arbitrariamente largas en los niimeros primos. La aproximacién general
al problema tenia por objetivo desarrollar un teorema de Szemerédi relativo. Esto
es, determinar conjuntos de nimeros tales que cualquier subconjunto denso contiene
progresiones aritméticas arbitrariamente largas. La propiedad que permite estas ex-
tensiones es precisamente la naturaleza pseudoaleatoria (en un sentido preciso que
no detallamos aqui) de estos conjuntos, y una parte sustancial de la demostracion
de Green y Tao consiste en verificar esta propiedad para el conjunto de primos.

La obtencion de versiones dispersas del teorema de Szemerédi en el contexto com-
binatorio fue desarrollada por Kohayakawa [28], Conlon y Gowers [12] y Schacht [45].
En estos trabajos se desarrollan versiones dispersas del método de regularidad para
conjuntos aleatorios combinando aplicaciones en teoria extremal, teoria combinatoria
de ntimeros y teoria de Ramsey.

Uno de los teoremas que ilustran la naturaleza de estos resultados es precisa-
mente la versién aleatoria del teorema de Szemerédi: para cualquier £ > 3 existe
un umbral pg(n) a partir del cual cualquier conjunto aleatorio de los primeros n
enteros que contiene cada elemento con probabilidad p > pg(n) independientemen-
te, tiene la propiedad de que cualquiera de sus subconjuntos de densidad relativa
positiva contiene con alta probabilidad (para n — co) una progresién aritmética de
longitud k.
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La versién dispersa del teorema extremal de Erdos-Stone establece el umbral de
probabilidad para el que, dados un grafo F' y € > 0, un grafo aleatorio G(n,p(n)),
en el modelo de Erdés-Rényi, tiene la propiedad de que cualquier subgrafo H con al
menos

e(H) > (1 -

aristas, contiene una copia de F'.

La obtencion de estas versiones dispersas del método de regularidad, de hecho an-
ticipadas hace més de una década por Rodl y Frankl, han abierto también excitantes
perspectivas de desarrollo en el futuro inmediato.

=T+ )

3. COMBINATORIA ADITIVA

El uso de métodos combinatorios para la resolucién de problemas en teoria de ni-
meros, la mas profunda pasiéon de Paul Erdés, es caracteristico de sus matematicas.
En la seccién anterior se ha descrito la forma en que la conjetura de Erdés-Turan y
su resolucién por Szemerédi sirven de hilo conductor a desarrollos profundos expe-
rimentados por la combinatoria en las tltimas décadas. El problema planteado por
la conjetura de Erd6s-Turan forma parte de una serie de problemas que tradicional-
mente se englobaban en la denominada teoria aditiva de niimeros, y que contienen
problemas célebres como la conjetura de Goldbach, el problema de Waring, los con-
juntos de Sidon o el problema de suma-producto, entre otros. La caracteristica comin
en todos ellos es el anélisis de propiedades relacionadas con la estructura aditiva de
los conjuntos de nimeros. El contexto general de este tipo de problemas cristaliza
con la monograffa Additive Combinatorics de Tao y Vu [46], en la que se acuiia el
término de combinatoria aditiva para referirse a problemas como los mencionados
en el contexto de un grupo aditivo (abeliano o no), o de las relaciones entre las
estructuras de grupo aditivo y multiplicativo en anillos o cuerpos. Los métodos del
analisis de Fourier, probabilisticos y puramente combinatorios constituyen la combi-
nacion tipica para el analisis de este tipo de problemas y forman parte consustancial
de la combinatoria aditiva, de la que la combinatoria aporta la naturaleza de los
problemas, ademés de una parte de las técnicas de analisis.

Un resultado ilustrativo del tipo de problemas que aborda la combinatoria aditi-
va es el célebre teorema de Freiman. La suma de Minkoswski de dos conjuntos A, B
en un grupo aditivo es el conjunto A+ B = {a+b:a € A,b € B}. La desigualdad de
Brunn-Minkowski proporciona una cota inferior justa del volumen de A + B en rela-
cién al volumen de los sumandos en el espacio euclideo d-dimensional: si A, B ¢ R?
son conjuntos compactos d-dimensionales (no contenidos en un hiperplano) entonces

(vol(A + B))Y4 > (vol(A))Y? + (vol(B))*/<.
Para el caso de conjuntos finitos de enteros se tiene la desigualdad analoga

|A+ Bl > |A|+[B| -1,
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en la que se da la igualdad si y solo si A y B son progresiones aritméticas con la misma
diferencia. El estudio del problema de Waring (el niimero minimo de sumandos con
los que cualquier entero se expresa como suma de potencias k-ésimas) condujo a
Freiman a analizar la estructura de los conjuntos cuya suma es pequena. Dado un
conjunto finito de enteros A, el tamafio de su doble, |24 = |A + A|, se encuentra
entre 2|A| — 1 y |A|?/2. Se dice que la suma es pequeiia si |A + A| = c¢|A| para una
constante ¢ (y |A| grande). El teorema de Freiman describe esta estructura:

Si un conjunto de enteros A satisface |2A| < c|A| entonces existe una
progresion aritmética d-dimensional de la que A es un subconjunto denso.
La densidad de A en la progresion y su dimension d dependen solo de c.

La mejor manera de describir una progresiéon aritmética d-dimensional es a tra-
vés de los denominados homomorfismos de Freiman. En el contexto aditivo, en el
que la relacion relevante es la adicién, un homomorfismo f : A C G — H del sub-
conjunto A de un grupo aditivo G en un grupo aditivo H es una aplicaciéon que
preserva las sumas: x +y =2’ +y' = f(x)+ f(y) = f(2') + f(y'). Por supuesto, un
homomorfismo de grupos tiene esta propiedad, pero la estructura global algebraica
no es necesariamente relevante para los homomorfismos de Freiman. Una progresién
aritmética d-dimensional es la imagen en Z de un producto de intervalos en Z% por
un homomorfismo de Freiman.

Ruzsa [44] dio una demostracién extremadamente elegante del teorema de Frei-
man que combina métodos combinatorios (las desigualdades de Pliinecke y el teore-
ma de Menger de conectividad en grafos), geométricos (los teoremas de Minkowski),
analiticos (vecindades de Bohr) y las ideas de Freiman. Es por ello que se suele referir
al resultado como el teorema de Freiman-Ruzsa.

La determinacién cuantitativa de la relacién entre la densidad de A en la pro-
gresion aritmética y su dimensién constituye uno de los problemas abiertos mas
relevantes en el area. Tratdndose de un problema bésico, sus aplicaciones son mul-
tiples y todas ellas adolecen de la debilidad en la estimaciones de estas relaciones
cuantitativas.

Ademads de su demostracion del teorema de Freiman, Ruzsa dio una version del
teorema para grupos abelianos de torsion acotada. En este caso, la estructura se
describe en términos de densidad en clases laterales por algiin subgrupo. Ello conduce
a la nocién de grupos aproximados, conjuntos en grupos arbitrarios para los que el
tamafio de su producto |A - A| difiere poco del tamafio del conjunto A. El desarrollo
de un teorema de Freiman general para grupos generales culminé con el monumental
trabajo de Breuillard, Green y Tao [7] en el que las técnicas probabilisticas, de teoria
ergodica, combinatorias y analiticas convergen en un resultado que puede verse como
una extension del teorema de Gromov sobre la relacién entre el crecimiento de los
conjuntos A™, n € N, en grupos y su estructura algebraica.

El crecimiento de |A™| para un subconjunto finito A en un grupo est4 relaciona-
do con los recientes avances en la resolucién de otra de las importantes conjeturas
abiertas en las ultimas décadas. Interpretando A como un conjunto de generadores,
se trata de analizar el crecimiento de las bolas en el grafo de Cayley I' = Cay(G, A),
donde G = (A) es el grupo generado por A. La conjetura de Babai establece que el
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didmetro de I es el menor posible, del orden de log |G|, cuando G es un grupo simple.
Para algunas elecciones de G y A, se puede demostrar, usando por ejemplo el teore-
ma del agujero espectral de Selberg, que se obtienen familias de expansores, grafos
en los que la frontera |0X| de un conjunto X de vértices satisface |0X| > ¢|X| para
una constante uniforme para toda la familia. Los expansores han sido extensamente
estudiados por sus conexiones con la geometria, la combinatoria y, especialmente,
por sus aplicaciones en teoria algoritmica y en teoria de la informacién (véase, por
ejemplo, Lubotzky [34]). Una de las consecuencias de la propiedad de expansién es
precisamente el valor logaritmico del didmetro del grafo. A pesar de todas las evi-
dencias sobre la conjetura, solo los recientes resultados de Harald Helfgott, primero
para grupos simples de Lie y después para grupos alternados (ver [23], por ejemplo)
han constituido pasos decisivos hacia la resoluciéon de la conjetura. La demostra-
cién contiene algunos de los elementos tipicos de la combinatoria aditiva: andlisis de
Fourier en cuerpos finitos, el lema de Balog-Szemerédi-Gowers, que establece una
relacién entre el ntimero de cuddruples (z,y, z,t) con x +y = z+t, x,y,2,t € Ay el
tamano de A+ A, y estimaciones en el problema suma-producto relacionadas con la
conjetura de Erdés y Szemerédi segiin la cual min{|A + A, |A - A} > |A]?>~<. Cada
uno de estos ingredientes constituye en si mismo un intenso campo de investigacién.

Concluimos esta breve panoramica del desarrollo reciente en combinatoria aditiva
volviendo al método de regularidad de Szemerédi. Green [19] dio una versién del
lema de regularidad para grupos abelianos, donde la estructura descrita en el lema
de regularidad adopta una naturaleza algebraica. Una de las consecuencias de la
version algebraica de Green es el siguiente lema de eliminacién:

Para cualquier € > 0 existe 6 > 0, tal que si la ecuacion

a1x1+ -+ agzr =0

tiene menos de §|G|*~! soluciones en un subconjunto A de un grupo

abeliano G, entonces la supresion de €|A| elementos de A elimina todas
las soluciones.

El lema de eliminacién tiene numerosas aplicaciones en combinatoria aditiva, en-
tre las que se cuenta el teorema de Szemerédi para progresiones de longitud 3 en
grupos abelianos. La extension del lema de eliminacién a sistemas de ecuaciones en
grupos abelianos, a grupos compactos y en algunas versiones a grupos no abelianos,
por medio del lema de regularidad para hipergrafos, extiende estas aplicaciones a
diversos contextos. Una de las méas notables es la demostracion de la versién multidi-
mensional del teorema de Szemerédi, de la que se contaba solo con pruebas ergddicas,
a un amplio espectro de contextos, que incluyen los enteros, los cuerpos finitos o los
grupos abelianos de torsién acotada (véase [11], por ejemplo).

4. GRAFOS ALEATORIOS

El estudio de estructuras aleatorias tiene una larga tradicion en combinatoria.
Propiedades de permutaciones, particiones, arboles y otros objetos aleatorios han
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sido estudiadas profusamente en el contexto de la combinatoria enumerativa. Véase
la multitud de resultados recogidos en [15].

De todos modos, los objetos méas estudiados han sido los grafos aleatorios. El
modelo clasico fue introducido por Erdds y Rényi en un famoso articulo hace mas
de 50 anos [14], y desde entonces se ha convertido en una de las dreas mas activas de
la combinatoria, con varios libros y miles de articulos publicados desde entonces. El
modelo original es G(n, M), que consiste en grafos etiquetados con n vértices y M
aristas, con la distribucién uniforme. Posteriormente se vio que es més conveniente
trabajar en el modelo G(n,p), con n vértices etiquetados y donde cada posible arista
se tira independientemente con probabilidad p. El modelo G(n, M) se aproxima
bien mediante G(n,p) cuando M = p(g); este ultimo tiene la gran ventaja de que
las aristas aparecen de forma independiente, lo cual permite calcular probabilidades
de sucesos complejos. Las referencias estdndar en este campo son [5, 25].

EL MODELO G(n, p)

El modelo G(n, p) cobra toda su fuerza cuando p = p(n) es una funcién de n. El
concepto mas importante en este contexto es el de umbral. Si A es una propiedad de
grafos (ser conexo, hamiltoniano, contener un tridngulo, etc.), decimos que pg(n) es
un umbral para la propiedad A si

P(G(n,p) satisface A) — {0 S? p/po — 0,
1 sip/po — oc.

Toda propiedad monétona (invariante por adicién de aristas) tiene un umbral. Se ha
determinado el umbral para muchas propiedades importantes monétonas de grafos:
ser conexo, hamiltoniano, contener un grafo H como subgrafo, no ser plano, etc.
Otras propiedades méas complejas requieren herramientas mas avanzadas, como el
método de las ecuaciones diferenciales para analizar la evolucién de algoritmos alea-
torios. Sigue siendo un drea activa, en la que se investigan propiedades de G(n,p)
cada vez mas dificiles con herramientas cada vez mas sofisticadas.

El fenémeno que ha recibido més atencién es la aparicién de la componente
gigante. En este caso, el umbral toma otra forma. Si p = ¢/n, el grafo es ralo, en el
sentido de que tiene solamente un niimero lineal de aristas. Cuando ¢ = 1 se produce
una transicién de fase espectacular, ya detectada en el trabajo original de Erdds y
Rényi.

TEOREMA 1. Sea p = ¢/n. Entonces G(n,p) satisface:

1. Sic< 1, todas las componentes conexas son drboles o tienen un unico ciclo, y
su tamatio es O(logn).

2. Sic > 1, hay una unica componente gigante, es decir, que contiene una fraccion
positiva de los vértices. Las restantes componentes tienen tamano O(logn).

Desde entonces, este resultado se ha refinado en miltiples direcciones, especial-
mente analizando la estructura fina de G(n,p) cerca del punto critico p = 1/n, y
las demostraciones se han simplificado utilizando procesos de ramificaciéon y otras
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herramientas de la teoria de la probabilidad. Por ejemplo, un problema planteado
ya en [14], determinar la probabilidad de que G(n,1/n) sea un grafo plano, ha sido
resuelto solo recientemente [39].

Otro fenémeno de transicién de fase fascinante es la k-colorabilidad. Una propie-
dad mondtona A tiene un umbral fino pgy si para todo € > 0 se tiene

P(G(n, (1 — €)po) satisface A) — 0,
P(G(n, (1 4 €)po) satisface A) — 1.

Por ejemplo, la propiedad de ser conexo tiene un umbral preciso, pero la de contener
un tridngulo no (hablamos entonces de un umbral grueso).

Un famoso resultado [1] afirma que la propiedad de no ser k-coloreable tiene un
umbral fino di(n) para k > 3 fijo. Se conjetura que di(n) tiende a una constante d,.
Es decir, existe una constante dj tal que, para todo ¢ > 0, si un grafo aleatorio
tiene menos de (dy — €)n aristas es k-coloreable, y si tiene mds de (dj + €)n no lo es.
Suponiendo la conjetura cierta, se han dedicado muchos esfuerzos a estimar el valor
de dj. Un argumento elemental muestra que

di, < 2klogk —logk,
mientras que Achlioptas y Naor [2] demostraron, en un famoso trabajo, que
di > 2klogk — 2logk — 2.

Recientemente, Coja-Oghlan y Vilenchik [10] han resuelto casi el problema, al de-
mostrar que

2klogk —logk —2log2 < dj, < 2klogk —logk — 1.

Este resultado utiliza de manera rigurosa las ideas del método de la cavidad, un
método heuristico de la fisica estadistica, que predice con precisién el umbral de
k-colorabilidad y otros problemas de naturaleza combinatoria.

OTROS MODELOS

Como hemos visto, el modelo G(n,p) permite un andlisis extremadamente pre-
ciso, pero tiene sus limitaciones. En primer lugar, el modelo no refleja bien las pro-
piedades de las redes que uno encuentra en las aplicaciones, ya sean redes sociales,
econémicas o bioldgicas, redes que divergen fuertemente del modelo G(n,p). Un pa-
rametro basico es la distribucién de los grados de los vértices. Sea dj, la probabilidad
de que un vértice aleatorio tenga grado k. Se observa que la distribucién {d}ir>0
en redes grandes como internet suele tener una cola pesada (heavy tail), es decir,
que no decrece exponencialmente. La distribucién de grados en G(n,p) es binomial
B(n—1,p), que tiende a Poisson(\) si np — A, cuya cola decrece exponencialmente.
Por contra, en las redes del mundo real suele decrecer como una potencia k™.

El modelo de grafos aleatorios generalizados (ver [24] para este y otros modelos
no homogéneos) permite obtener grafos no homogéneos, en los que no todos los
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vértices tienen el mismo grado. Bésicamente, se tiene un peso para cada vértice y
la probabilidad de una arista xy depende de los pesos de x e y. Los pesos pueden
ser deterministas o variables independientes idénticamente distribuidas. Esto da una
gran flexibilidad y permite obtener modelos adaptados a situaciones muy diversas.
El modelo més general es el estudiado en [6], en términos de medidas de Borel en
espacios métricos.

En otra direccion, tenemos el modelo de adhesion preferente. Es un modelo en
el que se anaden vértices dindmicamente y se conectan a los vértices ya existentes
dependiendo de su grado. El principio es que los vértices con grado elevado tienen
mas probabilidad de atraer nuevos vértices.

Finalmente, mencionamos el modelo G(n, r) de grafos geométricos aleatorios [40].
Se toman n puntos aleatorios independientemente en un dominio geométrico (un
cuadrado, un circulo, etc.) y se crea una arista entre dos puntos si estdn a distancia
menor que r (que, en general, es una funcién de n). Igual que en el modelo G(n, p), se
ha determinado el umbral de numerosas propiedades, asi como la existencia de una
transicion de fase que da lugar a la componente gigante. En dimension dos, el caso
més estudiado, el grado esperado de un vértice en G(n,r) es aproximadamente 7r2n.
Esto explica por qué G(n,r) tiene propiedades en parte similares a G(n,p = /7).
Por ejemplo, el umbral para ser conexo es de orden logn/n en G(n,p) y de orden

Vlogn/n en G(n,r).

5.  GRAFOS ALEATORIOS CON RESTRICCIONES

El modelo G(n,p) no es 1til para estudiar clases de grafos definidas por una
condicién global. Por ejemplo, si queremos analizar grafos aleatorios sin tridngulos,
o grafos regulares, o grafos aciclicos, no es posible obtener un modelo satisfactorio
si tiramos las aristas de manera independiente. En estos casos hay que buscar un
modelo alternativo, generalmente basado en contar grafos con ciertas propiedades.

A partir de ahora, G denota una clase de grafos etiquetados, G,, los grafos en G
con n vértices y g, = |G,|. Un grafo aleatorio es un grafo de G, con la distribucién
uniforme 1/g, . Es decir, todos los grafos de G,, tienen la misma probabilidad. Nuestro
interés se centra en estudiar las propiedades tipicas de un grafo aleatorio cuando
n — oo. Decimos que un suceso A se satisface con alta probabilidad si Pg, (A) — 1
cuando n — 0.

GRAFOS REGULARES

Un grafo es d-regular si todos los vértices tienen grado d. Supondremos d fijo,
aunque en general d puede ser una funciéon de n. En el modelo de emparejamientos
tenemos n celdas etiquetadas {1,2,...,n}, y cada una de ellas contiene d elementos
distinguibles, de forma que dn sea par. Un emparejamiento es una particién en nd/2
pares disjuntos. Si pensamos en las celdas como vértices y en los elementos como
semiaristas, un emparejamiento de los nd elementos, al contraer las celdas a vértices,
da lugar a un multigrafo d-regular con n vértices: es un multigrafo ya que pueden
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aparecer lazos (dos elementos de una misma celda emparejados) y aristas multiples
(varios pares de elementos de dos celdas emparejados).
El ntimero de emparejamientos de 2N objetos es (2N)!/(N!2V). Por lo tanto, el
numero de multigrafos que obtenemos es
(dn)!

(dn = = (o 2)

La probabilidad de obtener un multigrafo dado depende del niimero de lazos y de
aristas de cada multiplicidad, pero un grafo simple se obtiene de exactamente (d!)"
maneras, con lo cual la distribucién sobre grafos simples es uniforme. Esto nos da el
modelo uniforme: tiramos un emparejamiento al azar y lo rechazamos si tiene lazos
o aristas dobles.

Sea E(n,d) el conjunto de emparejamientos y R(n,d) el conjunto de grafos d-
regulares simples, ambos con la distribucién uniforme. Para probar propiedades en
R(n,d) (el modelo que realmente nos interesa) podemos trabajar en E(n,d) (el
modelo en el que podemos calcular), condicionando sobre el suceso de que el grafo
resultante sea simple. El hecho siguiente es consecuencia directa de que todos los
grafos simples tienen la misma probabilidad:

Sea A un suceso (un conjunto de grafos) en R(n,d) y sea A’ el conjun-
to de los emparejamientos en E(n,d) que corresponden a grafos en A.
Entonces

PR(n,d)(A) = Pp(n,a) (A" )P(Simple).

Sea k > 1 fijo. La probabilidad de que un emparejamiento de E(n,d) contenga
k pares disjuntos es

C(dn—-2k—-1)1 1 .
P = " — 1)1 dnyr’ "

El resultado anterior permite estimar la probabilidad de sucesos elementales en
E(n,d) y, por proyeccién, en G(n,d).

La probabilidad de ser simple puede estimarse de la siguiente manera. Supon-
gamos d fijo. Se demuestra que, en el espacio E(n,d), el ntimero X}, de ciclos de
longitud k£ > 1, para k fijo, converge hacia una variable Poisson de parametro
A\x = (d — 1)*/(2k), cuando n — co. Ademéds, X1,..., X son asintéticamente in-
dependientes. El grafo asociado a un emparejamiento es simple si no tiene ciclos de
longitudes uno y dos. Usando el lema anterior, se deduce que

. ISV 1—d?
P(Simple) ~ e” e 2 = exp ) .

No tenemos una férmula exacta para el nimero de grafos regulares, pero la férmu-
la (2), junto con la estimacién anterior y la de Stirling, proporciona una estimacién
precisa.
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TEOREMA 2. Para d fijo, el numero de grafos d-regulares con n vértices es

n/2
|Ry.al ~ V2e(1=d*)/4pdn/2 a* :
™ ()2

El hecho de que el nimero de ciclos de longitud fija tenga una distribucién de
Poisson implica lo siguiente: localmente un grafo aleatorio d-regular es como un arbol
d-regular. De hecho, la longitud del ciclo mas corto es de orden logn.

El modelo de emparejamientos ha sido clave para demostrar propiedades profun-
das de grafos regulares aleatorios (ver [47] para una panoramica). Por ejemplo, un
grafo d-regular es, con alta probabilidad, d-conexo, hamiltoniano y no tiene auto-
morfismos no triviales. Su niimero cromatico es igual a k, k + 1 o k + 2, donde k es
el menor entero tal que d < 2klog k. Muy recientemente se ha demostrado ([9]) que
el nimero cromético se concentra en un tnico valor.

En definitiva, tenemos un modelo E(n,d) en el que podemos contar y, por lo
tanto, podemos estimar probabilidades de sucesos elementales. Utilizando técnicas
de probabilidad, tales como los métodos del primer y segundo momento, es posible
demostrar propiedades relevantes de grafos aleatorios d-regulares. El modelo se ex-
tiende con facilidad a grafos con una secuencia de grados fija (dy,...,d,) con Y d;
par, siempre que max{d;} sea acotado. Mucho més dificil es el andlisis de G(n,d)
cuando d es una funcién de n, especialmente el caso denso d = cn.

CLASES DE GRAFOS MONOTONAS

Una clase de grafos G es mondtona si cumple lo siguiente: si G € Gy H es un
subgrafo de G, entonces H € G. Un grafo es H-libre si no contiene H como subgrafo.
La clase de grafos H-libres es claramente mondtona. Un problema dificil es estimar el
nimero de grafos H-libres. Si ex(H,n) es la funcién extremal de H, entonces existen
grafos H-libres con este niimero de aristas. Por lo tanto, tal como hemos visto en el
apartado 2, si x(H) =r+ 1 > 3, el ntimero de grafos H-libres es al menos

o(1=2+0(1))(3)

Erdds, Frankl y Rodl [13] probaron que este es el orden de magnitud correcto.

TEOREMA 3. Sea x(H) = r+1. Entonces el nimero de grafos H-libres con n vértices

es de orden
o(1=3+0(1))(5)

Este es un resultado muy poco preciso, ya que el término o(1) puede esconder
un factor tan grande como 27", Veamos c6mo en algunos casos se pueden obtener
estimaciones mucho més precisas.

Dadas dos clases de grafos A y B tales que A,, C B,,, decimos que casi todo grafo
de A estéd en B si

- A

lim

n—oo |B,|

=1.
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Claramente, un grafo bipartito no tiene tridngulos. Lo sorprendente es que casi
todos los grafos sin triangulos son bipartitos, es decir, prohibir un tridngulo implica,
asintéticamente, prohibir cualquier ciclo impar. Esto fue demostrado por primera
vez por Erdés, Kleitman y Rothschild en los anos 1970. La demostracién se basa en
contar grafos, pero de una forma mucho menos precisa que en el apartado anterior
sobre grafos regulares. Este resultado tiene como consecuencia que un buen modelo
de grafos sin tridngulos aleatorios son los grafos bipartitos aleatorios. Para estos,
tenemos el modelo G(ny,n2,1/2): una biparticién de los vértices V = AU B con
|A| = nq,|B| = ng, y aristas entre vértices de A y de B independientemente con
probabilidad 1/2. Este modelo se analiza como G(n,p); de hecho, no es dificil ver
que si n = |V, entonces ny y ng difieren en O(logn) con alta probabilidad.

Un grafo r-partito no puede contener el grafo completo K, ;. El siguiente resul-
tado, demostrado en [29], es una importante generalizacién.

TEOREMA 4. Para r fijo, casi todos los grafos K,i1-libres son r-partitos.

Més en general, sea H un grafo con ndmero cromético x(H) = r+ 1, r >
2. Nuevamente, un grafo r-partito es H-libre, ya que, si no, H seria r-coloreable.
;Podemos asegurar que casi todos los grafos H-libres son r-partitos? En general no,
pero hay una propiedad que si permite obtener esta conclusion. Decimos que una
arista e de un grafo G es critica si x(G—e) < x(G). Promel y Steger [41] demostraron
el siguiente resultado, que generaliza los anteriores.

TEOREMA 5. Sea H un grafo con x(H) = r+1 > 3 y tal que contiene una arista
critica. Entonces casi todos los grafos H-libres son r-partitos. El reciproco también
es cierto: si casi todos los grafos que no contienen H son r-partitos, entonces H
contiene una arista critica.

Claramente, cualquier arista de un grafo completo es critica, con lo que el teore-
ma 5 implica el teorema 4.

El problema es mucho mas dificil si H es bipartito, una situacién que no cubre
el teorema anterior. El caso prototipico es H = Cy. La funcién extremal de Cy es de
3/2de modo que hay al menos 93/ grafos Cy-libres. Kleitman y Winston
91.082n°

orden %n
. /2 . .
[27] probaron una cota superior , pero determinar la constante exacta sigue

siendo una cuestion abierta.

CLASES DE GRAFOS HEREDITARIAS

Decimos que un grafo G contiene H como subgrafo inducido si existe un conjunto
de vértices U C V(QG) tal que U, junto con todas las aristas de G que unen vértices
de U, es isomorfo a H. Denotamos Forb(H) la clase de grafos que no contienen H
como subgrafo inducido. La diferencia entre prohibir subgrafos ordinarios e inducidos
es grande. Por ejemplo, hemos visto que el nimero de grafos que no contienen Cy
es de orden 27" Sin embargo, | Forb(Cy),| es mucho mayor. Tomemos un grafo
completo A y un grafo vacio B, ambos con n/2 vértices, y aristas cualesquiera
entre A y B. Es facil ver que dicho grafo no contiene Cy4 inducido. Deducimos que
| Forb(Cy),| > 27°/4. De hecho, es una muy buena estimacién. Decimos que un
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grafo es partido (split en inglés) si el conjunto de vértices puede partirse en un grafo
completo y un grafo vacio. Por el argumento anterior tenemos que

Grafos partidos C Forb(Cy).

Promel y Steger (1991) probaron que casi todos los grafos de Forb(Cy) son partidos,
asi que de nuevo tenemos un modelo adecuado para grafos Cy-libres aleatorios.

Una clase muy relevante en teoria de grafos y optimizacién combinatoria es la
clase de grafos perfectos. Un grafo G es perfecto si, para cada subgrafo inducido H
de G, se tiene x(H) = w(H), donde w(H) es el maximo tamarno de un subgrafo
completo. Con esta definicién, parece improbable que podamos analizar grafos per-
fectos aleatorios, pero no es asi. Un grafo G es partido generalizado (PG) si bien
G o su complementario satisfacen la siguiente propiedad: el conjunto de vértices
puede partirse en un grafo completo A y una coleccién disjunta de grafos comple-
tos By, ..., By de manera que no hay aristas entre B; distintos. Dejamos al lector
demostrar el hecho de que

PG C Grafos perfectos C Forb(Cs).

Nuevamente, tenemos un resultado que nos dice que casi todo grafo de Forb(C5) es
partido generalizado [42]. La consecuencia es muy sorprendente: casi todos los grafos
perfectos son PG, que es una clase muy sencilla. Utilizando este hecho, McDiarmid
y Yolov (comunicacién personal) han demostrado, por ejemplo, que casi todo grafo
perfecto es hamiltoniano.

GRAFOS ALEATORIOS PLANOS

Consideremos la clase P de grafos planos, una clase de gran importancia en com-
binatoria. Hasta hace pocos anos no sabfamos cémo analizar grafos aleatorios en P.
La solucién de Giménez y Noy [17] al problema de estimar asintéticamente el ntimero
de grafos planos abrié la puerta al analisis fino de grafos planos aleatorios. En [17]
se analizan pardmetros béasicos como el niimero de aristas y componentes conexas.
En trabajos posteriores se analizan parametros mas complejos como el didmetro o
el grado maximo de los vértices. A continuacién describimos algunas propiedades
bésicas de un grafo aleatorio G de P, que se satisfacen con alta probabilidad:

» Es conexo con probabilidad® p ~ 0.96. El niimero de componentes conexas
se distribuye como 1 + Poisson(A) con A = —log(p) ~ 0.037. La mayor com-
ponente conexa contiene «casi todos» los vértices, en el sentido de que su
complemento tiene tamafio esperado constante.

» El ndmero X, de aristas es asintéticamente normal con E(X,,) ~ un =~ 2.21n
(recordemos que un grafo plano tiene como mucho 3n — 6 aristas). Mds auin,
X, estd fuertemente concentrado: la probabilidad de que |X,, — un| > en es
exponencialmente pequena para todo € > 0.

5Todas las constantes que aparecen en lo que sigue son aproximaciones de constantes bien
definidas, calculables analiticamente con tanta precisién como se desee.
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= Para cada grafo conexo plano H fijo, G contiene un ntmero lineal de copias
disjuntas de H.

s Para cada k > 1, el nimero esperado de vértices de grado k es ~ din, donde
los d, son calculables. Se tiene -, -, di = 1.

Las técnicas para probar estos resultados son analiticas. Si g, es el niimero de grafos
planos con n vértices, se demuestra en [17] que la serie

Zgn n

es analitica en z = 0 y tiene radio de convergencia p ~ 0.37 (la presencia de n! en
el denominador se debe a que los grafos son etiquetados). Cerca de p se tiene una

expansion singular
G(2) = g(2) + h(2)(1 = 2/p)**,

donde g y h son analiticas en p. Utilizando los teoremas de transferencia de Flajolet
y Odlyzko (ver [15]), se puede estimar g, como

gj Nc.n77/2pfn’ c= h(p) (3)

n! r(-5/2)
Para estudiar parametros estadisticos se aflade una variable y se analizan fun-

ciones analiticas bivariadas. Por ejemplo, si g, x es el nimero de grafos planos con
n vértices y k aristas, la serie

G(z,w) = —gn"k 2"
o

contiene toda la informacion sobre la distribucién de la variable aleatoria X, igual al
ntmero de aristas. Nétese que G(z, 1) = G(z). La funcién generadora de probabilidad

(FGP) de X, es
gnk _ [2" (Z w)
Z - "Gz 1)

donde [z"] extrae el coeficiente de 2™ de una serie. Para w fijo, G(z,w) tiene una
singularidad en p(w), de forma que p(1) = p. Igual que estimamos g, = [2"]G(z, 1),
podemos estimar, para w fijo,

"G (2, w)

n!

~ c(w)n~ 2 p(w) ™",

Esto da una estimacién de px, (w), lo cual permite, utilizando una versién asintética
del teorema del limite central y el teorema de continuidad de Levy, demostrar la
convergencia hacia una ley normal. Para los restantes pardmetros se procede de
forma similar viendo que la FGP de la variable en cuestién (una vez normalizada)
converge hacia la FGP de una variable conocida.

Otros pardametros de grafos planos mas complejos, especialmente pardmetros ex-
tremales, requieren bastante mas esfuerzo. Mencionamos los siguientes, obtenidos
por Drmota, Giménez, Noy y otros colaboradores (véase [38] para las referencias
concretas).
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» El didmetro, la méxima distancia entre dos vértices, es de orden n'/4*€ para

todo € > 0. Para ello se utiliza la convergencia de mapas aleatorios (como es-
pacios métricos discretos) hacia un espacio métrico conocido como la superficie
browniana, que es una esfera topoldgica «rugosa» como el movimiento brow-
niano. Esta es un drea muy activa en combinatoria y fisica estadistica, donde
los mapas aleatorios son un modelo para la «gravedad cudnticay.

s El grado maximo de los vértices se concentra en clogn, donde ¢ ~ 2.53. Se
trata de un resultado muy técnico que utiliza herramientas analiticas y proba-
bilisticas, especialmente los llamados generadores de Boltzmann.

s El tamano Y,, de la componente 2-conexa mas grande converge hacia una ley
estable de pardmetro 3/2, cuya densidad se expresa en términos de la funcién
de Airy. Se tiene E(Y;,) ~ 0.95n, es decir, contiene el 95 % de los vértices. Las
restantes componentes 2-conexas son de tamaio O(n2/ 3).

CLASES CERRADAS POR MENORES

El siguiente paso natural después de analizar grafos planos son grafos en una
superficie. Sea S la superficie orientable de género g. Se ha obtenido en [§] una
estimacién precisa para el nimero de grafos que pueden realizarse en §Y (sin cruces
de aristas), similar a (3) pero con término polinomial n=5(9=1/2=1 en lugar de n="/2.
Es decir, el crecimiento exponencial no cambia con el género. También se demuestra
en [8] que un grafo aleatorio de género g fijo tiene las mismas propiedades estadisticas
que un grafo plano. Una excepcién es el hecho de que un grafo aleatorio de género g
tiene una Unica componente 3-conexa no plana, un hecho que permite distinguir la
légica monéadica de segundo orden en grafos planos y en grafos de género positivo.

Todavia més general es considerar clases de grafos cerradas por menores. Un gra-
fo H es un menor de G si H puede obtenerse a partir de un subgrafo de G mediante
contraccién de aristas. Una clase de grafos G es cerrada por menores si, siempre
que G € Gy H es un menor de G, entonces H € G. El estudio de estas clases ha
sido uno de los grandes temas de la combinatoria moderna [32]. La clase de grafos
de género fijo es cerrada por menores, ya que la contraccién de aristas mantiene la
inmersién en una superficie. En este contexto, McDiarmid [35] ha obtenido notables
resultados sobre grafos aleatorios que requieren hipotesis sorprendentemente poco
restrictivas. Los resultados son bastante menos precisos que los que se obtienen con
métodos analiticos pero se aplican a clases mucho mas generales. Los métodos son
muy ingeniosos y relativamente elementales, basados en doble conteo y en argumen-
tos bésicos de probabilidad. La monografia [36] pretende recoger y complementar
ambos enfoques, el analitico y el combinatorio.

6. COMENTARIOS FINALES

Para concluir, mencionamos brevemente tres soluciones recientes de conjeturas
de gran relevancia que demuestran la vitalidad de la combinatoria y su fuerte im-
bricacion en la matematica contemporanea.
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Las matroides, también llamadas geometrias combinatorias, generalizan al mismo
tiempo las matrices (de ahi el nombre) y los grafos. Fueron definidas for Whitney en
los afios 1930 como una abstraccién de la independencia lineal en espacios vectoriales.
Dos problemas famosos de matroides han sido resueltos recientemente. La conjetura
de Rota de 1970 afirma que, para cada cuerpo finito F, la clase de las matroides
representables sobre F (correspondientes a matrices con coeficientes en F) tiene un
numero finito de menores prohibidos. Estos son las obstrucciones elementales: por
ejemplo, para las matroides asociadas a grafos planos las obstrucciones son los grafos
de Kuratowski K5 y K3 3. Geelen, Gerards y Whittle han anunciado una solucién de
la conjetura, aunque calculan que les llevara varios afios (y centenares de paginas)
escribir y publicar todos los detalles [16]. En el fondo podria decirse que es un
resultado de dlgebra lineal, pero jno de la que explicamos a nuestros estudiantes!

Otra conjetura de Rota de 1970 (formulada también por Heron y Welsh) es la
log-concavidad del polinomio caracteristico pas(2) de una matroide M. El polinomio
caracteristico generaliza el polinomio cromdtico de un grafo (todo grafo da lugar a
una matroide de forma natural). La conjetura es que los valores absolutos de los
coeficientes de pps(z) forman una sucesién log-céncava, y por lo tanto unimodal. La
espectacular solucién de Adiprasito, Huh y Katz [3] utiliza herramientas de geometria
algebraica, asociando a cada matroide un anillo en el que se pueden hacer calculos
sobre clases de cohomologia. Estas clases se relacionan con el nimero de conjuntos
cerrados (flats) de M de cada tamano, y estos directamente con los coeficientes de
pu (z). Otras aplicaciones recientes de la geometria algebraica a la solucién de viejos
problemas combinatorios de Erdds son:

= El problema de hallar el m{nimo ntimero f(n) de distancias distintas que de-
terminan n puntos en el plano (el nimero maximo es claramente (g), basta
tomarlos en posicién general). Tomando los puntos en una rejilla puede verse
que f(n) = O(n/y/Togn). Erdés conjeturé que f(n) > n'~°). La cota senci-
lla f(n) > +/n fue mejorada a lo largo de los afios hasta f(n) > n%8¢ (Katz
y Tardos, 2004). Guth y Katz [22] han demostrado que f(n) > n/logn, un
resultado casi éptimo. La prueba utiliza, en particular, la teoria clasica de las
superficies algebraicas.

= Dados n puntos en el plano, no todos ellos en una recta, una recta ordinaria
es una recta determinada por dos de los puntos que no pasa por un tercero.
El clasico teorema de Sylvester-Gallai afirma que siempre existe una recta
ordinaria. Green y Tao [21] han probado la conjetura de Dirac-Motzkin, segtiin
la cual hay al menos n/2 rectas ordinarias. La prueba utiliza la teorfa de curvas
algebraicas, asi como resultados de combinatoria aditiva.

Finalmente discutimos un antiguo problema que se origina en el siglo XIX con
Steiner y Kirkman, y juega un papel en el diseno de experimentos en estadistica.
Un sistema de Steiner S(¢,k,n) es una coleccién B de subconjuntos de tamafno k
de un conjunto X de n elementos, tales que cada t elementos de X estdn con-
tenidos en exactamente un conjunto de B. Para que exista un disefio tienen que
cumplirse las siguientes condiciones elementales: (]z:l’) ha de dividir a (?:Z) para
todo i € {0,1,...,t}. Los sistemas de Steiner con ¢ = 2 abundan, pero construirlos
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con t > 2 es un problema notablemente dificil y se conocen muy pocos. Se conje-
turaba que para todos k,t y para todo n suficientemente grande que cumplan las
condiciones necesarias, existe un S(t, k,n). La reciente solucién de Keevash [26] ha
sido muy celebrada, por la importancia del resultado y porque, inesperadamente,
utiliza métodos probabilisticos. Keevash reformula el problema en términos de em-
parejamientos en hipergrafos y utiliza la existencia de hipergrafos pseudo-aleatorios:
son construcciones deterministas que pasan todos los tests estadisticos para ser real-
mente aleatorios.
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