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JAVIER CILLERUELO (1961-2016), IN MEMORIAM

Francisco Javier Cilleruelo Mateo, profesor titular de Andlisis Mate-
madtico en la Universidad Auténoma de Madrid, fallecié el 15 de mayo
de 2016. Javier Cilleruelo era un especialista en teoria combinatoria de
numeros reconocido mundialmente por su creatividad. Unio a su desta-
cadisima actividad investigadora —mds de 80 articulos publicados en las
mejores revistas y colaboraciones con matemdticos de primer nivel— una
notable dedicacion a otros aspectos de la profesion: excelente docente, or-
ganizador concienzudo (fue el alma de la Red Iberoamericana de Teoria
de Numeros y miembro asiduo de los comités organizadores o cientificos
de las Jornadas de Teoria de Numeros) y divulgador entusiasta (como
se puede ver en su pdgina web https://www. uam. es/personal_pdi/
ciencias/ cillerue/ ), no rehuyd tampoco las tareas administrativas (di-
rigid los dltimos 13 anos el Colegio Mayor Juan Luis Vives). En medio de
esa incansable actividad encontré tiempo para crear la seccion «El diablo
de los numerosy de LA GACETA, de la que se encargd con sabiduria y
eficacia durante 16 afios.

Aparte del homenaje que le dedica Fernando Chamizo en la que fue
su seccion, LA GACETA ha pedido a algunos de sus 44 coautores, que lo
conocieron en distintas épocas y circunstancias, que cuenten como era
Javier como matemdtico y como persona. Lo hacen Antonio Cérdoba, su
director de tesis; Jorge Jiménez Urroz, su primer doctorando; Moubariz
Garaev, uno de sus colaboradores internacionales; y Juanjo Rué, Rafael
Tesoro y Ana Zumalacdrregui, sus estudiantes doctorales y posdoctorales
mds recientes.
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Javier Cilleruelo: el arte de contar

por

Antonio Cérdoba

Javier Cilleruelo (Soria 1961-Madrid 2016), o Francisco Javier Cilleruelo Mateo
si escribimos su nombre completo, ha tenido una vida relativamente corta para estos
tiempos que corren, pero creo que ha sido una vida buena y fructifera. Su actividad
profesional ha girado en torno a la Universidad Auténoma de Madrid y al Instituto
de Ciencias Matemdticas, que fueron las bases desde las que supo mantener una
brillante proyecciéon internacional.

Ademas de tres monografias sobre diversos aspectos de la Teoria de los Numeros,
Javier ha publicado alrededor de ochenta articulos de investigacion, y su produccién
ha ido in crescendo con el paso del tiempo. Incluso durante el iltimo y duro ano de
su enfermedad ha llevado a cabo, entre otros, un trabajo en colaboracién con los dos
Fernandez, José Luis y Pablo, acerca de los puntos visibles del reticulo (mezclando
dos de sus temas favoritos: la teorfa de los nimeros y la probabilidad [9]), y esa
otra filigrana matemdtica que es su resultado con Florian Luca ([11]): todo entero
positivo es la suma de tres capicias.

Es tradicional, en estas circunstancias, poner de manifiesto las situaciones y las
anécdotas compartidas. En mi caso son tantas que seria excesivo mencionarlas, pero
si quiero decir que me siento orgulloso de haber dirigido su tesis doctoral y colabo-
rado en articulos, libros y proyectos de investigaciéon. Desde que empez6 conmigo su
tesina de licenciatura, alld por 1984, hasta sus tltimos momentos, hemos mantenido
una conversaciéon frecuente, casi diaria, en torno a todas las aventuras matematicas
a las que su privilegiada mente lo ha ido llevando. Tanto en las que hemos sido co-
laboradores como también en todas las demds, por cuanto a él le satisfacia tenerme
al dia de lo que estaba investigando en cada momento y yo disfrutaba con ello. En
ocasiones me contaba con orgullo los progresos de su hijo Carlos, y sé también de lo
afortunado que se consideraba por tener a su lado a Estrella, su esposa. Pero Javier
no era una persona a quien le gustara mucho hablar de si mismo, y aunque pue-
da parecer algo extrafio dada nuestra prolongada amistad, no conozco demasiados
detalles de su vida, y fue a través de otros miembros de su familia que supe de la
gran tragedia que marco su mas tierna infancia: el fallecimiento de su padre en un
accidente de trafico cuando realizaba el trayecto Aranda de Duero—Valladolid.

Apenas le interesaban, por aburridos, los trajines de la vida académica, pero su
semblante se transformaba cuando el tema de conversacién giraba en torno a proble-
mas aritméticos y combinatorios. Quienes le tratamos con asiduidad echaremos de
menos, sobre todo, su amistad, pero también las conversaciones frecuentes, alrededor
de un café, en las que sus ojos brillaban contdandonos la nueva observacién sobre los
numeros que acababa de hacer y que tanto le alegraba. Aparte de su talento mate-
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matico, especialmente dotado para la matematica discreta, teoria de nimeros, grafos
y combinatoria, Javier poseia el don de la musica. No solo tocaba bien la guitarra,
sino que era capaz de reconstruir enseguida las notas de una partitura después de
haber escuchado su interpretacién.

Javier pertenecia a la promocion de la UAM que inicié sus estudios de licenciatura
alld por 1979, que fue precisamente el ano en el que yo tomé posesién, como solia
decirse entonces, de la catedra de Anélisis Matemédtico. Por exigencias del guion,
segun una frase que se hizo popular en aquellos tiempos de la movida, enseguida me
converti en una especie de profesor orquesta que impartia clases de dlgebra, geometria
diferencial, probabilidad, teoria de nimeros e, incluso, de andlisis matematico. Le
tuve pues de alumno en diversas asignaturas y recuerdo muy bien que cuando el
asunto iba de modelos de la fisica o de la geometria, el interés y las calificaciones
de Javier palidecian un poco, pero en cuanto se trataba de temas aritméticos o
combinatorios ahi aparecia siempre con soluciones muy originales, de Matricula de
Honor.

A finales del verano de 1983, un afio antes de licenciarse, se matriculé en un curso
de Teoria de Numeros que imparti en Jarandilla de la Vera, dentro del programa
organizado por Miguel de Guzméan y Carlos Benitez. Creo que ese curso fue para
él una especie de epifania, de manera que, a la vuelta del afio sabatico que disfruté
entonces en la Universidad de Chicago, me pidié ser su director de tesis doctoral en
torno a esos problemas aritméticos que tanto le habian interesado en mi curso.

Por orden cronolégico es el sexto de mis alumnos de doctorado en Madrid. Su tesis
fue, sin embargo, la primera que dirigi en Teoria de Numeros, pero sobre cuestiones
que provenian mayormente de mi experiencia con las series e integrales de Fourier.
En los anos de mi doctorado en Chicago, y bajo la influencia de A. Zygmund, conoci
la obra aritmética de Hardy, Littlewood y Ramanujan (el método del circulo y la
importancia de las sumas trigonométricas en la teoria de los ndmeros), que me
inspir6 muchos problemas interesantes para investigar. Asi es que a Javier le sugeri
estudiar a fondo las monografias de H. Davenport (Multiplicative number theory) y
H. Halberstam y K. Roth (Sequences), y redactar una tesina sobre el problema de
estimar los puntos del reticulo dentro de circulos, a partir de los articulos pioneros de
Hardy y Littlewood, y de las ideas que yo habia introducido en el tratamiento de los
operadores llamados de sumacién esférica de series de Fourier dobles. El resultado
fue un interesante documento que no solo mostraba el dominio de esas técnicas, sino
que también presentaba varias mejoras sobre las férmulas aproximadas del llamado
término de error, obtenidas por Hardy y Littlewood. Esa tesina, escrita a mano con
una letra muy clara, es también una muestra fehaciente del enorme progreso que la
escritura de las Matematicas ha experimentado en las tultimas décadas.

Javier era, creo yo, bastante inmune a los achaques del ego. A lo largo de mi
carrera universitaria he tenido que soportar muchas situaciones tediosas, protagoni-
zadas por personajes que creen haber sido ungidos por los dioses y alcanzado una
notoriedad que tiene que ser constantemente reconocida por los demas. Ese trajin
con el nombre que afecta a quienes gastan sus energias en hacerse notar. Si he podido
salir inc6lume, o al menos no sufrir demasiados estragos, ha sido gracias al apoyo
de un grupo de buenos amigos, entre los cuales el de Javier fue para mi especial-
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mente importante, y ahora lo echaré mucho de menos. Aunque no me resulta nada
facil hacerlo sin que se me quiebre la escritura, a continuacién, y de acuerdo con
lo que me han pedido los directores de LA GACETA, voy a comentar brevemente
algunos resultados que publicé en los temas desarrollados bajo mi influencia, con la
pretension, quizas exagerada, de ayudar a comprender su trayectoria matematica.

1. CONTANDO PUNTOS DEL RETICULO

Contar los puntos de coordenadas enteras dentro de un conjunto, o de una familia
de conjuntos, es un asunto que aparece con frecuencia en muchas teorias interesantes.
Un ejemplo es la funcién ro(n), que cuenta el nimero de representaciones del entero
n como suma de dos cuadrados; es decir, el cardinal del conjunto de puntos del
reticulo unidad que estdn en la circunferencia de radio igual a la raiz cuadrada de
n y centrada en el origen de coordenadas. Enseguida se ve que va tomando valores
de forma poco regular: ro(1) = 73(2) = r2(4) = 4, 72(3) = 12(6) = r2(7) = 0,
r(b) =8,...

No obstante, a partir de la descomposiciéon en factores primos de n podemos
calcular el valor de r3(n) con una férmula explicita, que encuentra su explicacién
més transparente dentro de la teoria de divisibilidad del anillo Z[i] de los enteros de

Gauss. Dice asi: si
N R
p;=1(4) ;=3 (4)

entonces

ra(n) = 4]1;(1+ B;) si; es par para todo i,
S 0 en caso contrario.

De esta formula resulta facil deducir las siguientes consecuencias:
ro(n) = O(n®) para todo € > 0,

lim sup

W =00 para todo p.
n—oo

Es decir, asintéticamente, el nimero de puntos del reticulo en la circunferencia 2 +
y?> = n es menor que cualquier potencia positiva del radio, pero puede ser mayor
que cualquier potencia de su logaritmo.

Cabe también preguntarse acerca de la distribucién de los puntos reticulares en
arcos de esas circunferencias centradas en el origen: jcuantos puntos de coordenadas
enteras puede contener un arco de longitud R%, con 0 < « < 17 Javier dio una

interesante respuesta en uno de sus primeros trabajos ([6]):

TEOREMA 1. Para todo o < 1/2 existe una constante Cy, tal que un arco de longitud
R® contiene, a lo mds, C,, puntos del reticulo.

Este resultado y sus extensiones al caso de elipses e hipérbolas aparecen de for-
ma recurrente en diversas publicaciones de Javier ([6], [4], [10]), y constituye una
parte importante de esa primera etapa de su produccién cientifica. Un ejemplo es el
siguiente.
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Sea S(n) el drea del poligono cuyos vértices son los puntos del reticulo en el
circulo 22 + y?> = n (cuando 72(n) # 0), y consideremos la cantidad S(n)/(7n).
Claramente esos puntos estardn mejor distribuidos cuando S(n)/(wn) se encuentre
muy préximo a la unidad:

TEOREMA 2. El conjunto {S(n)/(mn) : r(n) # 0} es denso en el intervalo (2/m,1).
TEOREMA 3. Existe una infinidad de valores n tales que

2
’S(n) 3 1‘ < [loglogn} .
™ logn

La estimacion anterior estd cerca de lo éptimo, ya que es facil demostrar que, en
la direccién opuesta, tenemos la desigualdad

0z

™ ~r2(n)’

El precioso articulo [2] que F. Chamizo ha escrito para este mismo nimero de
LA GACETA contiene una demostracion del Teorema 1 obtenida por Javier y G. Te-
nenbaum algunos afios después, y distinta de la primera. Fernando describe también
el origen del problema y su relacién con la teoria de las series trigonométricas do-
bles: el teorema de Cooke-Zygmund y las propiedades de restriccién de las series e
integrales de Fourier. Y hace alusién al interés que estos resultados han adquirido
recientemente en los trabajos de J. Bourgain y Z. Rudnick sobre las regiones nodales
de las autofunciones de operadores de Laplace-Beltrami, a lo que hay que anadir su
relevancia en ciertos modelos mecano-estadisticos.

Creo que a Javier le agradaba mucho saber de esas consecuencias y aplicaciones
del teorema, pero tenia tantos proyectos aritméticos sobre los que trabajar que no
lograba encontrar un hueco para conocerlas en profundidad. En cuanto al exponente
1/2, me consta que estaba bastante convencido de su irrelevancia y que el teorema,
segun él, tendria que ser cierto para todo o < 1. Sin embargo, yo no estoy tan seguro
de ello, y por el contrario tiendo a pensar que 1/2 puede ser relevante, basindome en
la analogia con el teorema de restriccion de la transformada de Fourier bidimensional.
En cualquier caso, saber lo que ocurre més alld de 1/2 ha demostrado ser una cuestién
tan interesante como dificil.

2. SERIES TRIGONOMETRICAS ESPECIALES: CONJUNTOS DE SIDON

Las series trigonométricas llamadas lacunares tienen frecuencias que crecen geo-
métricamente (ng+1/ng > p > 1), y poseen propiedades muy particulares. Por
ejemplo: si ), ar exp(2mingx) es la serie de Fourier de una funcién f en el espacio
L?(0,1), entonces, necesariamente, f pertenece a LP(0,1) para todo p < co.

1Usaremos la notacién estandar: i) A(z) ~ B(z) cuando existen constantes 0 < C; < Ca < 00
tales que C1A(z) < B(z) < C2A(z) para todo z; ii) A(z) < B(z) si existe una constante finita C
tal que A(z) < C B(z) siempre).
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Se trata de un resultado bien conocido del analisis arménico que tiene una inter-
pretacién dentro del espacio BMO (acrénimo en inglés de las funciones de oscilacién
media acotada): el multiplicador de Fourier f\f(j) =m(j) - f(4), donde m(j) =1si
j est4 entre los ng, y es igual a 0 en caso contrario, es un operador acotado de L? a
BMO y, por tanto, a LP para todo p < co. Pero admite también otras interpretacio-
nes de caracter probabilistico y aritmético: por un lado, las funciones {exp(2mingz)}
se comportan como si fuesen variables aleatorias independientes, y por otro, dado s,
el nimero de representaciones de un entero arbitrario como suma de s términos
ng estd uniformemente acotado. Creo poder afirmar que a Javier no le interesaba
demasiado la primera de ellas, pero si, y mucho, las otras dos.

(Habra una teorfa similar cuando las frecuencias crezcan de forma polinomial? Se
trata de una pregunta natural que tiene consecuencias aritméticas muy interesantes.
Supongamos que la sucesion creciente de enteros positivos n; < ng < ng < --- tiene
la propiedad llamada Bs3(g): el ntumero de representaciones de un entero arbitrario
como suma de dos términos de la sucesién es menor que g. Resulta entonces facil
comprobar que el multiplicador asociado de Fourier estd acotado del espacio L?(0,1)
al L*(0,1). En otras palabras: la serie f(z) = >, ax exp(2mingz) estd en L*(0,1) si
y solo si Y-, |ag|* < 4o0.

La sucesién de los cuadrados ny = k2 no satisface esta hipétesis pero, en cier-
to sentido, no queda muy lejos de hacerlo, siendo una conjetura famosa del area
(también llamada problema de Rudin) la que asegura que la estimacién

H Zak exp(27rik2m)Hp < CP(Z |ak|2> v
k k

es cierta para todo p, 1 < p < 4.
Aunque su enunciado sea «muy analitico», la conjetura tiene un fuerte contenido
aritmético, y en ella las sumas de Gauss

N-1
Gn(z) = Z exp(2min’z)
n=0

desempenian un papel relevante.

Definamos Ty f = G * f. La conjetura de Rudin es equivalente a la acotacién
uniforme L2 — LP, p < 4, de estos operadores, lo que, por dualidad, resulta ser
equivalente a su acotacién uniforme entre L4 y L2, para ¢ > 4/3.

Cuando Javier empezé a trabajar conmigo escuchaba estas disquisiciones con
atencion, seguramente por deferencia a su director de tesis, pero creo que sin mostrar
demasiado entusiasmo. Sin embargo, este se despertaba en cuanto aparecian las
implicaciones aritméticas.

Consideremos una progresién aritmética de enteros positivos

A={a,a+r,a+2r ...}

y preguntémonos: jcuintos cuadrados podemos encontrar entre sus N primeros tér-
minos?
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Naturalmente, de lo que se trata es de dar buenas estimaciones cuando N tiende
a infinito manteniéndose a y r fijos.

Sea
N-1

flx) = Z exp(2mi(a + kr) z)

k=0

y sea 1/“} () = m(j)f(j) el multiplicador de la serie de Fourier dado por la funcién
indicadora de los cuadrados: m(j) = 1 si j es un cuadrado perfecto, y m(j) = 0 en
caso contrario. Tenemos que:

|T(f)||3 = ntimero de cuadrados en la sucesién {a,a +r,...,a+ (N —1)r}.

Si la conjetura de Rudin fuese cierta tendriamos que [|T(f)|l2 < Cy || fll, < C,, N@=1/p
para todo p > 4/3, lo que da lugar a la estimacién

#{{a,a—i—?“,...,a—i-(N—1)7«}0{12,22,32’_._}} SC&Nl/z_Ey

esto es, el nimero de cuadrados entre los primeros N términos de la sucesién es
< N'Y/27¢ para todo £ > 0. El mejor resultado conocido ([1]) dista mucho de esta
estimacién 6ptima.

Ocurre que los nicleos de Gauss son muy distintos de los de las integrales singu-
lares de la teoria de Calderén-Zygmund que sabemos tratar en el analisis armoénico.
Estos tdltimos tienen sus singularidades en el origen y en el infinito, mientras que
en las sumas de Gauss las singularidades se encuentran entre los racionales de de-
nominador pequenio respecto de N. Y aunque siguiendo el método del circulo de
Hardy-Littlewood-Ramanujan conocemos muy bien los valores de G en los llama-
dos arcos mayores, sin embargo, la cancelacion intrinseca a las convoluciones G * f
con una funcién genérica de L? se escapa, por ahora, a los métodos conocidos del
andlisis. A Henryk Iwaniec le of en una ocasién un acertado comentario sobre este
asunto:

[...] en el andlisis arménico se consideran nicleos de convolucién «senci-
llos» que se aplican a funciones «complicadasy», mientras que en la teoria
de los nimeros consideramos niicleos «muy complicados» que actian so-
bre funciones «sencillasy.

De manera que cabe, siguiendo a Iwaniec, resolver los problemas aritméticos sin
entrar en laberintos analiticos del tipo de la conjetura de Rudin, jo no?

Le debo a Antoni Zygmund (mi bisabuelo en mateméticas) haber despertado mi
interés por este tipo de cuestiones ubicadas en la frontera del andlisis arménico y
la teoria de los ntimeros, que luego logré transmitir a Javier. A continuaciéon voy
a describir un resultado del ano 1992, que seguramente no estard entre los mas
destacados de nuestra produccién, pero que creo representativo de la accién en esa
frontera de las dos areas antes mencionadas donde se ha desarrollado gran parte de
nuestros proyectos conjuntos.
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Una manera conocida de regularizar los valores de la funcién ra(n) es considerar
sus promedios o, lo que es equivalente, la sucesién de sus sumas parciales

> ra(n),

n<zx

que representa el ntimero de puntos reticulares dentro del circulo de radio \/x cen-
trado en el origen, siendo de sobra conocida la estimacién asintotica

ng(n) =71z +0Y?), - .

n<x

La «irregularidad» de los valores de la funcién ra(n) viene expresada en el hecho
de que el orden de magnitud de Y . 73(n) sea estrictamente mayor que el de

anr T2 (n)
2
r5(n
Lnga72(1) > log(z).
anz T2 (TL)
La siguiente definicién trata de captar este fenémeno.

DEFINICION 4. Diremos que una sucesion de enteros positivos {ny} tiene la propie-

dad Bs(00) si
. Znﬁx 7"2(71)
limsup =——+— < o0,
r—0o0 n<z ’I"(’I’L)

donde, ahora,
r(n) = #{(ng,n;) : n=n, +n;}.
El resultado que vamos a comentar dice asi:

TEOREMA 5. Ezisten sucesiones infinitas de cuadrados a3 < a3 < a3 < --- satisfa-
ciendo la propiedad Ba(00) y tales que aj < k*log(k).

En [7] se construye explicitamente una tal sucesién de la manera siguiente. Sean
Ii={n:29 <2n<2/(1+1/j)}, donde j =1,2,3,..., y consideremos I = U,I;; la
sucesion buscada consiste en los cuadrados de los elementos de I.

La estimacion a% < k?log(k) es inmediata, y tenemos también la desigualdad

1 T
Sorm= 3 1z5( 3 )2 g
n<z aﬁ+a§§z ai<z/4
ag<a;

Por lo tanto es suficiente con demostrar que
9 x
= (log x)

Consideremos, para cada j, la funcién r;(n) que cuenta el nimero de represen-
taciones de n como suma de dos elementos de I;. (La notacién r;(n) introducida
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ahora hace referencia a la sucesién I; y no debe confundirse, en el caso j = 2, con
la funcién que cuenta el nimero de representaciones como suma de cuadrados que
hemos considerado antes). Tenemos que

Srems] ¥ (Sam)”]

n<w j<llogy(x)] 7

que es una consecuencia de la teoria de Littlewood-Paley del anélisis armonico, junto
con la interpretacién de las sumas Y., . r?(n) en términos de normas L* de unos
polinomios trigonométricos apropiados:

Z r2(n) ~ H Z Z exp(27rin2x)Hi

n<e j<(log, ) /2 n€l;

Z ‘ Z exp(?winzx)r) i

j<(logy x)/2 nelj;

4

~ ‘

4

5( 3 Hzexp(zmn2x)Hz)2:< 3 (er(n))l/z)z.

j<(logy z)/2  n€l; j<(logy z)/2  n

La demostracién se consigue a partir de la acotacién

S 5 (2)" )

J

ya que
272 x
S r’(n) < ( 5 7) < _*
re(n .
n<z j<(log; @)/2
La estimacién (x) anterior es una consecuencia del siguiente lema:

LEMA 6. Sirj(n) > 2, entonces r?(n) < F(n), donde F(n) cuenta el nimero de
soluciones enteras (a1,b1,az2,bs) del sistema de desigualdades

1 1
0<‘—<f, 0<‘Z—2—1‘<f, n=a?+b? = a3+ b3.
2 J

Suponiéndolo cierto, la propiedad (%) buscada se demuestra as:
Do) = 32 mm+ Y i),
n ’I"j(’ﬂ):l T’J‘(TL)ZQ
y como
27\ 2
rj(n)=1

basta pues con estimar el segundo sumando.
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Pero el lema 6 nos dice que estd acotado por el ntimero de soluciones (a1, by, as, ba)
del sistema

2(27)% < (af +b7) (a3 + b3) < 2(271/j)?
1 1
0<|2<= 0<|Z-1]<
b J ba

Con (a1, b1) fijado, estimaremos cuantos (ag, b2) verifican

2 27
<\/a3 +b3 < V2 s /J,
\/al—&— Vai+v?

es decir, el nimero de puntos del reticulo en una regiéon simétrica respecto a la
bisectriz del primer cuadrante, contenida entre los radios

27 29 +27/j
r :\/57 y r :\/57’
' e ? N,

y cuya longitud en la direccién angular es también
27 /5
5 2
vai+ b2
Ahora bien, la condicién 0 < |ag/bs — 1| < 1/j implica que bs > j, y un sencillo
calculo muestra que las dimensiones, radial y angular, de esa regién son lo suficien-

temente grandes como para que el nimero de puntos reticulares contenidos en ella
pueda ser estimado por su drea, lo que nos permite escribir

47 47 4

DI R D . o

rj(n)>2 a1,by (al + bl)j b1 <27 blj J
0<|a1/b1|<1/j

DR EE

et (log x)

y, por tanto,

DEMOSTRACION DEL LEMA 6. Empezamos observando que sin =0 (méd 4) admi-
te dos representaciones distintas como suma de dos cuadrados, n = a?+b% = ¢ +d?,
entonces existen enteros aq, b1, as, by tales que

a (arc tan(a/b) 4 arc tan(c/d) ),

b1 2
a _ oo (arc tan(a/b) — arc tan(c/d)).
ba 2

Sea pues n = a2 + b2 = a2 + b2 un entero con dos representaciones distintas como
suma de dos cuadrados tales que

29 <a, <as<by<b. <29 +27/5, ar = b, = a, = b, (méd 2).
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Por la observacion anterior, existen enteros ai, by, as, bo de manera que

n = (ai +b) - (a3 +b3),
a (arc tan(a,/b,.) + arc tan(a,;/bs)>7

by 2
a _ (arc tan(a,./b,) — arc tan(as/bs)).
ba 2

Las condiciones impuestas sobre a1, b1, ag, by implican que |a; /b1| < 1/5y |ag/ba—
1] < 1/j. Pero ambas cantidades tienen que ser también estrictamente mayores que
0, porque hemos partido de dos representaciones distintas de n como suma de cua-
drados. Cada pareja de tales representaciones origina angulos diferentes y, por con-
siguiente, enteros distintos ai, b1, as,bs. Podemos concluir que el nimero de tales
parejas, rj(n)(rj(n) — 1)/2, esta acotado por arriba por el nimero de soluciones del
sistema

n=(af +b7)- (a3 +b3),
0< E‘<l,
b1 J

1
0< ‘aﬁ - 1’ <=
ba J
La demostracién se concluye observando que si 7;(n) > 2, entonces
ri(n) < 4(rj(n)(rj(n) —1)/2). O

El teorema exhibe una fusiéon de métodos del anélisis arménico (multiplicadores
de Fourier, teoria de Littlewood-Paley) y de elementales, pero ingeniosas, maneras
de contar puntos del reticulo, en las que puede apreciarse el inconfundible marchamo
de Javier, quien sigui6 interesado en este tipo de cuestiones pero con una clara deriva
hacia su parte mas combinatoria.

Parece ser que Simon Sidon pregunté a Pal Erdds sobre las sucesiones de enteros
de menor crecimiento que tuvieran esa propiedad de producir el teorema L?(0,1) —
L*(0,1) para las correspondientes series de Fourier. En manos de Erdés, Rényi y la
espléndida escuela hingara de matematica discreta, el problema se transformé en
desafio y objeto del deseo, aunque modificaron un poco el enunciado: «un conjunto
de enteros positivos es llamado de Sidon si las sumas de dos cualesquiera de ellos son
siempre distintas». Surge el problema: construir, o probar la existencia, de sucesiones
de Sidon de manera que la funcién A(x) que cuenta el niimero de puntos de A entre
1 y x sea lo mayor posible.

Una primera aproximacién se obtiene con el llamado «algoritmo avaricioso»:
empezando con a3 = 1, definimos a,1 como el menor entero positivo que podemos
anadir al conjunto {aq,...,a,} de manera que se conserve la propiedad de Sidon.
Obtenemos asi la sucesién

1,2,4,8,13,21,31, 45, 66,81,97,123, . ..
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En cada paso, los elementos eliminados son todos aquellos de la forma a; +a; —ax,
donde tanto i como j y k son menores que n. Como, a lo més, hay n? de ellos,
podemos concluir que a,+1 < n® + 1, lo que implica que A(x) > zl/3.

Resulta relativamente facil comprobar que la estimaciéon A(x) 2 z1/? es falsa,
por lo que la verdad se encuentra en un exponente intermedio entre 1/3 y 1/2.

CONJETURA 7 (Atribuida a Erd6s). Para cada € > 0, existe un conjunto de Sidon
tal que A(x) > x'/?~=.

La conjetura ha resistido los ataques de los miembros méas conspicuos del &rea
(Erdés, Szemerédi, Rusza, Cilleruelo, etc.), quienes, no obstante, han logrado intere-
santes resultados parciales. Hasta hace poco, el mejor de ellos se debia a I. Rusza
quien, usando métodos probabilisticos, logré probar la existencia de un conjunto de
Sidon cuya funcién contadora satisface

A(z) = gV 1o,

Pero el método de Rusza no es constructivo y restaba dar un ejemplo explicito de
una tal sucesién. Eso lo llevd a cabo Javier en la que, seguramente, es una de sus
mejores publicaciones ([5]).

TEOREMA 8. FEziste una sucesion explicita de Sidon cuya funcién contadora satisface
la. estimacién asintética A(x) = V2100 7 5 0.

La construccion, aunque basada en métodos elementales, no es nada facil, y
contiene muchos regates ingeniosos: a partir de la sucesién de los logaritmos de
los nimeros primos, que por el teorema fundamental de la Aritmética forman un
conjunto de Sidon de ntmeros reales, se obtiene una sucesién con la propiedad de
Sidon y densidad grande... Y aqui no cabe ya otro comentario sino recomendar la
lectura de [5].

Con gran agrado por mi parte, he sido testigo de cémo Javier fue conectando
con los expertos reconocidos del area, quienes han venido a Madrid para trabajar
y colaborar en sus proyectos; al tiempo que él ha sido un participante habitual en
todos los congresos y workshops importantes, organizados en los centros del mundo
donde se cultiva el arte combinatoria y la teoria aditiva de niimeros. Y aunque esa
espléndida actividad lo alejara un tanto de los problemas de las series trigonométricas
que estuvieron en sus comienzos conmigo, me he sentido muy orgulloso de sus logros
y de su trayectoria.
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Recordando a Javier Cilleruelo Mateo, «Cille»

por

Jorge Jiménez Urroz

En el afio 1990 cursé Teoria de Nuimeros como asignatura de la carrera de Mate-
maticas en la Universidad Auténoma de Madrid. El departamento de Matematicas
de la Auténoma suele rotar la docencia entre sus profesores, y ese afio le tocé darla al
profesor Javier Cilleruelo Mateo. Un profesor recién ascendido de asociado a titular
interino, después de leer su tesis doctoral sobre la representacion de enteros como
suma de cuadrados.

La forma que eligié para impartir la asignatura me cautivé. Aparecian problemas
de todas las indoles, en los que, de manera insospechada, hacian falta ideas de todas
las ramas de las matematicas para resolverlos.
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Y es que asi era Javier. Le encantaban los problemas cuyo enunciado ocultaba
cualquier pista sobre su forma de atacarlo. En su tesis doctoral, Javier generaliz6 un
resultado de Schinzel® por el que sabemos que la longitud de un arco de circunferencia
de radio R con tres puntos de coordenadas enteras debe ser superior a 2R'/3. Javier
y su director, Antonio Cérdoba, pudieron probar en [5] que un arco de longitud
V2Rem con e,, = 1/2 — 1/(4]m/2] + 2), puede contener como mucho m puntos
de coordenadas enteras. jQuién podria sospechar que el truco para conseguir este
teorema se encontraba en demostrar que los argumentos de los niimeros complejos
asociados a cada uno de los puntos del reticulo en una circunferencia de radio primo
son linealmente independientes sobre los racionales!

Si, Javier era un hombre creativo. Y lo que mas le gustaba era crear ideas.

Creaba ideas para resolver problemas. Al principio, estos problemas surgieron
de manera natural como continuacién de los temas a los que se dedicé durante
su tesis. El estudio de la representaciéon de enteros como suma de cuadrados le
sirvié a Zygmund [12] para demostrar un teorema de tipo Cantor-Lebesgue en dos
dimensiones. No se extranen si un hombre que dedicé su vida a los nimeros enteros
tenia sus raices en el Andlisis Armodnico. Esto no es méds que otro de los logros de
Javier: hacer una tesis de Teoria de Ntimeros bajo la direccién de un especialista de
renombre en el Andlisis Armoénico. Y no en un tema cualquiera. Es bien conocido el
problema del reticulo como Gauss lo enuncié. Pero puede que no sea tan conocida
la cantidad de autores que se han dedicado al problema, o a alguna de sus variantes,
desde la Teoria de Ntumeros, el Anélisis, o la Geometria. Quizas al lector le interese
ojear el articulo [8], escrito junto con Andrew Granville, para ver un panorama mé&s
general de la importancia de los resultados de Javier y el alcance del problema.

De las representaciones de enteros como suma de cuadrados da un salto natural
y se sumerge de lleno en la representacion de enteros como suma de los elementos de
una sucesion dada. Las que representan todos, y las que no, las que los representan
solo una vez, o un nimero concreto g, las sucesiones finitas, y las infinitas. En este
articulo solo voy a comentar algunos pequenos detalles de su enorme creatividad, y
solo relacionados con este tipo de problemas.

Y es que no pasé mucho tiempo hasta que consiguié la mejor cota para el cre-
cimiento de una sucesién de Sidon —aquellas en que las sumas de cada par de
elementos nunca se repite— formada por cuadrados [2]. La prueba consistia en una
inteligente aplicacion de los métodos utilizados en su tesis, combinada con una as-
tuta elecciéon de enteros, los de intervalos [67,67 + 6 / 2], eliminando los que pudiesen
dar representaciones repetidas. En ese mismo periodo también nos dejé su propia
generalizacién de la sucesién de los cuadrados, con una interesante definicién, la de
sucesiones Bs[oo] en [6]. Estas sucesiones son las que tienen la propiedad de que

2
2in<a (1)
2n<a ()
1Es interesante mencionar que esta no es mas que una aplicacién de un resultado atribuido a

Herén de Alejandria que asegura que el producto de los lados de un tridngulo es igual al producto
de cuatro veces su drea por el radio de la circunferencia que lo circunscribe.

R(z) = < 00,
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donde r(n) es el nimero de representaciones de un entero n como suma de dos
cuadrados. Quizds es necesario mencionar que R(z) muestra la irregularidad de la
funcién r(n). Por ejemplo, para los cuadrados se tiene R(x) > logx. En ese mismo
articulo prueba la existencia de sucesiones Bs[oc] formadas por cuadrados y de
crecimiento lento, aj, < k2 log? k.

Desde entonces, Javier se convirtié en uno de los mayores exponentes a nivel
internacional en el estudio de sucesiones de Sidon y su generalizacién a sucesiones
Bylg], que permiten ¢ representaciones como suma de h términos de la sucesion.
Es facil ver que, por ejemplo, las potencias de 2 forman una sucesiéon de Sidon, y
de hecho Bp[1], pues todo niimero se puede representar en binario de forma tnica.
Sin embargo, es muy dificil ver el minimo crecimiento que puede tener una sucesién
con esa propiedad. Se sabe encontrar sucesiones con aj < k3, gracias al «greedy
algorithm», pero se necesitaron 50 afios para encontrar sucesiones de Sidon con
ar = o(k?), mientras que la conjetura de Erdés dice que existen sucesiones de Sidon,
y en general Bs[g], con ar < k*T¢. Desde entonces, uno de los mayores problemas
en Teoria Aditiva de Numeros es encontrar el crecimiento minimo para este tipo de
sucesiones.

Muchas de las ideas de Javier vienen de la combinatoria, como su nueva forma de
contar para poder encontrar, en [3], la mejor cota hasta el momento en sucesiones
By[2], o su maestria una y otra vez demostrada en hacer «andlisis» de conjuntos
discretos, como en [2] o en [1], donde combiné perfectamente estas técnicas con su
bien aprendido andlisis en sentido clasico para obtener

1

Ni=%
r2— )+ 4)

como la mejor cota conocida hasta el momento para el menor tamafno posible de un
conjunto Ay tal que todo entero 1 < n < N se puede representar como un elemento
de Ayx més una k-potencia, b*.

Pero también encontramos nuevos resultados de Javier con un espiritu mas pro-
babilistico como su «overlapping lemma»: dada una sucesién A, si llamamos A(z)
al cardinal de {a € A:a <z} y Dy es la varianza de A(n) — A(n — H), se tiene

H2|A|2
X =)= o~ HlAl+ D

lo que permite estimar el niimero d(h) de representaciones de enteros como diferencia
de dos enteros de la sucesiéon A, en un intervalo de longitud H, en términos del
numero de elementos de la sucesion y su distribucién en el intervalo. La generalidad
y potencia de este lema permitié a Javier su uso en diversas aplicaciones (véanse,
por ejemplo, [11] y [4]). Todavia recuerdo la ilusién con la que me lo contaba en un
pasillo de la Auténoma el dia que lo concibid.

Sobre las sucesiones Bp[g] recuerdo nitidamente cémo, a mi vuelta después de
una estancia en Estados Unidos, me comenté que habia mejorado todas las cotas
existentes en sucesiones Bs[h], pero que era muy sencillo, y no le parecia que debiera
publicarse. No mencioné que ya se habia convertido en un maestro en los métodos
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probabilisticos introducidos por Erdds, y que este era el método que estaba utili-
zando. El método de Erdds requiere la construcciéon de una medida de probabilidad,
dentro del conjunto de sucesiones de enteros, con toda la masa en aquellas sucesiones
que tienen el crecimiento necesitado en el problema que requiere nuestra atencién.
De esta forma, si encontramos un conjunto de sucesiones de probabilidad positiva,
habremos demostrado que tales sucesiones tienen el crecimiento deseado, sin tener
que preocuparnos por estimarlo.

No era la primera vez que Javier utilizaba este tipo de técnicas, pues en [2] ob-
tuvo, gracias a una aplicacion maestra del método, la mejor cota posible para una
sucesion Bs[g] formada por cuadrados. Pero, claro, como el resultado en sucesiones
Bs[g] con completa generalidad era solo una mejora leve de los resultados conoci-
dos, y mediante una aplicacién sencilla de los métodos probabilisticos, no merecia
ser publicada. Gracias a Dios, durante mi estancia habia tenido la oportunidad de
conocer a Erdds en persona y sabia que el resultado necesitaba ser publicado, ya
que podia apreciar que la prueba contenia una, ciertamente sencilla, pero a la vez
bonita, aplicacion del método de Erdds. Para convencerle, lo estuvimos mirando y
vimos que los métodos de Javier se podian aplicar en general a una sucesién By[g],
dando como resultado el articulo [10].

Javier fue mi director de tesis. De hecho, yo fui su primer estudiante de doctorado.
Gran privilegio. A pesar de ello, no trabajé mucho en contacto directo con Javier,
aunque si que es cierto que hice la tesis gracias a él. Aparte de proponerme problemas
para trabajar, como la generalizacién de sus trabajos en circunferencias y elipses
(véase [7]) a otros contextos, mucho mds importante fue su apoyo dirigiendo mi
camino como investigador.

En el afio 1990, Antonio Cérdoba organiz6 una memorable Escuela de Verano de
Teoria de Nuimeros en la UIMP, a la que invit6 a los expertos de més alto nivel mun-
dial del momento. Entre ellos estaba el entonces joven y brillante Andrew Granville.
Réapidamente, él y Javier se hicieron muy buenos amigos. Una amistad forjada en el
aprendizaje mutuo de matematicas.

Durante la visita de Andrew a Madrid para asistir a la lectura de mi tesis doc-
toral, Javier ya sabia que (16R)1/ 3 era la longitud necesaria minima de un arco de
circunferencia de radio R con 2 puntos de coordenadas enteras y que, si se modificaba
minimamente la constante, se podian encontrar arcos de longitud (16R,,)"/? 4 0, (1)
con 3 puntos del reticulo, como son los puntos (4n® — 1,2n% + 2n), (4n3,2n? +1) y
(4n® + 1,2n% — 2n), en la circunferencia de radio R, = 16n5 + 4n* + 4n? + 1. Sin
embargo, a pesar de que sabia que en una circunferencia de radio R no exist{an arcos
de longitud R* con @ < 2/5 y cuatro puntos de coordenadas enteras, todavia no
habia probado que este exponente era el é6ptimo. Le comenté el problema a Andrew,
y después de varios dias de trabajar en el problema, no pudieron llegar a ninguna
conclusién. .. hasta el dia que marchaba. Ese dia Andrew encontr6é una prueba de
que el exponente 2/5 era éptimo, dando una construccién explicita de arcos de esa
longitud con cuatro puntos del reticulo. Llamé por teléfono al lugar donde pensaba
que hallaria a Javier: la sala donde se entrenaba en el lanzamiento de dardos para
el proximo campeonato del mundo. No estaba alli, pero cuando Andrew quiso dejar
el mensaje de que ese era el arco éptimo, para su sorpresa el encargado, gran amigo
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de Javier, le contesté que Javier ya lo sabia. Y es que Javier, al mismo tiempo que
Andrew, habia dado una demostracién alternativa y sorprendente del mismo resul-
tado, utilizando las convergentes en fraccién continua de la razén durea. De nuevo,
las ideas de Javier solo podian venir desde el cielo. La colaboracién con Andrew
Granville se plasmé en dos articulos: uno reflejando estas ideas [9] y otro [8] donde
se encuentra un encuadre general de conjeturas y teoremas referentes a problemas
relacionados con la sucesién de los cuadrados.

Pero Javier no solo creaba ideas relacionadas con la ciencia. También creaba
ideas para hacerse millonario. No lo consiguié, pero nos tuvo a una docena de fieles
seguidores apostando a las quinielas todas las semanas segin sus elucubraciones
sobre la teoria de los nimeros del fatbol. Dentro de este ambiente ltdico y divertido,
caracteristica predominante en Javier, también tuvo tiempo de crear juegos para
divertimento de los que le rodeaban. Recuerdo como si fuese ayer un dia en que,
al entrar a su despacho, me dice: «piensa un ntimero...» (pensé el 7). Y después
de pedirme que realizase cuatro operaciones sencillas a las que solo debia responder
«ya» cuando acabase, y que en apariencia habrian devuelto cualquier nimero al azar,
me dice: «has pensado el 7». Este juego original, e ideado por su mente creativa,
se basaba simplemente en que la respuesta del jugador cuando suma dos cantidades
toma notablemente menos tiempo que si las resta. Al final del juego me comento
que, en mi caso, se notaba muy claramente esta diferencia.

En 2002 le nombraron director del colegio mayor que le dio la bienvenida al llegar
a Madrid, el colegio Juan Luis Vives. E incluso como director del colegio mayor era
ingenioso y creativo. No tardé mucho en ganarse el respeto y el carifio no solo de los
empleados, sino de los propios estudiantes que se alojaron alli afio tras ano. Y no
era facil esta tarea. Al principio me comentaba que los mas audaces le venian con
planes locos que querian llevar a cabo dentro del colegio. ; Como pararles? Pronto se
le ocurri6 una idea simple: cuando venfan a su despacho respondia: «jAh, qué buena
idea! Venga, hacedlo». Nunca més se oia nada sobre el tema.

Javier, me gustaria volverte a agradecer, ahora y siempre, que me tomases como
tu primer estudiante de doctorado, a pesar de tu juventud.
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Mi amistad y colaboracién con Javier Cilleruelo

por

Moubariz Z. Garaev

Conoci a Javier en persona en junio de 2008 en el Primer Encuentro de Teoria de
Niumeros en Venezuela, del cual él fue uno de los organizadores. Durante el evento
platiqué mucho con Javier y me impresioné su pasién por las matematicas, la calidad
de sus ideas y la generosidad con la que las compartia. Recuerdo que en aquella
ocasion Javier me expreso su creencia sobre la posibilidad de utilizar conjuntos de
Sidon para resolver problemas aditivos en cuerpos finitos evitando el uso de las
sumas trigonométricas, la herramienta usual para tratar este tipo de problemas. En
efecto, unos afios después Javier logré concretar sus ideas y publicé un importante
articulo [2], donde introdujo un nuevo método para tratar, entre otros problemas,
estimaciones de suma-producto, problemas de incidencia y el problema de solubilidad
de ecuaciones en cuerpos finitos utilizando conjuntos de Sidon.



LA GACETA % ARTICULOS 515

Mi amistad y colaboracién con Javier comenzé desde nuestro encuentro en Vene-
zuela. Por invitacién de Javier realicé varias estancias de investigacion en el Depar-
tamento de Matemadticas de la Universidad Auténoma de Madrid (UAM) y participé
en varios congresos en Espafia. Durante mis estancias trabajamos arduamente sobre
nuestros proyectos de investigacion.

En la UAM solia ir por las mafianas con Javier a la cafeteria. Javier siempre lle-
vaba consigo un boligrafo y una hoja de papel, y aun en estos momentos aprovechaba
para hablar de las matematicas.

A finales de 2014, Javier me comunico la triste noticia sobre su estado de salud: le
habfan diagnosticado un cancer de colon. A pesar de esto, su amor por las matemé-
ticas no decayd y hasta sus ultimos dias siguié demostrando teoremas y escribiendo
articulos. En particular, nuestros tltimos trabajos [5, 6] fueron finalizados durante
su enfermedad, y han sido publicados este mismo ano.

A continuacién mencionaré, brevemente y a grandes rasgos, algunos de los resul-
tados que obtuve con Javier.

Sean p un nimero primo suficientemente grande y K, L, M ntimeros enteros con
1 < M < p. Dado un entero A Z 0 (mdd p) denotemos por Io(M; K, L) el ntimero
de soluciones de la congruencia

zy = A (méd p), K+1<2z2<K+M, L+1<y<L+M,
y denotemos por I3(M; L) el ntimero de soluciones de
zyz=X (méd p), L+1<uz,y,z<L+ M.

La obtencién de estimaciones superiores para I(M; K, L) y Is(M;L) es de mucho
interés en si misma, pero también tiene importantes aplicaciones en varios problemas
de las matemadticas. En nuestro trabajo conjunto [4] obtuvimos estimaciones que
son 6ptimas en ciertas regiones del pardmetro M. Més precisamente, si M < p/4,
entonces para cualquier € > 0 tenemos que

IL(M;K,L) <cM®, c=c(e) >0.

En el caso de que K = L, la misma estimacién se cumple bajo la condiciéon de que
M < p'/3. Sobre I3(M;L), una conclusién similar es vélida si M < p'/®. Estas
estimaciones las aplicamos al estudio de congruencias exponenciales. Es relevante
mencionar que estos resultados fueron utilizados y extendidos en varias direcciones
por matemaéticos de la talla de Bourgain, Konyagin o Shparlinski.

En [5] investigamos problemas clasicos sobre la distribucién de potencias de una
raiz primitiva o subgrupos del grupo multiplicativo Fy (aqui IF,, es el cuerpo primo de
orden p). Este tema tiene una larga historia que se origina en un trabajo de Vinogra-
dov del afo 1926. Un avance sustancial sobre los resultados existentes fue obtenido
en trabajos de Bourgain, Konyagin y Shparlinski. Con Javier retomamos este tema
y obtuvimos nuevos resultados que también implicaron nuevas aplicaciones. Se trata
de estimar el nimero de soluciones de la ecuacion

x=yr (méd p); =z,yeN, z,y<H, rel,
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donde H es un parametro entero positivo, « es un subconjunto de clases residuales
médulo p con #(U -U) < 10#U. Aqui el conjunto producto A - B de los conjuntos
Ay B se define de la manera natural A-B = {ab:a € A, b € B}.

Una de las consecuencias de nuestros resultados es la siguiente: existe una cons-
tante absoluta ¢ > 0 tal que el nimero de soluciones de la congruencia

2" =X (médp); xz€N, L<z<L+p/n,

es, a lo mas, p%*C uniformemente sobre enteros positivos n, A y L. Cabe mencionar
que la constante ¢ es efectiva y cuantificarla de la mejor manera posible es un tema
para futuras investigaciones.
Otra consecuencia es como sigue. Sean 7 = {1,2,..., H} y G un subgrupo de I}
tales que
#I =H > p*/%+5, 4G > p*%,

para alguna constante positiva pequefia €. Entonces se tiene que
]F; cCIZ-T-G,

suponiendo que p es suficientemente grande en términos de €.

El trabajo [3] fue nuestro primer articulo conjunto, lo escribimos unos meses des-
pués de conocernos en Venezuela. Los trabajos [1, 7] estdn dedicados al problema de
la distribucién de puntos en curvas polinomiales sobre cuerpos primos. En [7], escrito
con Ostafe y Shparlinski, conectamos este problema con el teorema del valor medio
de Vinogradov y con las estimaciones de suma-producto de conjuntos en cuerpos
primos. En particular, resolvimos un problema abierto planteado anteriormente por
Shparlinski y Voloch. En el trabajo conjunto con Chang, Herndndez, Shparlinski y
Zumalacarregui [1] encontramos conexiones de este tema con la geometria de los
nimeros, las aproximaciones diofantinas y el método de Weyl, entre otros.

Aparte de ser un excelente matematico, Javier era un apasionado de la musica y
tocaba muy bien la guitarra. Como yo estaba fascinado por la guitarra, Javier me
imparti6é unas clases que me ayudaron a aprender a tocar algunas piezas que jamas
crel que pudiera llegar a interpretar.

Javier fue un amigo y colaborador excepcional. Su hospitalidad hizo que en Ma-
drid yo me sintiera como en casa. Los resultados que obtuvimos en matematicas
conjuntamente estan entre los mejores en mi vida profesional. Fue un verdadero
honor conocerlo y colaborar con él.

Descansa en paz, amigo Javier.
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En recuerdo de Javier Cilleruelo

por

Juanjo Rué, Rafael Tesoro y Ana Zumalacarregui

Gracias a que fuimos sus alumnos hemos pasado muchos gratos momentos con
Javier, en una buena parte trabajando en problemas matematicos.

(Rafa)* Fui alumno de doctorado de Javier y desde mucho antes tuve la suerte
de ser su amigo. Nos conocimos alla por 1983, cuando ambos estudidbamos la licen-
ciatura de matemaéticas en la Universidad Auténoma de Madrid. De aquellos anos
siempre recuerdo su bisqueda esforzada (y, en buena medida, exitosa) de cuadrados
maégicos formados por nimeros primos, a la que se aficioné cuando nuestro profesor
de Teoria de Numeros exhibié uno de ellos en la pizarra. Su interés por los cuadrados
mégicos resistié el paso del tiempo: véase por ejemplo [2] y también [5].

(Juanjo) En 2008, durante la preparacién de mi tesis doctoral en matemdtica
discreta, coincidi con Javier en el CRM de Barcelona. Sin duda, el entusiasmo y la

1Cuando algtn parrafo de los que siguen estd escrito solamente por uno de nosotros, indicamos
el nombre entre paréntesis al comienzo del parrafo.
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fina estética matematica de Javier hizo que me empezase a interesar por la combi-
natoria aditiva, lo que afios mas tarde fructificaria en decidir desplazarme unos anos
a Madrid para trabajar con y, lo que es mas importante, aprender de él.

(Ana) Yo tuve la suerte de conocer la Teoria de Nimeros de manos de Javier
durante mi tltima etapa de la licenciatura. Cuando hablaba de los problemas que le
gustaban, ya fuera discutiendo en la pizarra o bien garabateando en una servilleta
junto al café de la cafeteria, su emocién era contagiosa. Durante mi tesis doctoral
pude ademas disfrutar de la pequena familia matemética que se formé a su alrededor:
no s6lo Juanjo, Rafa, o Carlos Vinuesa, sus estudiantes durante esa época, sino
también todos esos colaboradores que nos visitaron durante esos hermosos anos.

Javier era un apasionado de la Teoria de Ntumeros Combinatoria, con un fina
intuicién para los resultados aritméticos. En este breve articulo queremos hablar de
matematicas, que fueron sin duda una de sus grandes pasiones. Entre los problemas a
los que se dedico, probablemente sobresalen los conjuntos de Sidon, que él presentaba
asi: «Uno de los temas favoritos de Pal Erdos y que mejor describe su gusto por los
problemas aritméticos con sabor combinatorio, ha sido el de los conjuntos de Sidon.
Corria el afio 1932 cuando Simon Sidon, analista hingaro, le pregunté a Erdés sobre
el crecimiento de sucesiones de enteros positivos con la propiedad de que todas la
sumas de dos elementos de la sucesién son distintasy [7, Prefacio]. «[...], fue el sabor
combinatorio de estos conjuntos lo que mas me sedujo, hasta el punto de llegar a
marcar de manera notable mi trayectoria investigadora» [3].

Aunque muchos de estos problemas aun siguen abiertos (ver [7, Capitulo 7]),
Javier avanzoé en desentranar no pocos de ellos. Nos entretendremos en apenas tres,
intentando poner de manifiesto su sabor combinatorio.

Nos preguntamos primero por cotas superiores para el tamano de un conjunto de
Sidon A C {1,...,n}. Erdés y Turan [18] obtuvieron |A| < n*/24+0(n'/*). El término
de error fue precisado por Lindstrém [20], quien demostré que |A| < n'/2 +nt/441.
El logro de Javier [4] fue afinar esta dltima cota, demostrando que, de hecho, se
cumple

|A] < n? 4 pt/t 12, (1)
Ademaés generalizé (1) a los conjuntos de enteros positivos con la propiedad de que
las diferencias no nulas de dos de sus elementos pueden coincidir a lo sumo g veces
(el caso g = 0 es precisamente el de los conjuntos de Sidon). El amable lector puede
encontrar en [7, §1.2] las clegantes demostraciones de estos resultados.

En el otro sentido, el problema es buscar cotas inferiores, en otras palabras:
encontrar conjuntos (finitos o infinitos) de Sidon todo lo densos que se pueda. En el
caso infinito —aparentemente mas dificil que el caso finito— se trata de encontrar
sucesiones A de Sidon con funcién contadora A(z) = {n € A: n < z}| méxima.
Nétese que tenemos A(x) < z'/2, 1o cual se deduce inmediatamente de (1). Después
de distintos avances, Ruzsa [21] demostrd, con una construccién probabilista, la
existencia de una sucesién de Sidon A tal que

Alg) = 2xV2 1+ (3 5 00). (2)

Javier estaba satisfecho de haber obtenido también (2) con una construccién distinta,
de carécter explicito, basada en el logaritmo discreto [6]. Sus ideas le permitieron
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generalizar (2) para las sucesiones denominadas By, las cuales por definicién cumplen
que todas las sumas de h sumandos de la sucesién son distintas (el caso h = 2
son precisamente las sucesiones de Sidon, denominadas con frecuencia By en la
literatura). Javier demostré en [6] que para todo h > 2 existe una sucesiéon B,
llamémosla A, con funcién contadora A(z) = V(=1 +1=(h=1to() " (5 5 o).

Decimos que una sucesién A es una sucesién Bp,[g] si el ntimero de representacio-
nes de cualquier entero n en la forman =ay + - +ap conay; < --- < ap, a; € A,
estd acotado por g (las sucesiones Bp[1] son las que hemos llamado antes sucesiones
By,). En el folclore es un clasico la técnica conocida como algoritmo voraz para ob-
tener sucesiones Bj[g] que crezcan lo més despacio posible (lo que equivale a que su
densidad A(z)/z sea méxima). Comenzando por a; = 1, definimos a,, para n > 2
como el menor entero posible, mayor que a,_1, tal que ay,...,a, es una sucesién
By, [g]. De este modo se consigue una sucesion infinita By, con a, < 2n2h=1 Uno de
los tltimos trabajos de Javier [8] fue un articulo de 3 paginas que es un magnifico
ejemplo de su sobrio estilo de hacer matematicas con elegante fineza. En él presento
una novedosa variante del algoritmo voraz que proporciona una sucesién Bp[g] con
an < 2gn"t(h=1/9 y que tiene, por tanto, el menor crecimiento conseguido hasta
entonces para todo g > 1.

Sus contribuciones no quedan aqui. Durante su tesis doctoral obtuvo resultados
muy relevantes con sus estimaciones sobre puntos reticulares en arcos de curvas [1, 10]
que le convirtieron en autoridad mundial en el tema (ver también [12, 13]). En [10],
junto con Antonio Cérdoba, demostré que en una elipse z2 4+ dy? = n, d = 2D con
D libre de cuadrados y n € N, un arco de longitud

L/A=1/(8[(m-+h2) /2ho+2]+4) 3)

contiene a lo sumo m puntos con coordenadas enteras, donde hs es el ntimero de
elementos de clase 2 en el grupo de clases de Q(v—D).

Muchos anos después, pero seguramente gracias a la intuicién que le habia dado
estudiar puntos reticulares en arcos pequenios como los de (3), Javier y Moubariz Ga-
raev [11] obtuvieron por primera vez cotas 6ptimas para la concentraciéon de puntos
en hipérbolas modulares. Mediante técnicas clasicas, empleando sumas de Klooster-
man, uno puede demostrar que el nimero (M) de soluciones a la congruencia

2y =X (méd p), 1+L<z,y<M+L,

satisface
M? 9
I(M)z——i—O(pl/Qlog p). (4)
p

La estimacién (4) permite obtener una asintética de I(M) para valores grandes de
M, pero es peor que la cota trivial cuando M < p'/2. Entre otros resultados, en [11]
consiguieron por primera vez obtener cotas superiores para valores de M por debajo
del umbral p'/2 (que aparece de forma recurrente al emplear técnicas cldsicas en
sumas de caracteres o andlisis de Fourier). Demostraron que

M3/2

+ Mo (5)
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uniformemente en L, lo cual para M < p'/* implica la cota éptima I(M) < Mo,
Este resultado ha sido muy influyente en el area, ya que por primera vez se encon-
traron técnicas para romper la barrera natural de M = p'/2, que aparece en muchos
problemas similares. De hecho, abri6 el camino para un area muy prolifica en la que
han estado trabajando desde entonces autores como Jean Bourgain, Igor Shparlinski,
Sergei Konyagin, Mei-Chu Chang o el propio Moubariz Garaev, entre otros.

Javier era un persona generosa, con su tiempo y con sus conocimientos. Bastaria
como prueba de ello repasar la larga lista de matemaéticos que fuimos coautores de sus
articulos. Cabe destacar ademaés el trabajo que realiz6 tendiendo lazos con América
Latina; creador de la Red Iberoamericana de Teoria de Numeros, en la que participan
investigadores de Espana, Colombia, Venezuela, México, Chile o Argentina, Javier
es una referencia en paises como Colombia, donde su legado sigue muy presente en
manos de Carlos Trujillo, quien fue uno de sus estudiantes de doctorado.

(Rafa) Durante los afios en que dirigié mi tesis doctoral, siempre estaba dispuesto
a quedar conmigo para trabajar un buen rato, ya fuera en su despacho o en la cocina
de su casa, tanto en un dia lectivo como —la mayoria de las veces— en fin de semana.
De nuestro trabajo conjunto me gustaria destacar [16], donde estudiamos cierta
generalizacién de los conjuntos de Sidon, diferente de las comentadas anteriormente
en este articulo.

(Juanjo) Para mi Javier siempre fue una referencia, tanto personal como inte-
lectual, y fuente inagotable de buenos consejos de caracter profesional en el actual
mundo académico, especialmente complicado para los jovenes doctores. Fue sin duda
nuestro primer trabajo conjunto en teoria combinatoria de niimeros (ver [15]) el que
encendié mi pasién por esta drea de las matematicas.

(Ana) Creo que, ademéds de sus grandes matemaéticas, el gran legado de Javier ha
sido dejar su huella en todos aquellos que hemos trabajado con él por la meticulosidad
y la pasién con que hacia su trabajo. Recuerdo la paciencia con la que me guiaba en
la pizarra cuando habia algo que no entendia o cuando repasdbamos juntos la tltima
versién de un articulo. Recuerdo con especial carino las cenas que organizaba en su
casa cuando teniamos invitados, que normalmente acababan con un concierto suyo
a la guitarra. De entre los trabajos que realizamos juntos destacaria [17], porque
incluye muchos de los ingredientes que a Javier le gustaban.

El ntimero de visitas que sigue recibiendo su pagina web [9] evidencia la vigencia
y el interés de su obra. La enfermedad no pudo hacer mella en su plenitud creadora,
que se mantuvo hasta el final. Uno de sus ultimos articulos es extenso y prolijo,
ejemplo de esfuerzo ordenado y meticuloso, hermoso broche a su obra en Teoria de
Ntumeros Combinatoria. Cilleruelo y Luca [14] demostraron que cualquier ntimero
entero positivo se puede poner como la suma de tres capicias. Y Javier, en otra de
sus queridas facetas, ain tuvo la energia para divulgarlo [19].

No te has ido, Javi: permanecerés en el legado matemaético de tu obra, en nuestro
recuerdo y en nuestros corazones.
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