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1. UNA PEQUENA BIOGRAFIA

Vladimir Gershonovich Drinfeld nacié el 5 de febrero de 1954 en la ciudad de
Jarkov, en la Unién Soviética, en la actual Ucrania. Su padre, Gershon Ikhelevich
Drinfeld (1908-2000), era un respetado matemético en la Universidad de Jarkov,
especialista en geometria diferencial, que dirigié el Departamento de Matematicas
de su universidad entre 1944 y 1962.

Vladimir Drinfeld en la Universidad de Chicago en 2016 (foto de Jean Lachat).
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Vladimir Drinfeld demostré su genialidad para las matemaéticas desde muy pe-
quetio. En 1969, a la edad de quince afos, representé a la Unién Soviética en la
Olimpiada Internacional de Matemadticas celebrada en Bucarest (Rumania), y fue
galardonado con una medalla de oro después de obtener las maximas puntuaciones.
Ese mismo afio entré como estudiante en la Universidad Estatal M. V. Lomonosov
de Mosct donde se gradud en 1974. Permaneci6 en la Universidad Estatal de Moscu
para realizar su tesis doctoral bajo la supervisiéon de Yuri Ivanovich Manin. Manin
influyé en gran medida en la matematica de Drinfeld, en particular a través del deno-
minado seminario de Manin, un seminario de geometria algebraica que funcioné con
regularidad en la Universidad Estatal de Mosci durante varias décadas (aunque fue
bautizado como «seminario de Maniny, algunos opinan que deberia haberse llamado
«seminario de Gelfand).

Drinfeld complet6 sus estudios de postgrado en 1977 y defendio su tesis doctoral
en 1978 en la Universidad Estatal de Moscu. Sin embargo, aun habiendo demostrado
un extraordinario talento (para entonces ya habia introducido un salto cualitativo en
la investigacién del famoso programa de Langlands de teoria de ntumeros), era dificil
que Drinfeld obtuviera un puesto como profesor en la Universidad Estatal. Mosct
no figuraba en la direcciéon del pasaporte de Drinfeld, y oficialmente a un ciudadano
de la Unién Soviética solo se le permitia trabajar en una regiéon cercana a la ciudad
que figuraba en la direccién de su pasaporte (extraoficialmente, otras fuentes senalan
que fueron sus origenes judios los que afectaron a sus posibilidades de conseguir un
empleo en Mosctl). Drinfeld se traslad6 a Ufa (en los Urales), donde obtuvo una plaza
para ensefiar matematicas en la Universidad de Bashkir, una de las universidades
de la ciudad. En 1981 se traslad6 a Jarkov, donde trabaj6 en el Instituto Verkin de
Ingenieria Fisica de Bajas Temperaturas de la Academia Nacional de Ciencias de
Ucrania.

Drinfeld habia aportado grandes avances en el programa de Langlands para GLo,
con ideas brillantes, cuando se fasciné con otro tema con cierta interrelacién con la
fisica, los grupos cuanticos, que pasé de ser un tema secundario a ser un tema pun-
tero de investigacién. En el ano 1986, en el Congreso Internacional de Mateméaticos
celebrado en Berkeley, dio una conferencia plenaria titulada Quantum groups [9] que
atrajo la atencién mundial sobre este campo; en la conferencia expuso contribuciones
suyas y de M. Jimbo.

Finalmente, en 1988, Drinfeld defiende su tesis de habilitacién (correspondiente
al titulo de doctor en los estudios de la Unién Soviética) en el Instituto Steklov de
Mosct. Recordemos que la tesis de habilitacién es una tesis donde el candidato tiene
que demostrar el impacto mundial y el progreso en cierto tema de investigacion, y
debe mostrar soltura en la presentacién de resultados e investigaciones de campos
que no le sean propios (es parecido a la tesis de habilitacién alemana presencial y
maés exigente que una simple evaluacién curricular).

El 21 de agosto de 1990, en el Congreso Internacional de Matematicos celebrado
en Kyoto (Japén), Drinfeld recibe una Medalla Fields principalmente por sus logros
en la demostracion de la conjetura de Langlands para el grupo lineal de matrices de
tamafio dos sobre el cuerpo de funciones racionales de una curva sobre un cuerpo
finito y por sus trabajos en teoria de grupos cuanticos.
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En 1992, Drinfeld fue elegido miembro de la Academia de Ciencias de Ucrania.
Siguié viviendo en Jarkov hasta que en 1998, después de la caida de la Unién So-
viética, emigro a los Estados Unidos, donde en diciembre de 1998 obtuvo una plaza
de profesor en la Universidad de Chicago. En esta misma universidad americana, y
también en 1998, consiguié una plaza como profesor Alexander Beilinson, otro gran
matematico especialista en geometria algebraica y teoria de niimeros de la extinta
Unién Soviética, otro extraordinario alumno de Manin (es bien conocida la conjetura
de Beilinson que generaliza gran parte de la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer
al contexto de motivos en geometria aritmética). Entre los dos pusieron en marcha el
seminario de Langlands Geométrico en Chicago, posiblemente inspirados en el semi-
nario Manin (o Gelfand) de geometria algebraica de Moscu. Drinfeld y Beilinson ya
habian colaborado con anterioridad a 1998, y su encuentro en Chicago fructificé en
dos grandes trabajos conjuntos, que suponen un avance de proporciones maytsculas
en dos 4reas: por un lado, en el programa de Langlands (atn por publicar) y, por
otro, en el contexto de las algebras quirales que tiene interrelaciéon con la teoria de
los campos cuanticos de la fisica.

Durante toda su carrera cientifica, Drinfeld trabaja tanto con grandes mateméa-
ticos como en solitario, aportando brillantes y grandes ideas, obteniendo una visién
profunda en diferentes campos tanto de la matematica pura como de la fisica ma-
tematica, y creando nuevas areas de estudio. También dirige tesis doctorales —en
el Genealogy Project se le asignan al menos diez estudiantes—; algunos de sus estu-
diantes mas destacados son D. Arinkin, D. Boyarchenko, M. Kamgarpour y J. Teruji
Thomas.

El 1 de marzo de 2001 fue nombrado Profesor de Servicios Distinguidos Harry
Pratt Judson de la Universidad de Chicago. En 2008, fue elegido miembro de la
Academia Americana de las Artes y de las Ciencias.

Es razonable suponer que las comisiones del Premio Abel tendran su nombre
encima de la mesa entre los candidatos al premio.

2. UNA BREVE RESENA PARCIAL DEL TRABAJO MATEMATICO DE
V. G. DRINFELD

Drinfeld ha aportado resultados al menos en las siguientes areas: andlisis ar-
monico abstracto, geometria algebraica, topologia algebraica, anillos asociativos y
algebras, teoria de categorias, dlgebra homoldgica, teoria de cuerpos, anélisis funcio-
nal, andlisis global, analisis de variedades, teoria de grupos, teoria de la medida e
integracién, anillos no asociativos y dlgebras, teoria de niimeros, ecuaciones en deri-
vadas parciales, teoria cuantica, funciones reales, grupos topoldgicos y grupos de Lie.
Sus aportaciones se agrupan en torno a dos grandes ejes, uno relativo a la geometria
algebraica, teoria de ntimeros y teoria de representaciones, y el otro relativo a la
teoria fisico-matematica de ciertas dlgebras. En el primero se incluiria el programa
de Langlands y en el segundo los grupos cuanticos.

Los trabajos de Drinfeld estan repletos de ideas y conceptos geniales, y no solo
eso, sus comentarios (sin ningin articulo publicado) llegan a crear teorfas de gran
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importancia. Lamentablemente, es imposible en un escrito como este pretender des-
cribir todos los conceptos, ideas y resultados de este genial mateméatico. En esta
seccién tan solo comentaremos ciertos elementos de algunos de sus trabajos, y en
la seccidn [3| expondremos, con mas detalle matematico, un comentario no publicado
que Drinfeld hizo a T. Springer y que ayudé a P. Deligne (también medalla Fields) y
a G. Lusztig a crear las variedades de Deligne-Lusztig, de gran importancia en cierta
area de la geometria aritmética. En las secciones posteriores detallaremos algunas de
las ideas y de los resultados que hicieron merecedor a Drinfeld de la Medalla Fields
en 1990. La seccion [4 recoge ciertos comentarios de Manin sobre la aportacién de
Drinfeld a los grupos cudnticos. Finalmente, la seccién [5| se dedicard a la exposicion
de ciertas ideas y conceptos que introdujo Drinfeld para demostrar la conjetura de
Langlands para el grupo lineal de las matrices de tamano 2. Mis sinceras disculpas
al lector y a V. Drinfeld por omitir tantas otras brillantes e interesantes ideas y
resultados.

UNA BREVE RESENA

Drinfeld escribié su primer trabajo de matematicas cuando ain no era gradua-
do en Mateméticas (fue publicado en 1971), exponiendo un resultado al estilo del
clasico tratado de andlisis Inequalities [18], y resolviendo preguntas que interesaban
al reconocidisimo matematico, especialista en teoria analitica de nimeros, Robert
Rankin.

El seminario de geometria algebraica de Mosct, organizado por Manin aproxi-
madamente entre los anos 1971 y 1980, influyé enormemente en las lineas de trabajo
de Drinfeld y en su interés por la interrelacién entre la geometria algebraica y la
fisica.

Durante esos afios Drinfeld demuestra gran parte de la conjetura de Langlands
para el grupo lineal de matrices de tamano 2 de un cuerpo de funciones racionales
de una curva sobre un cuerpo finito, introduciendo el concepto de médulo eliptico
(hoy llamado médulo de Drinfeld), que en la actualidad es una rama de trabajo e
investigacion como podria ser la que estudia curvas algebraicas. De esta época son
también muchos de sus resultados sobre curvas modulares clasicas y de geometria
rigida sobre uniformizaciones p-ddicas (en este contexto se utiliza, por ejemplo, la
nocién de semiplano superior de Drinfeld).

Las interacciones entre las matemaéticas y la fisica matemaética estudiadas por
M. Atiyah condujeron a la introduccién de soluciones mediante instantones, es decir,
mediante cierto sistema no lineal de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Son las ecuaciones autoduales de Yang-Mills, que fueron introducidas por estos fi-
sicos en el contexto de la teoria cuantica de campos. En 1978, Drinfeld y Manin
publicaron sus trabajos sobre la construccién de instantones usando ideas de geo-
metria algebraica. En anos posteriores, y en colaboracion con Atiyah, N. Hitchin y
Manin, Drinfeld propone el gran resultado de clasificaciéon de instantones.

Los trabajos de Drinfeld sobre las conjeturas de Langlands sobre los grupos
cuanticos o sobre los instantones ilustran un gran dominio de las poderosas técnicas
involucradas. Pero en otros resultados no menos impactantes de Drinfeld se hace
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uso de técnicas elementales. Por ejemplo, en colaboracién con G. Vladut, obtiene un
limite asintético superior para el nimero de puntos de una curva definida sobre un
cuerpo finito de orden p?" utilizando tan solo el dlgebra de los primeros cursos del
grado en Matematicas. También en su demostracién de que cualquier medida aditiva
invariante por rotacién en la esfera de 2 o 3 dimensiones es proporcional a la medida
de Lebesgue, Drinfeld usa una combinacién inteligente de resultados conocidos (los
casos de dimensién 1 y de dimension superior o igual a 4 habian sido demostrados
por S. Banach, G. Margulis y D. Sullivan).

Otro resultado que deberiamos mencionar, también influenciado por la fisica
matematica, es el estudio por Drinfeld y V. V. Sokolov de las ecuaciones de tipo
Korteweg-de Vries y su interrelacion con las algebras de Lie. De este estudio surge
la ecuacién conocida actualmente en andlisis de ondas como ecuacién de Drinfeld-
Sokolov-Wilson, que consiste en el siguiente sistema no lineal de ecuaciones en deri-
vadas parciales:

ou ov
a + 30% 0,
ov v Ou v

% f2%+%v+2u%.

Todos los resultados citados hasta el momento son anteriores a 1990, afio en el que
Drinfeld recibié su medalla Fields. Desde 1990 y hasta la actualidad, su contribucién
continia siendo enorme y extraordinaria. Compartiendo las palabras de V. Ginzburg
en [I5], un estudio atento de sus trabajos més recientes aportard nuevos campos para
investigar y profundizar. Tan solo listaremos aqui dos de ellos.

Uno de los trabajos recientes de Drinfeld es el titulado Infinite-dimensional vector
bundles in algebraic geometry: an introduction [I1]. En esta publicacién, el mismo
Drinfeld describe su trabajo con estas palabras:

«The goal of this work is to show that there is a reasonable algebro-
geometric notion of vector bundle with infinite-dimensional locally li-
nearly compact fibers and that these objects appear “in nature”. Our ap-
proach is based on some results and ideas discovered in algebra during
the period 1958-1972 by H. Bass, L. Gruson, I. Kaplansky, M. Karoubi,
and M. Raynaud. >>E|

Otro trabajo reciente es [I], un libro sobre &lgebras quirales escrito en colaboracién
con Beilinson. F. J. Plaza como recensor del libro lo describe de la forma siguiente:

«This book presents a comprehensive approach to the theory of chiral al-
gebras from the point of view of algebraic geometry. Without a doubt, it
will become a standard reference on the subject. [...] Chiral algebras aro-
se in mathematical physics in the study of conformal field theory. On the

1«El objetivo de este trabajo es demostrar que existe una nocién algebro-geométrica razonable de
fibrado vectorial con fibras compactas localmente lineales de dimensién infinita y que estos objetos
aparecen “en la naturaleza”. Nuestro enfoque se basa en algunos resultados e ideas descubiertas
en algebra durante el periodo 1958-1972 por H. Bass, L. Gruson, I. Kaplansky, M. Karoubi y
M. Raynaud.»
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mathematical side, the local theory of chiral algebras overlaps the theory
of vertex algebras, which are normally studied with representation theory
techniques. In these two approaches the ‘operator product expansion’ for-
malism plays an essential Tole. As the authors say, their motivation for
studying chiral algebras was the understanding of geometric automorphic
forms in the D-module setting as well as the description of a spectral
decomposition of the category of representations of an affine Kac-Moody
algebm.»E|

Para finalizar esta breve resefia, reproducimos un par de anécdotas personales
referidas al trabajo de Drinfeld que relata en [I5, pp. xiii-xv] el professor Ginzburg,
colega actualmente de Drinfeld en la Universidad de Chicago, y que enmarcaremos
dentro de su manera de vivir y escribir matematicas.

La primera se refiere a cuando Ginzburg preparaba un curso de teoria de re-
presentaciones, y Drinfeld le comenté que tenia unas notas antiguas con ejercicios
que habia preparado en los anos ochenta para sus estudiantes en Jarkov. Dentro del
curso habia una parte, dedicada a g-analogias, que contenia resultados sobre impor-
tantes construcciones geométricas en el contexto de los grupos cuanticos, resultados
que fueron descubiertos por Beilinson, Lusztig y MacPherson diez anios después de
la fecha que figuraba en las notas de Drinfeld.

Las ideas que Drinfeld compartia (sin publicar nada) han aportado grandes resul-
tados. Un ejemplo es una carta de Drinfeld a Schechtman donde explicité su vision
de la teorfa de deformacién que le sirvié a M. Kontsevitch (entre otros) para obtener
resultados clave de esa teoria.

En cuanto a la segunda anécdota, P. Etingof y Ginzburg introdujeron en 2002
el concepto de algebra de reflexiones simplécticasﬂ En enero de 2005, después de
trabajar varios afios en el tema, Etingof y Ginzburg descubrieron que su definicién
estaba contenida en dos lineas del articulo [8] de Drinfeld, articulo que habia sido
publicado en 1986. Aunque el trabajo de Drinfeld era conocido, nadie habia prestado
atencién a esas dos lineas.

Un ejemplo entre las publicaciones de Drinfeld a las que si se prestd atencién
linea por linea son los trabajos [6] y [7] dedicados al estudio de los médulos elipticos,
ahora conocidos como médulos de Drinfeld. Los médulos elipticos son la base inicial
para la demostracion del programa de Langlands para los grupos lineales GL,, sobre

2«Este libro presenta un enfoque global de la teoria de las dlgebras quirales desde el punto de
vista de la geometria algebraica. Sin duda, serd una referencia clave del campo. [...] Las dlgebras
quirales surgieron en la fisica matematica en el estudio de la teoria conforme de campos. En el lado
matematico, la teoria local de dlgebras quirales se superpone a la teoria de &lgebras de vértices,
que normalmente se estudian con técnicas de teoria de representacion. En estos dos enfoques el
formalismo de “expansiones como producto de operadores” desempena un papel esencial. Como
dicen los autores, su motivaciéon para estudiar las algebras quirales fue la comprension de las formas
geométricas automorfas en el contexto de D-mddulos, asi como la descripcién de una descomposicién
espectral de la categoria de representaciones de un algebra Kac-Moody afin.»

3En inglés, symplectic reflection algebras.
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cuerpos globales de caracteristica positivaﬁy tienen su propia identidad como teoria
clave para el estudio aritmético sobre dichos cuerpos.

Ginzburg, por su experiencia personal leyendo los trabajos de Drinfeld, llega a
escribir en [I5] p. xiv]:

«I believe that many of Drinfeld’s insights are still awaiting “discovery”. »E|

3. UNA IDEA DE DRINFELD: LA CURVA DE DRINFELD

En una comunicacién privada con T. Springer, Drinfeld hizo una observacién
explicitando una construccién geométrica de representaciones del grupo SLo(F,) (el
grupo de las matrices de tamafio 2 con determinante uno con entradas en un cuerpo
finito F, de ¢ elementos). Esta construccion es la base de las variedades de Deligne-
Lusztig, introducidas en [5], publicado en 1976.

Detallemos un poco en qué consistié la comunicacién privada entre Drinfeld y
Springer que no mereci6 aparecer escrita en forma de articulo (y que es un ejemplo
més de la profundidad de las aportaciones de Drinfeld). En particular explicitare-
mos la curva que ide6 Drinfeld para su construcciénﬂ Para simplificar, en nuestra
exposicién consideraremos solo el cuerpo finito F), = Z/pZ con p primo.

Dado G un grupo, una representaciéon de G es un homomorfismo de grupos
p: G — GL(V), donde L es un cuerpo, V es un L-espacio vectorial y GL(V) es el
grupo lineal de V. Construir de forma geométrica una representaciéon del grupo G
consiste en construir una representacién de GG en la que V' es un L-espacio vectorial
de dimensién finita, que corresponde a cierta pieza de homologia o cohomologia con
coeficientes en L asociada a una variedad. Si la variedad estd definida sobre los ni-
meros complejos, se utiliza la cohomologia singular con coeficientes complejos. En
el campo de la geometria aritmética (las variedades son variedades algebraicas que
podemos pensar que vienen definidas como las soluciones de ciertos polinomios en
diferentes variables), se intenta hacer la construccién para cohomologias de Grot-
hendieck, en particular para la cohomologia ¢-adica con £ un natural primo diferente
de la caracteristica de la variedad algebraicam

El cuerpo de los nimeros racionales tiene muchos valores absolutos no equiva-
lentes, ademas del valor absoluto clasico, uno por cada ntimero primo. Respecto al
valor absoluto clésico | |: Q — [0,00), |x| := méx{—=z,z}, la complecién de Q es el
cuerpo de los niimeros reales, Q,, = R. Para un primo £ su valor absoluto asociado

4Un cuerpo global es, o bien una extensién finita de Q (un cuerpo de niimeros), o bien una
extensién finita de Fy(T'), el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios F,[T] sobre el cuerpo
finito F, = Z/pZ (es decir, el cuerpo de funciones de una curva sobre un cuerpo finito).

5«Creo que muchas de las perspicaces ideas de Drinfeld contintian a la espera de ser descubier-
tas».

6Para ampliar los detalles mateméticos del ejemplo el lector puede consultar el libro de C. Bon-
nafé [3 I,1I] publicado en 2009. En [3] III] el lector encontrara una exposicién puesta al dia de la
teorfa de representaciones de grupos finitos aplicadas al ejemplo de Drinfeld y a sus ideas (como es
la induccién de Deligne-Lusztig en la construccién de representaciones de grupo).

"La caracteristica de una variedad algebraica definida sobre un cuerpo L (las ecuaciones que la
definen son polinomios con coeficientes en L) es la caracteristica del cuerpo L.
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| |¢: @ — [0, 00) estd determinado por la expresion (5%, := =% siendo a y b ente-
ros coprimos entre s{ y coprimos con ¢, y k un niimero entero. Con las sucesiones de
ndmeros racionales que son de Cauchy respecto al valor absoluto | |¢ se construye
el cuerpo ¢-ddico Qy, la complecién de Q respecto a | |¢, que viene acompaiiado del
subanillo de enteros (-ddicos Z; = {z € Q; | |2| < 1}

La cohomologia ¢-adica es una cierta cohomologia de Grothendieck con coeficien-
tes en el cuerpo Q.

El primer paso de Drinfeld consistié en construir una variedad algebraica y cal-
cular su cohomologia f-adica asociada. Drinfeld, sin haber cumplido los 20 anos,
estudia la curva C' definida, sobre un cuerpo finito F,, mediante la ecuacién

XY? —YXP=1. (1)

Esta curva C', que en la actualidad se conoce como curva de Drinfeld, es una curva
irreducible y no singular definida sobre un cuerpo de caracteristica positiva (p > 0).
Dado un cuerpo L, extensién de ), denotaremos por C(L) los puntos (z,y) € L? que
satisfacen la ecuacién , son los llamados L-puntos de C. Sea L = F, la clausura
algebraica de F,; entonces L contiene todas las raices de la unidad (correspondientes
a la descomposicién en factores lineales ménicos de los polinomios X?" — X € F,[X],
con n natural). Sea fp41 €l grupo de las raices (p+ 1)-ésimas de la unidad. El grupo
pp+1 acttia sobre C(F)):

para § € fipr1, (v,y) € O(F,), & (z,y) = (Ex,&y) € O(F,).
También acttia sobre C(F,) el grupo SLa(F,) mediante la accién
M - (2,y) := (ax + by, cx + dy),

siendo M = (2%) € SLa(F,) v (z,y) € C(T)ﬂ

OBSERVACION. El grupo SLy(IF,) acttia libremente sobre C(F,) ') .
Consideremos el morfismo de variedades m : C(F,) — A}(F,) = F, definido
mediante la expresién
(2,y) > oy” — ya.

El morfismo 7 es constante en las SLy(F,)-6rbitas e induce un isomorfismo A =
C/SLs(F,). Por tanto C' es un recubrimiento no ramificado de Galois de la recta afin
A con grupo de Galois SLy(F,). La curva de Drinfeld muestra un caso explicito de
la conjetura de Abhyankar (enunciada en 1957 y demostrada en 1990, su enunciado

8Para el estudio de estos valores absolutos, recomendamos [19] al lector interesado en el analisis,
y para un estudio mds profundo el libro [23].

90bsérvese que la caracteristica es p > 0y que ad—cb = 1; por tanto, si (z,y) € C’(E)7 entonces
(az + by, cx + dy) € C(Fp) por la igualdad

ar+by (ax+by)’\ (a b\ [z 2P
ce+dy (cx+dy)?)  \c¢ d)\y yP)’
10Con la notacién establecida: si (z,y) € C(Fp), entonces (z,y) # (0,0); si M - (z,y) = (z,v),
entonces el 1 es un valor propio de M; como det(M) = 1, necesariamente M es la identidad.
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es actualmente conocido como teorema de Raynaud), que dice que cualquier grupo
finito G es el grupo de Galois de un recubrimiento no ramificado de Galois de la recta
afin sobre la clausura algebraica de un cuerpo finito si, y solo si, G estd generado
por sus p-subgrupos de Sylow. Drinfeld construyé explicitamente este recubrimiento
para SLo(FF,), que predecia la conjetura de Abhyankar, ya que era conocido que los
p-subgrupos de Sylow del grupo SLo(F,) lo generan.

Compactificando C(F,) obtenemos la curva proyectiva no singular
C(F,): XY?P - Y XP = 7ZPF1,

sobre la que actiian de forma natural los grupos SLo(F,) y /’[’P"rlﬂ
Sea j : C(F,) — C(F,) la inmersién abierta (z,y) — [z : y : 1]. El morfismo

my : C(Fy) —» PHE,), [r:y:z]w [z:y),

es ramificado, con indice p + 1, en los puntos u € C \ C(F,) correspondientes a
[ :y:0] con z,y € Fp. Utilizando la férmula de Hurwitz (el morfismo tiene grado
p+ 1y es coprimo con la caracteristica p de las variedades involucradas) se concluye

que la compactificacién de la curva de Drinfeld tiene género ¢g(C') = p(p — 1)/2

OBSERVACION. Para simplificar, sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y X una
variedad algebraica, no-singular y proyectiva sobre F'. Para cualquier cuerpo L ex-
tensién de Qg se define el grupo de cohomologia de Grothendieck étale ¢-adica de
X sobre L como HY (X, L) := H,(X;Z¢) ®z, L, donde H: (X, Zs) corresponde al
limite inverso del sistema {H*(X,Z/¢")},>0, y para las buenas propiedades de la
cohomologia étale supondremos que ¢ es un primo distinto de la caracteristica de F'.

Si X es una curva, se le asocia una variedad Jac(X), la denominada variedad
jacobiana de X . El conjunto Jac(X)(F) de los F-puntos de la variedad jacobiana de
X es un grupo abeliano. También, podemos identificar Jac(X) con la variedad de
Picard que corresponde al grupo de clases de isomorfismos de haces invertibles de
grado cero en X con la operacién de grupo dada por el producto tensorial. Los grupos
de cohomologia étale H: (X, L) = H (X, Z¢) ®z, L son no nulos para i € {0, 1,2};
ademads, se tiene

Hey (X, Zy) = Hom(Qe/Zg, Jac(X)(F)) (1),

UDados € € ipp1 y M = (24) € SLy(Fy),
Elrry:zl=[x:&y:2] y M-[z:y:z]=[ax+by:cx+dy:z]

12Una curva proyectiva no singular X sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero y de género g > 2 cumple la cota de Hurwitz, es decir, el orden del grupo de automorfismos
de la curva X es como mucho 84(g — 1).

El grupo SL2(Fp) es un grupo de orden grande, |[SL2(Fp)| = p(p + 1)(p — 1), que actiia sobre C'
proporcionando automorfismos de la curva C. El orden de SLo (Fp) crece mucho mas rapido que el
género de C, g = p(p — 1)/2. Por tanto, para p suficientemente grande, las curvas C son ejemplos
de curvas en caracteristica positiva para las que la cota de Hurwitz no se cumple (realmente para
p > 7 ya no se cumple). Observamos de nuevo que el universo en caracteristica positiva es diferente
al universo en caracteristica cero.
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donde (—1) es el twist de Tate dado por una accién natural de un grupo de Galois
que no detallaremos.

Volvamos a fijar nuestra atenciéon en la compleciéon proyectiva de la curva de
Drinfeld El grupo HL(C,Qy) es un Q-espacio vectorial de dimensién 2 - g(C),
sobre el que actian los grupos SLa(F,), pp1 y Gal(F,/F,) (grupo generado topolé-
gicamente por el morfismo de Frobenius a — aP). Estas acciones determinan sobre
el grupo H} (C, Q) una estructura de médulo para el dlgebra de grupo Q[SLa(F,)]
y otra para el algebra de grupo Q[p,+1 % Gal(F,/F,)].

Recordemos que si el cuerpo L contiene todas las raices n-ésimas de la unidad,
donde n recorre el conjunto de los érdenes de los diferentes elementos de GG, entonces
el conjunto de caracteres irreducibles de un grupo finito G sobre L se identifica con
los generadores del grupo de Grothendieck KO(L[G])E

Como primera aproximacion para extender un haz F definido sobre C' a un haz
definido sobre C' podemos considerar su extension por cero ji.F mediante la inmersién
canénica j : C'— C. Entonces, via HZ, (C, jiZg) se define H! . (C,Z¢), la cohomolo-
gia con soporte compacto para la curva afin C, que es también un Zy-médulo fini-
tamente generado. Drinfeld obtiene las representaciones irreducibles (Cuspidaleﬂ
del grupo SLa(F,) en Ko(Q¢[SLz2(F,)]) asociadas a médulos dados por piezas de
H cl,et (C,Zy) ®z, Qq, la cohomologia asociada a C, donde Q; es la clausura algebraica
de Qg.

Consideremos la accién de Frobenius sobre el grupo G = SLg (IFT,) que consiste en
elevar a p cada una de las entradas de una matriz. Obsérvese que el grupo GFP =
{M € G | Frob(M) = M} es SLy(F,). El grupo G posee una descomposicién de
Bruhat con subgrupo de Borel el subgrupo B de la matrices triangulares superiores,
un toro maximal T formado por las matrices diagonales, y un subgrupo U formado
por las matrices unipotentes trianguladas superiormente (los tres son estables por
la accién del morfismo de Frobenius). La descomposiciéon de Bruhat de G es

G=BUB-S5-B, con S:(_Ol (1)>

En particular, W = Ng(T')/ C(T), el grupo de Weyl correspondiente al normalizador
del toro maximal mddulo su centralizador, es W = {1,[S]}. Dado un elemento w
del grupo de Weyl se define wFrob: T — T, como el morfismo ¢ +— wFrob(t)w 1,
siendo w € Ng(T') cualquier representante de w, y se define como sigue la variedad
de Deligne-Lusztig para G:

V(W) == {MU € G/U | M~'Frob(M) € UwU} .

13C y C estan definidas sobre Fp, por tanto, también estan definidas sobre E, junto con la accién
del grupo de Galois de FFj, sobre Fp,.

ME] grupo Ko(L[G]) es el cociente del grupo abeliano libre construido sobre el conjunto de las cla-
ses de isomorfia de los L[G]-mdédulos proyectivos finitamente generados mediante las identificaciones
[M3] = [M1] + [M3] para cada sucesién exacta corta de L|G]-médulos 0 — My — Mo — M3 — 0.

15Habitualmente se estudian por separado las representaciones no cuspidales obtenidas por mé-
todos algebraicos, que provienen del toro maximal del grupo G (que para G = SL2(F},) corresponde
a las matrices diagonales).
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(Y(w), Q) tiene estructura de Q[GFP]-

médulo y de Q[T °P]-médulo, lo cual nos permite obtener representaciones del
grupo G°P a partir de representaciones de T%FroP,

Se demuestra que Y(S) es justamente la curva de Drinfeld (y TSIFroP =y, 1),
obteniendo asi las representaciones cuspidales de SLy(F,), y ademés )(1) corres-
ponde a GFr°P /UFP v s cohomologia (-ddica permite obtener las representaciones
no-cuspidales de SLa(F),).

Deligne y Lusztig definen, para G un grupo reductivo sobre ]FT;, variedades Y ()
asociadas a elementos w del grupo de Weyl de G (lo que incluye el caso anterior), cuya
cohomologia ¢-adica con soporte compacto permite el estudio de representaciones del
grupo reductivo fijadas por el morfismo de Frobenius. Véase [5] para més detalles.

La cohomologia ¢-adica étale compacta H, é,et

4. UNA GRAN CONTRIBUCION DE DRINFELD: GRUPOS CUANTICOS

Como ya hemos mencionado, el interés por la interrelacién entre fisica y ma-
temdticas es una constante en la carrera de Drinfeld. La lectura de [9, Quantum
Groups], correspondiente a su charla plenaria en el ICM del afio 1986, nos permite
constatar en maytusculas que Drinfeld tiene una mente excepcional capaz de trasla-
dar conceptos e ideas entre diferentes campos. Es un gran matematico que, en lugar
de mantener en privado preguntas cuyas respuestas supondrian nuevas publicacio-
nes, las comparte publicamente en On some unsolved problems in quantum group
theory [10], trabajo que propulsé la investigacién en el campo, capaz de interesar e
involucrar a muchos matemaéticos e investigadores.

Los grupos cuanticos constituyen cierta subclase de dlgebras de Hopf. Los prime-
ros ejemplos fueron descubiertos por fisicos matematicos de la escuela de Faddeev
en Leningrado, donde el trabajo de Drinfeld y Jimbo contribuyé a la cristalizaciéon
de lo que seria una nueva area de estudio, los grupos cuanticos.

Describimos brevemente algunas de las grandes contribuciones de Drinfeld ante-
riores a 1990, reproduciendo palabras de Manin en [21]:

1. Los grupos de Lie y las algebras de Lie simples fueron clasificados utilizando
diagramas de Dynkin, que son objetos de naturaleza discreta que no varian
en una familia continua, parecen objetos rigidos. Drinfeld y Jimbo observaron
que, si se permiten deformaciones en la clase de algebras de Hopf no con-
mutativas y coconmutativas, esta rigidez desaparece; mas concretamente, para
cualquier 4lgebra de Lie simple g existe una deformacién uniparamétrica U, (g)
del algebra envolvente universal U(g) con comultiplicacién y antipodo.

2. Las propiedades de grupos cuanticos estan estrechamente relacionadas con
ecuaciones algebraicas no lineales a través de los operadores de Yang-Baxter.
La relacién RioR23R12 = Ro3R12Ro3 entre operadores de V@V ® V, para un
espacio vectorial V', es la ecuacion de Yang-Baxter més simple, y corresponde a
una condicién de relacién trenzada sobre un operador lineal R € End(V @ V).
Muchas soluciones de las ecuaciones de Yang-Baxter fueron descubiertas en el
contexto de la fisica estadistica de dimension dos por su relacién con el modelo
de Ising.
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Drinfeld introduce la nocién de un operador de Yang-Baxter universal que es un
elemento invertible del segundo producto tensorial de cierta algebra de Hopf.
Demuestra su existencia en Uq(g)®2 y aporta una construccién que permite
generar los operadores de Yang-Baxter.

3. Drinfeld formula y demuestra un teorema de clasificacién en la teoria de grupos
cuanticos. Su resultado es comparable a los primeros teoremas de S. Lie en los
que establecid las relaciones entre algebras de Lie y grupos de Lie locales. En
particular, introduce nuevas nociones de algebras cuasi-Hopf, relacionandolas
con la ecuacién diferencial de Knizhnik-Zamolodchikov.

4. Drinfeld introdujo las nociones de grupo de Poisson-Lie y de acciéon de Poisson-
Lie, que son estructuras basicas de la geometria diferencial conectadas con la
mecanica hamiltoniana.

Los resultados de Drinfeld posteriores a 1990 contintian mostrando su gran ca-
pacidad como investigador: cada uno de sus trabajos es una referencia mundial y
marca un antes y un después para la investigacién en el campo. A modo de ejemplo,
las algebras quirales en fisica estan relacionadas con los operadores quirales en teoria
cuéntica de campos. En [I] Beilinson y Drinfeld introducen la definicién de dlgebra
quiral, una nocién matematica especifica para la nocién fisica de algebra de opera-
dores vértice, inventando una teoria comforme de campos sobre curvas algebraicas
(un 4lgebra quiral viene acompanada de una estructura de x-dlgebra de Lie, y este
funtor entre dlgebras quirales y *-algebras de Lie posee adjunto por la izquierda, la
envolvente quiral).

5. DRINFELD EN EL PROGRAMA DE LANGLANDS

El programa de Langlands nace como una busqueda de interrelaciones entre la
teorfa de ndmeros, la geometria algebraica y la teoria de formas automorfas (fun-
ciones de grupos topolégicos a espacios vectoriales complejos). El lector interesado
puede consultar algunas referencias en [I2]. En la actualidad, muchos trabajos de
fisica tedrica que contienen resultados que solo se conocian para espacios del analisis
complejo o real, estdn siendo trasladados a espacios de funciones p-ddicas (véase,
por ejemplo, [24]).

Segun Manin, la fisica es adélica [25]. Para una primera aproximacién al anillo
Ag de los adeles sobre QQ, podemos decir que es un anillo que tiene en cuenta todos
los completados de los cuerpos respecto de los diferentes valores absolutos definidos
sobre el cuerpo de los nimeros racionalesm Si prescindimos del valor absoluto usual,
estaremos considerando la parte finita de los adeles Af"; formalmente Agﬂ se puede

definir como Z Rz Q C Hp primo Qp, siendo Z el limite inverso de los anillos Z/I,
donde [ recorre el conjunto de ideales de Z.

16Recordemos (de la seccién [3) que Q posee infinitos valores absolutos no equivalentes: el valor
absoluto usual y un valor absoluto | |, para cada natural primo p, cuyo cuerpo completado se
denota por Qp.
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La correspondencia clasica de Langlands, para el grupo lineal GL, (K) de las
matrices de tamafnio n de elementos de un cuerpo global K, trata de encontrar una
biyeccién entre las representaciones en espacios vectoriales de dimensiéon n para el
grupo de Galois absoluto Gal(K/K), donde K denota la clausura separable del
cuerpo K (es decir, la clausura algebraica si K es un cuerpo de ntimeros), y las
representaciones del grupo GL(Ag) que cumplen ciertas propiedades. Existe una
analogia muy interesante entre la aritmética sobre Q y sobre F,(T") que requiere
en muchos casos de grandes y brillantes ideas. Uno de los resultados de Drinfeld
mas brillantes es la demostracion de la correspondencia de Langlands para el grupo
GL3(K) siendo K una extension finita de F,(T'), creando un andlogo de las curvas
elipticas en caracteristica positiva, los llamados actualmente maddulos de Drinfeld.

5.1. EL ANALOGO DE UN RETICULO EN CARACTERISTICA POSITIVA: DE CURVAS
ELIPTICAS A MODULOS DE DRINFELD

Sea A un dominio de Dedekindm cuyo cuerpo de fracciones denotaremos por K
(K un cuerpo global). Supongamos que K posee un valor absoluto | | KE y que
K| |, es un cuerpo completado de K respecto al valor absoluto | | KH Entonces
existe un cuerpo C| |, extension de K| |, donde todas las sucesiones de Cauchy
para dicho valor absoluto tienen limite y que satisface el teorema fundamental del
Algebra (es decir, todo polinomio con coeficientes en C, |, tiene una raiz en C |, ).
En el ejemplo més conocido (A, K, | |k, K| |,) = (Z,Q,| |,R) el cuerpo C |, es C.

Un reticulo A’ de C| |, es un A-submddulo finitamente generado de C| |, , discreto
para la topologfa de C||,. Como A es un dominio de Dedekind, todo A-mddulo
finitamente generado libre de torsién es isomorfo a un médulo de la forma A1 @1,
donde I es un ideal de A. Por tanto A’ ® 4 K | 1= € un K| |, -subespacio vectorial de
C, |, de dimensién n, y n es el rango del reticulo. Para el caso clasico con C| | = C,
solo tenemos reticulos de rangos 0, 1 y 2.

Una curva eliptica (que abreviaremos de ahora en adelante por c.e.) sobre los
complejos viene expresada por C/A, donde A es un reticulo de rango 2 que se puede
escribir de la forma Z @ Zw para cierto w € H= {2z € C | &(z) > 0}. Observemos
que C/A es una curva con una operacién suma en sus C-puntos. Es habitual que en
el estudio de determinado tipo de objetos matematicos nos interese su clasificacién
modulo isomorfismos. Existe un biyeccién entre las clases de isomorfia de curvas
elipticas sobre C y H/SLy(Z), via A = Z + Zw — w, donde el cociente H/SLy(Z)
es el determinado por la accién de SLy(Z) sobre H definida por

Mw = aw—i—b’ para cada M = (i Z

17Para esta exposicién podemos restringimos al caso particular de un dominio de ideales princi-
pales A (tomemos A = Z como primera aproximacion).

8En muchos casos | |k = | |p es un valor absoluto asociado a un ideal primo p de un dominio
de Dedekind contenido en K.

19Recordemos que, para Q con el valor absoluto usual, K =R



184 LAS MEDALLAS FIELDS

El espacio H/SL3(Z) es un espacio de moduli que clasifica las clases de isomorfia
de las curvas elipticas sobre C. Esta superficie de Riemann (superficie desde el punto
de vista real) tiene una compactificacién natural que consiste en anadir un punto,
llamémosle cuspide. Dicha superficie de Riemann compacta se puede ver como una
curva algebraica donde sus puntos complejos X (1)(C) coinciden con H/SLy(Z) junto
con su cuspide.

Dejemos escrito también que una curva eliptica viene determinada por una ecua-
cién del tipo Y2 = X3 +a; X + ag, donde a1 y ag son niimeros complejos. Si L es un
cuerpo entre Q y C y aq, ag € L, diremos que la c.e. estd definida en L. Fijado un
cuerpo L donde la c.e. estd definida, sus L-puntos tienen estructura de grupo abe-
liano, pero surge el fenémeno de que dos curvas elipticas no isomorfas sobre L sean
isomorfas sobre C. Por tanto, la curva algebraica X (1) no representa el problema de
moduli sobre el cuerpo L; para resolver este problema se introduce la torsién. Por

ejemplo, aparece el estudio de las clases de isomorfia de pares (E, P), donde F una

N
c.e. y P un punto de F de N-torsion, es decir, tal que NP = P + o) + P es el cero

de la curva eliptica. Los espacios de moduli de curvas elipticas son un tema muy
clasico y aiin muy interesante.

SeaT'y := ker(SL2(Z) — SL2(Z/NZ)) y T < SLa(Z) un subgrupo (aritmético) tal
que I'y < T. Entonces H/I" corresponde a los C-puntos del problema de moduli que
clasifica médulo isomorfismos los pares formados por una c.e. con ciertos elementos
de N-torsién de la curva (fijémonos que en C/A, para A = Z + Zw, hay puntos de
N-torsién, por ejemplo 1/N). Se demuestra que H/T" tiene una compactificacion, que
denotamos por X (I'), y que se obtiene afiadiendo ctispides que corresponden a curvas
singulares. En particular, X (I")(C), el conjunto de los C-puntos de X (T'), corresponde
a la unién de H/T y las cuspides. Aqui hemos elegido un T, y su correspondiente
problema de moduli, tal que X (I') estd definida sobre Q y que también representa
cierto problema de moduli sobre Q. Este tipo de escenario es comiin en la mayoria
de situaciones de interés en geometria aritmética.

Un problema muy importante en geometria aritmética es conocer los puntos
racionales de X (I"), es decir X (I") (Q)EUDO de dichos puntos racionales corresponde
usualmente a cierta ctspide de X (I'), y es natural estudiar el morfismo de X (') a
su jacobiana@ y la torsién de dicha jacobiana. Un resultado clave es el conocido
teorema, demostrado independientemente por Manin y Drinfeld en 1973, que afirma:

Sia, 8 € X(T') son dos cispides, entonces el divisor (o) — () tiene orden
finito en la jacobiana de X(T).

Hemos mencionado que existe una analogia entre los cuerpos de niimeros y los
cuerpos K que son extensiones finitas y separables de F,(T"). Uno podria pensar
en estudiar curvas elipticas definidas sobre K, pero Drinfeld propuso otros nuevos
objetos de estudio que denominé mddulos elipticos, conocidos ahora como mddulos

208i K es un cuerpo de niimeros y el género de X (I") es mayor o igual que 2, X (T')(K) es un
conjunto finito, resultado demostrado por el también medallista Fields G. Faltings en el ano 1990.

21La jacobiana, introducida en la seccién [3] es una variedad donde, como en el caso de las c.e.,
hay una suma definida en sus puntos.
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de Drinfeld. Para simplificar, sea K = F,(T"), que veremos como el cuerpo de las
funciones racionales de la recta proyectiva sobre el cuerpo finito F,. Cada punto de
la recta proyectiva tiene asociado un valor absoluto; en particular, el valor absoluto
asociado al punto 0o = £ es el definido por |u/v|e = p~(deer(W=desr (V) para v y
v # 0 polinomios en F,[T']. Las funciones regulares de F,,(T') fuera de oo corresponden
al dominio de ideales principales A = F,[T]. (Recordemos que el andlogo de C en
esta situacién es Coo :=C||_,yelde Res K := K| |_.)

Obsérvese que hay A-reticulos en C,, de cualquier rango (ya que la extensién
Cw : Koo mno es de grado finito). Consideremos A un A-reticulo en C,, de ran-
go d. Drinfeld define la funcién exp, : Coc — Co mediante la expresién dada por el

producto de Euler convergente

expy(z) == H (1—;)

AeA\{0}

La funcién exp, es sobreyectiva y su nicleo es A (para mds detalles consultese
[16, Cap. 2]), y Drinfeld observé que para cada 0 # a € A se tiene un diagrama
conmutativo

Co/h— e
expy

Coo/A ——2 5 Cop

donde ®,(X) es un polinomio de A[X]. En particular, C tiene estructura de
A-modulo con la operacion definida para a € Ay ¢ € Co por a ¢ := Dy(c).

Hacemos notar que los polinomios de A[X] no son cualesquiera, son polinomios
aditivos, es decir, para ellos se cumple la identidad P(X +Y) = P(X) + P(Y);
por ejemplo, P(X) = aX + X? es un polinomio aditivo@ La suma de dos poli-
nomios aditivos es un polinomio aditivo, pero no lo es su producto. No obstante,
los polinomios aditivos tienen un producto no conmutativo dado por la composicién
Q(X) o P(X) = Q(P(X)), para el cual el polinomio X es el elemento unidad. Es
conocido que el anillo no conmutativo de los polinomios aditivos sobre C,, se iden-
tifica con Coo{7}, el anillo de polinomios torcidﬁ por el operador 7 que cumple
T7-k = kP7 con k € C,,, de manera que la identificaciéon con los polinomios aditivos
hace corresponder 7 <+ X?, Id = 7% & X.

Un A-mddulo de Drinfeld sobre Cy es un morfismo de anillos ® : A — Coo{7}
tal que, para cada a € A, ®,(7) = a7’ + términos de mayor grado en T, y tal
que existe ag € A para el cual ®,,(7) # aor’. Para el caso simple A = F,[T]
es suficiente conocer @7, ya que ® es Fp-lineal y @72 = &7 o 7. En este caso, el
rango de ® corresponde al grado de 7 en ®7. Por ejemplo, si &7 (1) = T7° + 7,
Op2(7) = (T +7)(T7° +7) =T*70 + T + 717 + 72 = T?70 + (T + T?)7 + 2.

22Estamos en caracteristica p > 0, y por tanto P(X +Y) = a(X +Y) + (X +Y)? = aX +aY +
XP4+YP=P(X)+ PY).
23Utilizamos «torcido» como traduccién del término inglés skew.
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Este médulo de Drinfeld de rango 1 es conocido como mddulo de Carlitz. La nocién
de médulo de Drinfeld generaliza la nocién introducida por Carlitz en 1935 [4].

Drinfeld demostr6 que existe una correspondencia biyectiva entre A-reticulos en
Coo de rango d y A-médulos de Drindeld sobre C,, de rango d, dada por la expresién
expy (ax) = P, (expy ().

Al lector interesado en ampliar detalles en lo concerniente a los mdédulos de
Drinfeld le recomendamos el texto [16] de D. Goss. Los A-mddulos de Drinfeld
proporcionan un analogo de los reticulos en caracteristica positiva, y supusieron el
primer paso de Drinfeld en el ambicioso proyecto de atacar el programa Langlands.

OBSERVACION. La curva eliptica C/A tiene una suma, y se generaliza a variedades
abelianas de dimensién h via C"/Q para reticulos Q C C" (cumpliendo ciertas pro-
piedades). También, gracias a Drinfeld, se tiene una generalizacién para Co /A que
corresponde a t—motivosﬁ con G. Anderson como principal propulsor, actualmente
es un tema de gran repercusion (sobre todo las funciones L asociadas a ¢-motivos y
sus valores especiales), con articulos en las principales revistas de investigacion de
autores como L. Taelman, F. Pellarin y B. Angles.

Una vez construidos los médulos elipticos, Drinfeld estudia el problema de moduli
relacionado. Existe una nocién de morfismo e isomorfismo entre médulos elipticos o
mddulos de Drinfeld que el lector interesado puede consultar en [I6]. Busquemos un
analogo del espacio de moduli de c.e. sobre C y su superficie de Riemann, y veamos
qué sucede con valores absolutos no arquimedianos (es decir, con valores absolutos
que satisfacen |z + y| < max{|z|, |y|} < |z| + |y|), v en particular para Cu.

Un reticulo de rango 2 sobre Co, es de la forma A ® Aa con « ¢ K, v hay
una biyeccion, via A  Aa — «, entre las clases de isomorfia de estos reticulos y el
conjunto Co, \ Ko mddulo la siguiente relacién de equivalencia:

a b

a~f = EIM::<C d aatb _

ca+d

) € GL2(A) tal que M(a) := B.

El espacio Ho, := Cs \ Koo = P(Co) \ P! (K ), que se conoce como semiplano
superior no-arquimediano o también como semiplano superior de Drinfeld, tiene
una estructura geométrica en el contexto de la geometria analitica rigida (para més
detalles véase [14] o [I3, Lectures 7, 8, 9]). También H,,/GL2(A) es un espacio
analitico rigido isomorfo a la recta afin sobre C, y, por tanto, tenemos isomorfismos
sobre C,

. {A-médulos de Drinfeld de rango 2 sobre C ~
j: : 8 o) = AL e
isomorfismo

Como en el caso anterior, una idea general serd asociar a un espacio rigido analiti-
co de este estilo una curva algebraica (si fuera posible) cuya analitificacién sea H, /T

24Deligne estuvo trabajando en el producto tensor del médulo de Carlitz, que es un caso concreto
de t-motivo.
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para cierto I' < G‘LQ(A)E Un ejemplo de ello seran las llamadas curvas modulares
de Drinfeld, para las cuales los Qg-puntos de sus jacobianas, con ¢ diferente de p, o
el primer grupo de cohomologia ¢-ddica con coeficientes en Qy (véase la seccion |3)),
tendrian acciones del grupo de Galois absoluto sobre un cuerpo de definicién de la
curva y del conicleo de T' — GLa(A).

5.2. LA CONJETURA DE LANGLANDS PARA GLg(K)

La idea comentada anteriormente sobre la conjetura de Langlands para el grupo
lineal GL,, consiste en encontrar cierta biyeccién entre n-representaciones del grupo
de Galois absoluto de K (extensién finita de Q o de F,(T')), que provienen de la
geometria aritmética, y ciertas representaciones de GL,,(Af) de los adeles de K.

Para el caso GL1(K), las representaciones 1-dimensionales del grupo de Galois
corresponden a extensiones abelianas del cuerpo K, para las que existe un teoria
bien conocida llamada teoria de cuerpos de clases [22] y, por tanto, dirfamos que la
conjetura de Langlands estd resuelta en este caso.

Para atacar la conjetura en el caso GL,,(K), con n > 2, la idea inicial (pensemos
en nuestra exposicién que K = F,(T')) consistié (véase [12, §3.3]) en construir la
biyeccién utilizando una representacién de GL,,(Ax) x Gal(K/K) en un Qg-espacio
vectorial (con £ un primo distinto de p) que admitiera, sobre Qg, una descomposicién
de la forma @, (7 ® o0, ), donde 7 recorre las representaciones ¢-adicas consideradas y
o, es una representacion irreducible n-dimensional de Gal(K/K), el grupo absoluto
de Galois de K. Esta descomposicion permitiria definir una aplicaciéon 7« — o, que
serfa suficiente para demostrar la conjetura de Langlands para GL, (K) si se cono-
ce la conjetura para GL;(K) con 1 < j < n —1 (por un resultado de recurrencia
de Deligne). Pero la idea inicial no funciona porque no existe tal representacién de
GL,(Afx) x Gal(K/K). La propuesta de Drinfeld consiste en construir una repre-
sentacién de GL, (A ) x Gal(K /K) x Gal(K /K) que admita una descomposicién de
la forma @, (7 ® o; ®Y). Drinfeld, para n = 2, y L. Lafforgue, para n > 2, constru-
yen dicha representacién de GL,, (Ax) x Gal(K/K) x Gal(K/K) en un Qg-espacio
vectorial de ciertos espacios que provienen de espacios de moduli (que parametrizan
unas estructuras denominadas shtukas)@

5.3. LAS VARIEDADES MODULARES DE DRINFELD

Para simplificar, a partir de este momento consideremos A = IF,[T], y subgrupos
I' € GLz(A) tales que (GL3(A) : T') < o0, a los que llamaremos subgrupos aritméti-
cos. Se le puede dar a H, /T una estructura geométrica heredada (de la geometria

25Para H, /T, donde p se refiere al primo p en Qp2 (una extensién no ramificada de grado 2
de Qp), esta idea general corresponde a espacios analiticos rigidos para las curvas de Mumford y a
los grupos de Schotky para ciertos I'. Drinfeld, que era un gran conocedor del tema, demostré el
teorema conocido como teorema de Cerednik-Drinfeld que afirma, en particular, que las curvas de
Shimura son curvas de Mumford sobre sz, y también cocientes torcidos de curvas de Mumford
sobre Qp.

26La palabra rusa shtuka podriamos traducirla coloquialmente por «cosa» o «trozo de algo».
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en H,,), y existe una curva algebraica proyectiva (curva de Drinfeld) Xpying(I') cuya
analitizacion corresponde a H, /I" completado con ciertas cispides.

De forma similar al caso de curvas elipticas, quisiéramos que Xpyine(I') represente
un problema de moduli; por ejemplo, Xprint(GL2(A)) sobre Cy clasifica A-mddulos
de Drinfeld de rango 2 en C,, médulo isomorfismos, pero como en el caso de c.e.
existe una definicién aritmética de A-médulo de Drinfeld de rango n sobre un cuerpo
LconF,(T)CLCCyx

Fijemos I = (i) un 1deal no trivial de A, siendo 7 un polinomio ménico, y ® un A-
moédulo de Drinfeld sobre L, una extension finita separable de F,,(T") (es decir, donde
®r(X) € L[X] como polinomio aditivo). El conjunto de las raices del polinomio
aditivo ®;(X) = ®;(X) (que es siempre un polinomio separable) es un F,-espacio
vectorial que define la I-torsién del médulo de Drinfeld CDE

Considérense las parejas formadas por un A-médulo de Drinfeld de rango d sobre
F,(T') o sobre una extensién finita y separable L, y por una estructura de nivel I
(asociada a las raices de ®;). Drinfeld demuestra que existe una variedad afin 94 de
dimensién d —1 sobre F,,(T"), que representa el espacio de moduli respecto a médulos
de Drinfeld y torsion bajo ciertas condiciones sobre I.

En particular, en relacién con el programa de Langlands para GLp, 9} es la
extensién abeliana de F,(T) no ramificada fuera de I y de co (con una descripcién
explicita de la ramificacién en oo y en I). Para d = 2, la variedad 9% es una
curva algebraica afin no singular sobre F,(T") que clasifica los A-médulos de Drinfeld
de rango 2 sobre extensiones finitas y separables de Fq(T") con una estructura de
nivel I médulo isomorfismos, que corresponde a las llamadas curvas modulares de
Drinfeld. Subgrupos I' que corresponden al nivel I serian, por ejemplo, los grupos
aritméticos tales que I'(I) < T' < T4(I), donde T'(1) := ker (GL2(A) — GL2(A/I)),
y Do(I):={(2}4) € GLy(A) | ceI}.

DeJemos escrito que MY posee una acciéon natural del grupo GLg4(A/T).

5.4. EL PRIMER RESULTADO DE LA CONJETURA DE LANGLANDS PARA GL3(F,(T))

Denotamos por 9MM?(I) la variedad afin no singular de Drinfeld con estructura
de nivel I correspondiente al espacio de moduli de las parejas (®, ®;) formadas por
un A-médulo de Drinfeld ® de rango d y ®;, todas las raices del polinomio aditivo,
médulo isomorfismos. Sobre M?(I) acttia el grupo GL4(A/I) y existe un morfismo
natural MM (1) — M4(J) cuando I C J. Sobre el colimite

m? = 1fm M*(1)
I

actian el grupo de Galois absoluto de F(T') y el grupo

GLa(AR 1)) = GLa(lim A/1) = lim GL4(A/I)
I I

2"Dado z € Co, i * ¢ = ®;(z); por tanto, las raices de ®;(X) son los elementos de I-torsién.
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(que se puede extender a una accién de GL4 (AFq(T)) respecto a la complecion
Fp(T)oo = Fp((1 /T)))E Ya tenemos un candidato inicial para intentar demostrar
la conjetura de Langlands para GLg4.

Es necesario compactificar 9t?(I) para que su cohomologia tenga buenas propie-
dades. Drinfeld afirmé que esta compactificacién tan solo se puede conseguir para
d = 2 (véase [20] para més detalles) y, por tanto, el candidato anterior resulta
interesante para resolver la conjetura de Langlands para GLs.

Drinfeld demuestra inicialmente que el limite directo de la cohomologia étale
(-4dica asociada a la compactificacién de 9?(I) permite probar la conjetura de
Langlands para GLo(F,(T)), pero las representaciones de GLo(Ag) tienen cierto
comportamiento especifico que depende del valor absoluto del co que se ha elegido
en la construccion.

5.5. IDEA DE DRINFELD PARA COMPLETAR LA DEMOSTRACION DE LA CONJETU-
RA DE LANGLANDS PARA GLq(F,(T")): SHTUKAS

Para finalizar la conjetura general de Langlands para GL2(F,(T)), y no llevar
cuenta de un comportamiento especifico en oo, Drinfeld construye los shtukas (o
F-haces) de rango d, y el candidato para demostrar dicha conjetura via una repre-
sentacion dentro de cierta cohomologia ¢-adica en el espacio de moduli de shtukas de
rango d.

En nuestra exposicion solo vamos a presentar la nocién de shtukas para cierto
caso concreto que generaliza el concepto de médulo de Drinfeld@ Un problema im-
portante es la imposibilidad de compactificar los espacios relacionados con el espacio
de moduli de shtukas. Drinfeld pudo fijar la compactificaciéon solo para d = 2. Con
muchas otras ideas perspicaces en este espacio de moduli de shiukas, Lafforgue con-
siguié demostrar finalmente la conjetura de Langlands para GL4(F,(T)) con d > 2,
resultado que le hizo merecedor de una Medalla Fields.

Sea L una extensién no finita de F), y o el Frobenius correspondiente a elevar
a p; supongamos que o es un automorfismo de L de orden no finito; en particular,
los elementos fijos de L por el automorfismo o corresponden al cuerpo F,,.

Un shtuka, para dicha eleccién de L con el automorfismo de Frobenius, es un
subanillo conmutativo R C L{r} del anillo de polinomios torcidos, que cumple que
FF,, estd estrictamente contenido en R como F,7° y que RN L = F,7°. Dos anillos
conmutativos, R; y Rs, del tipo descrito son equivalentes si existe un elemento
a € L* tal que Ry = aRsa™! (ndtese que un A-médulo de Drinfeld @ : A — Co{7}
sobre Coo {7} define un subanillo conmutativo ®(A) C Coo{7}).

280bsérvese que M corresponde al cuerpo extension abeliana maximal de Fp(T') que es totalmen-
te escindido (split) en el co, construyendo asi el cuerpo de clases cuya existencia estaba garantizada
por la teoria de cuerpos de clases [22]. No obstante, esta construccién no es tan explicita en general.
D. Hayes, alumno de Carlitz, aporta una construccién mas explicita para la teoria de clases sobre
un cuerpo global K extensién de Fy,(T) (el caso K = Fy,(T') corresponde a Carlitz).

29Krichever, en su estudio de la ecuacién de Korteweg-de Vries, encontré un diccionario notable
entre ciertos haces sobre curvas y subdlgebras de C[[t}][%], y la analogia entre 7 y % inspiré a
Drinfeld a buscar una construccién similar en médulos de Drinfeld.
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Drinfeld observa que existe una biyeccién entre shtukas y fibrados vectoriales
sobre curvas (véase [16, §6.2] y [I2, § 3.4], o constltese [17] para una definicién exacta
del objeto relacionado con la geometria algebraica). Por ejemplo, con la notacién del
parrafo anterior, a un shtuka R le corresponde Xg, una curva proyectiva sobre F,,
y cierto fibrado vectorial £ sobre Xg ®p, L junto con un diagrama

Es & &0,

donde &7 viene definido por la accién del morfismo de Frobenius que proviene de
extender la curva Xp de F, a L. Para mas detalles referimos al lector a los textos
citados, y tan solo queremos senalar que a un médulo de Drinfeld de rango d se le
asocia un shtuka con un fibrado vectorial de rango d.

5.6. OTRA GRAN CONTRIBUCION DE DRINFELD AL PROGRAMA DE LANGLANDS

Drinfeld no solo ha aportado grandes ideas para el programa de Langlands en
el caso de GL, (K) con K una extensién finita de F,,(T) (principalmente entre los
anos 1975-1990), sino que también son extensas sus contribuciones al programa
de Langlands generalizado, en particular, a la conjetura geométrica de Langlands
formulada para curvas sobre cuerpos arbitrarios. Por citar una, en [2], de forma
conjunta, Beilinson y Drinfeld finalizan gran parte la demostracién de la conjetura
geométrica de Langlands sobre C para grupos reductivos (un ejemplo de grupo
reductivo es el grupo lineal GL,,) utilizando ideas novedosas que interrelacionan
diferentes campos incluyendo, por ejemplo, la cuantificacién de sistemas integrables
de Hitchin.
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