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Michéle Artigue, profesora emérita de la Universidad Paris Diderot
(Paris 7), tiene una trayectoria investigadora mundialmente reconoci-
da en el campo de la Diddctica de la Matemdtica. Durante el periodo
2010-13, formd parte del Comité Cientifico del Proyecto Fibonacci (http:
//wuw.fibonacci-project.eu). El articulo que se incluye a continua-
cion, en su version en inglés, forma parte del informe «Inquiry in Mat-
hematics Educationy [2] perteneciente a dicho proyecto. Agradecemos al
Coordinador de la Seccion de Matemdticas y Fducacion Matemdtica del
Proyecto Fibonacci, el profesor Peter Baptist (Universidad de Bayreuth,
Alemania), y a la propia autora, la profesora Michéle Artigue, su autori-
zacion para traducirlo al espariol y para publicarlo en LA GACETA DE LA
RSME. Se puede encontrar una versién mds extensa de este trabajo en el
articulo [4] de Artigue y Blomgj.

. Qué es la educacion matematica basada en la indagacion?

por

Michele Artigue

1. INTRODUCCION

Al contrario de lo que ocurre en la educacién en ciencias, el término «educacién
matemadtica basada en la indagaciéon» (IBME, del inglés Inquiry Based Mathematics
Education) es de uso reciente en educacién matemdtica. Sin embargo, en este 4mbi-
to encontramos varios intentos de promover practicas de ensefianza con los mismos
propésitos que las asociadas a la «ensefianza de las ciencias basada en la indagacién»
(IBSE, Inquiry Based Science Education). De hecho, a lo largo de los dltimos cin-
cuenta anos, uno de los principales objetivos de la innovacién y la investigacion en el
campo de la educacién matemética ha sido promover el aprendizaje con comprension,
ayudar a los estudiantes a experimentar una auténtica actividad matematica desde la
infancia y determinar las condiciones para que esto sea posible. En consecuencia, es
necesario contemplar la educacién matematica basada en la indagacién en relaciéon
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con estos antecedentes, e investigar como los recursos cientificos que proporciona
pueden ser utilizados para desarrollar y fortalecer este tipo de educacion.

El informe Inquiry in Science Education [18] sefiala que «la indagacién es un
término usado, tanto en la educaciéon como en la vida cotidiana, para referirse a la
busqueda de conocimiento o informacién mediante el método de hacer preguntas»,
y que «lo que distingue la indagacion en ciencias es que conduce al conocimiento y
a la comprension de lo que ocurre a nuestro alrededor». El texto también propone
un modelo de aprendizaje de las ciencias a través de la indagacién, que se resume
en el esquema que se reproduce a continuacién (figura 1) y se describe como «el
proceso de construccién de la comprensién a través de la recopilaciéon de evidencias
para probar posibles explicaciones e ideas de forma cientificay (p. 9).
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Figura 1: Modelo de aprendizaje de la ciencia a través de la indagacion.

Tal como senala el informe Learning Through Inquiry ([3]), la indagacién mate-
maética presenta similitudes evidentes con la indagacién en ciencias. Al igual que la
indagacion en ciencias, la indagacién mateméatica parte de una pregunta o un proble-
ma, y las respuestas se buscan a través de la observacion y la exploracion; se realizan
experimentos mentales, materiales o virtuales; se buscan conexiones con preguntas
ya respondidas y que tienen analogias relevantes para la pregunta que se esta in-
vestigando; se ponen en juego técnicas matemaéaticas conocidas y se adaptan cuando
es necesario. Este proceso de indagacion esta dirigido por, o conduce a, respuestas
hipotéticas, a conjeturas que requieren una validacion. Este no suele ser un proceso
lineal. A menudo, las conjeturas iniciales sblo son ciertas en condiciones especificas,
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lo que puede conducir a su revision, o incluso a cuestionar la definicién de los obje-
tos matemdticos implicados (segin ilustra Lakatos [23] en su estudio paradigmdtico
sobre la férmula de Euler para los poliedros). Adem4s, el proceso puede conducir
a nuevas preguntas y problemas cuya solucién puede afectar a las respuestas a la
pregunta inicial, o incluso a la formulacién de la pregunta en si.

Sin embargo, a pesar de la existencia de similitudes con la indagacién en ciencias,
la indagacién matematica tiene algunas especificidades, tanto en cuanto al tipo de
preguntas que aborda como a los procesos en que se apoya para responderlas.

2. INDAGACION MATEMATICA: PREGUNTAS INTERNAS Y EXTERNAS

Al igual que en la indagacién en ciencias, la indagaciéon matematica viene fre-
cuentemente motivada por cuestiones que surgen del mundo natural o del entorno
que nos rodea. Pero, si bien uno de los principales propésitos de la matematica es
contribuir a la comprensiéon del mundo natural, social y cultural, y facultar a los
seres humanos a actuar en este mundo, no debe olvidarse que la matematica como
ciencia también crea sus propios objetos, y que las preguntas planteadas por estos
objetos han sido siempre un motor esencial de su desarrollo. Como se destaco en el
informe Learning Through Inquiry ([3]):

«A medida que se vuelven familiares, los objetos matematicos también
llegan a conformar un terreno para la experimentaciéon matematica. Los
nimeros, por ejemplo, se han utilizado durante siglos y siguen siendo
un contexto magnifico para los experimentos matemaéticos, y lo mismo
se puede decir de las formas geométricas. Los patrones desempenan un
gran papel en las matematicas, tanto si provienen del mundo natural
como si son imaginados por la mente del matematico. Las tecnologias
digitales también ofrecen herramientas nuevas y poderosas para apoyar
la investigacion y la experimentacion en el d&mbito de las matematicas.
Por consiguiente, la educacién matematica basada en la indagaciéon no
s6lo debe basarse en situaciones y cuestiones derivadas de fenémenos
del mundo real, aunque la consideracién de éstos es, por supuesto, muy
importante, sino que ha de utilizar la diversidad de contextos que nutren
las practicas de investigacién en matematicasy.

Asi, las fuentes de la indagacién matematica y las preguntas asociadas pueden
ser muy diversas. Pueden surgir de:

» Fenémenos naturales (por ejemplo, jcémo comprender y caracterizar los cam-
bios en la sombra de un objeto iluminado por el sol?).

s Problemas técnicos (por ejemplo, jcomo medir magnitudes y objetos inaccesi-
bles?).

» Artefactos humanos (por ejemplo, jcuél es el efecto de un pantégrafo sobre las
figuras geométricas y por qué?, jcémo funciona un GPS?).
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= Arte (por ejemplo, jcudles son las simetrias de un objeto arquitecténico o una
pieza artistica?, jcudles son los elementos minimos que se pueden utilizar para
generar un mosaico periédico?).

» Problemas de la vida diaria (por ejemplo, ;cémo elegir entre diferentes ofertas
de telefonfa mévil e Internet?).

Los objetos matematicos también pueden ser una fuente esencial de indagacién
matematica desde las primeras edades:

= ;Cudl es el producto méximo que se puede obtener descomponiendo un niimero
entero positivo en una suma de enteros positivos y multiplicando los términos
de la suma?

= ;Se puede escribir cualquier entero positivo como diferencia de dos cuadrados
de nimeros enteros?, jy como suma de enteros positivos consecutivos?

= ; Qué significa que dos tridngulos, dos rectangulos, dos poligonos tengan la
misma forma?

= Dados dos tridngulos con la misma area, ;se puede transformar uno en el otro
cortando y pegando? ;Se puede extender esta propiedad a cualquier par de
poligonos?

= Si dos tridngulos tienen el mismo perimetro y la misma area, json necesaria-
mente congruentes?

La naturaleza de la pregunta, obviamente, tiene consecuencias en el proceso de
indagacion. En el caso de las preguntas que provienen de una fuente externa, como
en los primeros ejemplos mencionados, su transformacién en preguntas de carac-
ter matematico es una parte importante del proceso de indagacién, que involucra
un proceso de modelizaciéon. En las iltimas décadas, la investigacién en educacién
matematica ha prestado cada vez mas atencién a estos procesos, como demuestran,
por ejemplo, las actividades del grupo internacional ICTMA o la extensa literatura
dedicada a este tema'.

Esta literatura suele presentar la modelizacién como un proceso ciclico, lo que
crea cierta similitud, al menos a nivel estructural, con el modelo de IBSE que hemos
mostrado en la figura 1. La figura 2, junto con la descripcién de las fases que se
indican en ella, tomadas de [6, p. 127], presenta una visién cldsica de este ciclo de
modelizacién:

a) Formulacién de una tarea (mds o menos explicita) que estd relacionada con
una realidad percibida y que estd influenciada por los intereses del investiga-
dor. En esta etapa, se construye el objeto del proceso de modelizacion. El objeto
puede ser luego reconstruido como resultado del proceso de modelizacion. Sin
embargo, es el objeto y la tarea formulada lo que guia la identificacion y cons-
truccion de un dominio de indagacion.

b) Seleccion y construccion de los objetos relevantes, relaciones, etc., del dominio
de indagacion, y transformacion de éstos para hacer posible una representacion
matemdtica.

IVer las actividades del grupo internacional ICTMA (http://www.ictma.net) o [22].
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Figura 2: Ciclo de modelizacion.

¢) Transformacién de los objetos y relaciones seleccionados desde su estado de
apariencia inicial hacia la matemdtica, mediante una mayor abstraccion e idea-
lizacion.

d) Uso de métodos matemdticos para obtener resultados matemdticos y conclusio-
nes.

e) Interpretacion de los resultados y conclusiones obtenidos con respecto al domi-
nio de indagacion.

f) Evaluacién de la validez del modelo por comparacidn de los datos (observados
o previstos) y/o con los conocimientos establecidos (basados en la teoria o en
la experiencia compartida/personal).

Este ciclo de modelizacién organiza las relaciones e interacciones entre dos sis-
temas: un sistema extramatematico y un sistema matemédtico. Cada uno tiene su
propia légica y, en consecuencia, el proceso de indagacién no sélo esta sujeto a las
reglas de la racionalidad matematica. Como se deduce de la descripcién anterior, la
racionalidad matemdtica regula el trabajo realizado en la fase d), y esta parte puede
tener una dimensién de indagacion, pero la validaciéon de las respuestas obtenidas a
través del proceso de indagacién en su conjunto también estd sometida a la raciona-
lidad del sistema extramatematico. En IBME, sin duda es importante sensibilizar a
los estudiantes y darles la oportunidad de experimentar la diversidad de dominios
que, ademas del mundo natural, son accesibles a la indagacién matematica a través
de procesos de modelizacién.
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Comparando con el IBSE, ademaés del hecho de que el proceso de modelizaciéon no
necesariamente utiliza las matemaéticas, debe senalarse que el ciclo en ciencias suele
involucrar més ideas preconcebidas que en matemaéticas, ya que el mundo natural
se percibe de forma més inmediata por los sentidos y requiere tratar con un modelo
en bruto, incluso desde edades tempranas. Estas preconcepciones pueden tener un
fuerte impacto en el proceso. Debe anadirse que las indagaciones motivadas por pre-
guntas matemadticas (indagaciones internas) también pueden requerir o beneficiarse
de la construccién de interacciones entre sistemas diferentes (entre sistemas numé-
ricos y algebraicos, sistemas algebraicos y geométricos, perspectivas deterministas
y aleatorias, etc.), ya que las matemdticas constituyen un dominio extremadamen-
te interconectado. Tales interacciones pueden ser consideradas formas especificas de
procesos de modelizacién internos a la matematicaZ.

3. INDAGACION MATEMATICA: ALGUNAS ESPECIFICIDADES DEL PRO-
CESO

El cuadro 1 presenta un ejemplo de un proceso de indagaciéon basado en una
pregunta matematica: ; Cuéal es el producto méaximo que se puede obtener descompo-
niendo un nimero entero positivo en una suma de enteros positivos y multiplicando
los términos de la suma?

Esta pregunta ha llevado al desarrollo de numerosas actividades en los diferentes
niveles de escolaridad, desde la Educacién Primaria hasta el Bachillerato ([14], [1]).

Este problema es sélo un ejemplo, pero muestra algunas especificidades de la
indagacién matemadtica (interna) y de sus resultados, por ejemplo:

= el papel desempenado por la exploracion y su progresiva sistematizacién a
medida que aumenta la familiaridad con el problema;

= el pragmatismo del proceso de indagacién y su no linealidad;

= la interaccién dialéctica entre la prueba y la refutacion, y el papel que desem-
penan en ella los contraejemplos;

» la naturaleza concluyente (apodictica) de los resultados obtenidos y la con-
viccién de que ninguna experiencia adicional los invalidara, y también la sa-
tisfaccién intelectual que se obtiene al descubrir nuevos argumentos sobre los
resultados ya probados;

= el hecho de que una vez que se encuentra una solucién, se buscan inmedia-
tamente generalizaciones posibles, considerando tanto los resultados como las
técnicas utilizadas para obtenerlos;

= el cambio de perspectiva que tales generalizaciones pueden requerir, haciendo
intervenir a nuevos ambitos y técnicas matematicas, y cémo pueden contribuir
a una nueva comprensiéon de los resultados iniciales obtenidos.

2Douady ha puesto especial énfasis en este punto en su enfoque de la educacién matemaética en
términos de dialéctica herramienta-objeto e interaccién entre marcos ([13]).
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/ ¢ Cudl es el producto mdzimo que se puede obtener descomponiendo un eh
tero positivo en una suma de enteros positivos y multiplicando los sumandos?

Seleccione, por ejemplo, el niimero 10 y realice alguna exploracién.

Si 10 se descompone en la suma de dos ntmeros, es sencillo hacer una
exploracién exhaustiva de todas las posibilidades. Podemos concluir rapida-
mente que el producto maximo se obtiene a través de la descomposicién en
sumandos iguales, 10 = 5 + 5, que genera el producto 5 x 5 = 25. Normal-
mente, esta conjetura se expresa en los primeros momentos del proceso de
indagacion, antes de haber realizado ningtn trabajo sistematico.

Sin embargo, la conjetura 5 4+ 5 no se cumple cuando 10 se descompone
en la suma de tres nimeros (por ejemplo 10 = 5 4 3 + 2, dando lugar al
producto 5 x 3 x 2 = 30). En este caso, la exploracién sistemdtica requiere
la consideracién de muchos casos diferentes. Ademés, esto no soluciona el
problema, ya que 10 también puede descomponerse en mas de tres nimeros.

Asi, nos involucramos en un proceso dialéctico que implica ensayos y la
elaboracién progresiva de resultados parciales y conjeturas. Por ejemplo, muy
pronto descubrimos que las descomposiciones 6ptimas no deben incluir el
nimero 1 ni el ntimero 5 (porque 3 x 2 > 5), ni el ntimero 6 (porque 3x3 > 6).
Esta linea de razonamiento excluye todos los nimeros diferentes de 2, 3 y 4.
Observamos entonces que 3x 3 > 2X2x 2,y que, en cualquier descomposicion,
el niimero 4 puede ser reemplazado por dos veces el 2 (ya que 4 = 2+2 = 2x2).
De esta forma, obtenemos dos descomposiciones éptimas, 10 = 3+3+4 y
10 =3+ 3+ 2+ 2, que conducen al producto 36.

De hecho, el trabajo realizado en este caso particular se generaliza al caso
de cualquier niimero entero, siendo las descomposiciones éptimas aquellas que
incluyen tantas veces como sea posible el nimero 3 y no incluyen al ntime-
ro 1. El resultado también puede generalizarse a descomposiciones racionales,
como muestra Perrin en [14]. En este caso, si n es el ntimero de sumandos
de la descomposicién del numero S, las propiedades de convexidad conducen
a concluir que la descomposicién éptima es la descomposiciéon en n suman-
dos iguales de valor S/n. Asi, uno acaba buscando el maximo (S/n)" como
funciéon de n. Si se extiende esta funcién a los ntimeros reales y se calcula
la derivada, se obtiene que el méximo de esta funcién real es en x = S/e,
y la descomposiciéon 6éptima en ntimeros racionales se obtiene eligiendo n tal
que el sumando sea lo méas proximo posible a e. Esto da nuevas ideas so-
bre el resultado obtenido para 10 y posteriormente generalizado a cualquier

@scomposicién con nimeros enteros. j3 es el entero més proximo a e! J

Cuadro 1: El producto maximo.
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Dicho esto, no existe una forma tnica o estandar de indagacién en matematicas,
ni siquiera para las formas de indagacién internas al &mbito matemaético, como en
el ejemplo del cuadro 1. Un proceso de indagacién puede conducir, por ejemplo, a
un resultado universal (mostrando que todos los objetos que pertenecen a la mis-
ma categoria comparten una propiedad dada), pero también puede conducir a un
resultado existencial (demostrando que existe al menos un objeto que cumple un con-
junto de condiciones dadas). El desarrollo de la indagacion y el proceso de validacién
que incluye se verd necesariamente afectado por estas caracteristicas, ya que se ve-
ra condicionado por la naturaleza de los objetos involucrados, la conceptualizacion
que realicen los estudiantes, el lenguaje, las herramientas simbodlicas y semidticas
accesibles que les permitan expresar y discutir sus ideas y razonamiento con otros
estudiantes y el profesor, y los artefactos disponibles para apoyar la exploracion y
la experimentacién. Dicha diversidad, junto con el hecho de que la indagacién mate-
maética, cuando proviene de situaciones externas, incluye necesariamente un proceso
de modelizacién y combina varias logicas, sugiere que, en la practica, en la educa-
cién basada en la indagacién hay un continuo entre las formas de indagacién en
matematicas y en ciencias, como se ha senalado, por ejemplo, en [19].

4. EL CARACTER CONECTADO Y ACUMULATIVO DE LAS MATEMA-
TICAS

El informe Learning Through Inquiry ([3, p. 9]) afirma que:

«Las matemadticas tienen un caracter acumulativo mayor que las ciencias.
Las herramientas matematicas que se desarrollan para resolver proble-
mas concretos necesitan construirse unas sobre otras para convertirse en
métodos y técnicas que puedan ser utilizadas, de forma eficiente, para
resolver clases de problemas y conducir eventualmente al desarrollo de
nuevas ideas matemaéticas e incluso teorias y nuevos campos de aplica-
cién. Ademsds, las conexiones entre diferentes dominios desempenan un
papel fundamental en el desarrollo de las matematicas. En consecuen-
cia, en la educacion matemaética basada en la indagacion, es importante
que los estudiantes no traten con problemas aislados, por desafiantes que
sean, ya que esto no les permite desarrollar los conceptos mateméticos
generales (o mds generalmente aplicables).»

Esto sugiere que la IBME debe prestar especial atencién a que se desarrollen re-
cursos a partir del trabajo con problemas que tengan un claro potencial para generar
ideas matematicas y conocimiento. Aunque desarrollar «hdbitos de indagacion de la
mente» ([12]) es una dimensién importante de la IBME, claramente no es suficiente.

Desde esta perspectiva, a pesar de su interés, un problema como el del producto
méximo (cuadro 1) presenta algunas limitaciones, ya que el papel crucial que ha
de desempenar en el progreso hacia el conocimiento mateméatico no es evidente. El
caso es diferente, por ejemplo, con la conocida situacién del rompecabezas, creada
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inicialmente por Brousseau® ([9]) y descrita en el cuadro 2.

La actividad del rompecabezas descrita en el cuadro 2 merece comentarse. Mues-
tra que en matematicas, al igual que en ciencias, la construcciéon de conocimiento
no es un proceso lineal. Modelos como el modelo aditivo, que han probado su efi-
ciencia en una serie de contextos, deben ser cuestionados en algiin momento por los
estudiantes para que puedan desarrollarse nuevas ideas. Existen obstdculos episte-
moldgicos que necesitan ser superados ([31]). Dentro de la IBME, el profesor debe
guiar a los estudiantes a experimentar las limitaciones de su conocimiento y crear
las condiciones para lograr la evolucién cognitiva requerida.

Ademas del disefio de problemas apropiados, tales experiencias de aprendizaje
requieren condiciones apropiadas para que los estudiantes interactiien con el proble-
ma. Estas condiciones se expresan mediante las nociones de situacién y medio en la
teoria de las situaciones didacticas de Brousseau ([8]). En la situacién descrita en
el cuadro 2, los estudiantes se enfrentan fisicamente a las limitaciones del modelo
aditivo, lo que sienta las bases para que se produzca la evolucién cognitiva requerida.
Entender por qué el modelo aditivo no funciona en esta situacién particular conduce
a la idea esencial de que la imagen de la suma de dos longitudes debe ser igual a la
suma de sus imagenes, la imagen de 4 cm debe ser el doble de la imagen de 2 cm,
es decir, a la esencia del modelo lineal. Sin embargo, como sefiala Sensevy ([29]),
la accion dialégica conjunta del profesor y de los estudiantes, y el uso preciso de
recursos semioticos, como las tablas con medidas, es crucial para que esta evolucién
potencial se convierta en una realidad y para que el proceso de indagacién se dirija a
la conclusion esperada. Las «caracteristicas clave de la pedagogia de la indagaciény,
descritas en el informe Learning Through Inquiry, prestan especial atencién a esta
dimension dialégica esencial en el proceso de aprendizaje en la IBME.

5. IBME Y TECNOLOGIAS DIGITALES

Citando de nuevo el informe Learning Through Inquiry ([3, p. 8]):

«Que la IBME sea mas que un eslogan requiere que se desarrollen me-
todologias de ensenanza. Estas metodologias deben tener en cuenta la
componente experimental de las matematicas y las nuevas oportunida-
des que ofrecen las tecnologias digitales. La historia de las matemaéticas
muestra que dicha componente experimental no es nueva, pero en las 1l-
timas décadas los desarrollos tecnolégicos han puesto a disposicion de las
matematicas un gran nimero de nuevos recursos que han hecho que la
componente experimental sea mas visible y compartida por la comunidad
matematica. Sin embargo, si comparamos con las practicas experimen-
tales en ciencias naturales, hay que tener en cuenta que las experiencias
para el aprendizaje de matematicas no se limitan a lo que se suele llamar
el “mundo real”».

3Una interesante reflexién sobre esta propuesta se encuentra en [10].
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K Esta situacion es parte de un proceso de ingenieria didédctica cuyo objetih
es extender el conjunto de los niimeros enteros a los ntimeros racionales y
decimales. En este punto del proceso de ingenieria, los estudiantes han es-
tudiado las fracciones a través de la comparacién y medida del espesor de
los diferentes tipos de papel. Saben comparar y sumar fracciones, y multipli-
car una fracciéon por un nimero entero. Pero todavia no tienen recursos para
multiplicar dos fracciones. Dentro del proceso de ingenieria didactica, estos
recursos se construyen presentando la multiplicacién como un operador lineal
en el contexto del estiramiento de objetos.

El rompecabezas es la primera actividad seleccionada para proporcionar
a los estudiantes dichos recursos. Se pide a los estudiantes que amplien el
rompecabezas mostrado en la imagen, de tal manera que la longitud de 4 cm
en el rompecabezas inicial sea de 7cm en el rompecabezas ampliado (el lado
inicial del cuadrado es de 11 cm).

6 5

4 2 5

Trabajan en grupos y se pide a cada grupo que produzca un rompecabezas
ampliado. El trabajo se distribuye entre los estudiantes, cada uno de ellos
tiene que ampliar una o dos piezas del rompecabezas. Como no existe una
relacién simple entre 4 y 7, su estrategia inicial es afiadir 3cm a todas las
dimensiones (modelo aditivo). Después de comprobar que la estrategia se ha
aplicado correctamente para obtener las piezas ampliadas, se dan cuenta de
que no funciona, por lo que buscan otra estrategia. Progresivamente, con
ayuda del profesor, concluyen que si conocen la longitud de la imagen del
segmento de 4 cm, pueden calcular la longitud de la imagen del segmento de
2cm y la del segmento de 6 cm. Finalmente, comprenden, méas en general, que
conocer la longitud de la imagen de un segmento de 1 cm les permite calcular
la imagen de un segmento de cualquier longitud, y que esta técnica puede
generalizarse a cualquier otra situacion similar. Posteriormente, se les pedira
que amplien esta técnica para trabajar con dimensiones racionales, lo que
Qmpletaré la extension deseada de la multiplicaciéon de niimeros racionaley

Cuadro 2: El rompecabezas.
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Como sefialamos aqui, las matematicas siempre han tenido una componente ex-
perimental. La importancia de esta componente experimental en la educaciéon ha
sido subrayada por mateméticos como Felix Klein en Alemania o Emile Borel en
Francia, quien a principios del siglo XX abog6 por la instalacion de laboratorios de
matematicas en las instituciones de ensenanza secundaria francesas. Las situaciones
descritas en los cuadros 1 y 2 muestran que, incluso en la actualidad, la experimen-
taciéon en matematicas no necesita el uso de las tecnologias digitales. Dicho esto, no
hay duda de que los avances tecnolégicos han ampliado sustancialmente el potencial
de la experimentaciéon en matematicas y en educacién matematica, y que la IBME
debe hacer uso de estos nuevos recursos tecnoldgicos. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que el uso de la tecnologia no promueve automaticamente la dimen-
sién de indagacién de las practicas de ensenanza y aprendizaje. Este punto se ilustra
con el ejemplo del cuadro 3.

K Los estudiantes utilizan una aplicacién de geometria dindmica como Q
que se muestra en la imagen. D es un punto que se mueve sobre un circulo
de didmetro [AB]. Se pide a los estudiantes que hagan conjeturas sobre los
valores de los angulos del triangulo ABD cuando D se mueve.

[Blld A 2 O 0, 4N = 4,

v

=

ne

El objetivo es que los estudiantes observen que el dngulo en D mide siempre
90° y que conjeturen asi un teorema importante en la geometria elemental.
Pero en esta situacion de aprendizaje todo viene dado, por lo que, a pesar de
las apariencias, no hay lugar real para la indagacién matematica.

Notese, sin embargo, que un pequeno cambio seria suficiente para crear
una diferencia notable. Por ejemplo, a los estudiantes se les podria dar el
segmento [AB] y un punto C que se moviese en el plano, y se les puede pedir
que delimiten la regién del plano en la que puede estar C de forma que el

@gulo en C del triangulo ABC sea agudo. j

Cuadro 3: Tridngulo y circulo — el teorema del dngulo recto.

Lamentablemente, la investigacion tiende a demostrar que la tecnologia se usa
frecuentemente en las aulas como apoyo a métodos de ensenianza ostensivos (que
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muestran cosas a los estudiantes), o para realizar actividades pseudoexperimentales
en las que se guia a los estudiantes paso a paso a lo largo de una hoja de trabajo.
Por lo tanto, es importante prestar especial atencion a los recursos generados para
potenciar la IBME a través del uso de la tecnologia.

Otra cuestion que surge cuando la tecnologia se utiliza para conjeturar propie-
dades, como en el ejemplo del cuadro 3, es determinar en qué medida el trabajo
experimental realizado con la tecnologia facilita la obtencién de la demostracién de
la conjetura. Muy frecuentemente, tanto los problemas seleccionados como la ma-
nera en que se gestionan en el aula tienden a desconectar completamente estas dos
fases esenciales del proceso de indagacion. La investigacién educativa en matema-
ticas muestra que estas dos fases de la indagacion matematica se pueden abordar
de una manera conectada ([17]). También se debe prestar especial atencién a este
aspecto en el desarrollo de recursos tecnologicos para la IBME.

Los programas de geometria dindmica y las hojas de calculo son las tecnologias
maés utilizadas en la educaciéon matemética para promover practicas experimentales.
Actualmente, los curriculos de matemédticas requieren su uso en muchos paises, al
menos en la etapa secundaria. Sin embargo, como se senala en el informe Learning
Through Inquiry, hoy en dia la tecnologia tiene mucho méas que ofrecer para apo-
yar la IBME (por ejemplo, mediante el uso de sensores, herramientas de simulacién,
applets y recursos de Internet). La literatura educativa proporciona numerosos ejem-
plos ([20]). El proyecto Comenius EdUmatics, por ejemplo, tiene como objetivo el
desarrollo colectivo de recursos para el desarrollo profesional de profesores europeos
de matemdticas de secundaria en el uso educativo de la tecnologia. Uno de los mu-
chos recursos desarrollados en este proyecto se basa en una situaciéon en la que se
pide a los estudiantes que usen un programa especifico para probar sus tiempos de
reaccion, que comparen las diferentes series obtenidas para un mismo estudiante y
para diferentes estudiantes, y que encuentren las maneras mas adecuadas para hacer
estas comparaciones. Tales situaciones pueden utilizarse tanto como punto de parti-
da para desarrollar la parte estadistica del curriculo de matematicas mediante una
metodologia basada en la indagacién, como para establecer fructiferas conexiones
con la ensenanza de las ciencias naturales.

6. IBME Y OTROS ENFOQUES EN EDUCACION MATEMATICA

Como se senalé en la introduccién, aunque el uso de la expresion IBME sea
bastante reciente, no debe olvidarse que las caracteristicas y valores de la IBME
recuerdan a enfoques que han existido y se han desarrollado en el campo de la
educaciéon matematica durante décadas. Por mencionar sélo algunos de ellos:

= la resolucién de problemas, que se remonta a Pélya ([26]);

= los enfoques iniciados por Freudenthal en los Paises Bajos y Brousseau en
Francia a finales de los anos sesenta, que han evolucionado progresivamente y
son conocidos actualmente como Educacién Matemaética Realista (EMR) ([15])
y Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) ([8]);

= los enfoques de modelizacién, antes mencionados;
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= los enfoques socioculturales, especialmente los que se refieren a la idea de
comunidad de précticas de Lave y Wenger ([24]) o a la perspectiva dialdgica
de Bakhtin ([5]);

= los enfoques antropoldgicos, como la Teoria Antropoldgica de lo Didéactico
(TAD) iniciada por Chevallard a mediados de los afnos ochenta ([7]), o las
perspectivas criticas de Skovsmose ([30]).

En cierta medida, cada una de estas teorias aborda la educaciéon matematica des-
de una perspectiva basada en la indagacion y, por consiguiente, tiene algo que ofrecer
a la IBME, pero cada una de ellas tiende a moldearla de una manera particular.

En la tradiciéon de la resolucién de problemas se presta una atencion especial al
desarrollo de habilidades de resolucién de problemas y de las competencias meta-
cognitivas asociadas ([28]), lo que ha llevado a destacar la originalidad y el cardcter
desafiante de los problemas propuestos a los estudiantes por encima de su contribu-
cién a un desarrollo organizado del conocimiento matematico.

Esto contrasta con teorias como la EMR y la TSD que, a pesar de sus diferen-
cias, comparten el proposito de estructurar toda la educacién mediante la resolucién
progresiva de problemas epistemoldgicamente sélidos que tengan sentido para los
estudiantes.

En los enfoques de modelizacién, el centro de atencién son las conexiones entre
la matematica y el mundo exterior. Sin embargo, al igual que en los enfoques de
resolucién de problemas, cuando el desarrollo de competencias de modelizacién se
convierte en el objetivo esencial se da una dicotomia entre la modelizacién como
herramienta para desarrollar conocimiento matematico conectado y la modelizacién
como un objeto de aprendizaje en si misma.

En los enfoques socioculturales, se presta especial atencién a la dimensién social
y cultural del proceso de indagacion, a las formas en que afecta a las comunida-
des involucradas ([21]) y a la interaccién dialégica entre los estudiantes, y entre los
estudiantes y el profesor ([32]). Desde esta perspectiva, el enfoque dialégico desa-
rrollado en el Proyecto Fibonacci alrededor de la obra de Peter Gallin ([27], [16]) es
una fuente importante de inspiracién. En la TAD se presta especial atencién a las
condiciones y limitaciones institucionales que configuran el proceso de indagacion.
La propuesta es reconstruir la educacién matematica en torno a una perspectiva
basada en la indagacién a través de la idea innovadora de «programa de estudio e
investigaciény, inspirada en la pedagogia herbartiana ([11]).

En los enfoques criticos, se hace hincapié en el papel que la investigacién puede
desempefiar al cuestionar el funcionamiento de nuestras sociedades y en promover
valores de ciudadania, justicia social y equidad.

Podriamos seguir desarrollando este tema, pero lo que hemos presentado ya mues-
tra que la IBME es una idea que esta atin en construccién, a la que tienen algo que
aportar las diferentes perspectivas que la han precedido. Cada una de dichas perspec-
tivas resalta una faceta importante de la IBME y proporciona conceptos y métodos
utiles para abordarla, asi como recursos y experiencias que pueden inspirar la ense-
fianza y la formacién del profesorado. Por supuesto, la organizacién de estas diversas
perspectivas es un gran desafio: implica construir vinculos adecuados entre los con-
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ceptos correspondientes, asi como lo que se conoce en el ambito de la articulacion de
marcos teéricos (o networking of theories) como una «semiosfera» que haga posible
la comunicacion.

7. (COMENTARIOS FINALES

El cuadro 4 presenta un ejemplo hipotético de la IBME en el aula, inspirado
en un taller realizado en Bayreuth durante una estancia en el marco del Proyecto
Fibonacci y en experiencias realizadas en Italia ([25]).

/ Para iniciar el proceso de indagacién, se podria pedir a los estudiant&
que manipulasen diferentes tipos de pantégrafos y explorasen su comporta-
miento. Esto les llevaria a conjeturar que este dispositivo mecanico permite
la construccién de representaciones ampliadas de objetos y dibujos. A los es-
tudiantes se les podria invitar a utilizar la geometria dindmica para crear
modelos virtuales de pantografos reales, con el fin de facilitar una exploraciéon
mas sistematica de las posibilidades. La geometria dinamica apoyaria asi la
conexién entre un sistema tecnolégico y un sistema matemético en el proceso
de modelizacién. Seguidamente, se organizaria en el aula el estudio de estos
modelos virtuales; se plantearian preguntas que se irian articulando y refinan-
do en funcién de la interaccion dialdgica entre los estudiantes y el profesor.
Se distribuiria el trabajo entre grupos de estudiantes que actuarian como una
comunidad de indagacion.

Este estudio conduciria a los estudiantes a encontrar transformaciones ho-
motéticas posiblemente nuevas para ellos, lo que motivaria el estudio siste-
matico de sus propiedades, combinando el uso de la geometria dinamica y el
lapiz y papel bajo la supervision del profesor. Al final del proceso de inda-
gacién, los estudiantes habrian comprendido por qué los pantografos amplian
los dibujos, pero también habrian dado sentido a las limitaciones fisicas de
esta tecnologia. Sabrian cémo construir un pantégrafo correspondiente a una
ampliacién determinada y cémo combinar el uso de varios pantografos para
enriquecer sus posibilidades. Habrian aprendido o consolidado su conocimien-
to sobre las transformaciones homotéticas, sobre el tipo de problemas que
se pueden resolver a través de estas transformaciones y sobre el papel que
desempefian en la geometria. Seguramente también habrian conocido la his-
toria de estos objetos y la ingeniosidad de quienes los crearon y los fueron
mejorando. Algunos estudiantes podrian incluso considerar la construccion y
comercializacién de pantégrafos para apoyar proyectos comunitarios, como se

on en Ttalia ([25]). j

Cuadro 4: Indagacién sobre los pantégrafos.

Este proyecto de indagacién —que también puede ser considerado como un pro-
grama de estudio e investigacion desde la perspectiva de la TAD— es un ejemplo de
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actividad en la que se implementan de manera ideal las ideas principales sobre IBME
desarrolladas en este texto. Pero no hay duda de que, actualmente, la creacién de las
condiciones para que la IBME sea viable es dificil en muchos sistemas educativos.
La estructura de los planes de estudios, la organizacién de la clase y los horarios
de matematicas, la formacion de los maestros, el contrato didactico predominante y
muchos otros factores, crean obstéculos dificiles de superar. Como ocurre en el caso
de las ciencias, avanzar hacia la IBME es un largo camino que generalmente comien-
za con la aplicaciéon de formas mucho méas modestas de indagacién en las que los
profesores deben considerar las preguntas de sus estudiantes, actuar conjuntamente
con ellos sobre la base de dichas preguntas y de sus producciones ([29]), crear las
condiciones para que los estudiantes hagan conexiones dentro de la matematica y
con el mundo exterior, y cultivar los habitos de indagacién de la mente.

Las caracteristicas clave de la pedagogia de la indagacién, descritas en el informe
Learning Through Inquiry ([3]), allanan el camino en esa direccién. Se espera que
esta evolucién progresiva hacia la IBME:

«Mejorara la comprensién matemética de los estudiantes, lo que hara
que sus conocimientos matematicos sean mas robustos y funcionales en
una diversidad de contextos méas alld de las tareas escolares habituales.
Ayudard a los estudiantes a desarrollar la curiosidad matematica y cien-
tifica, y la creatividad, asi como su potencial para la reflexién critica,
razonamiento y andlisis, y su autonomia como estudiantes. También les
ayudara a desarrollar una vision mas exacta de las matematicas como
una actividad humana, a considerar la matematica como una componen-
te fundamental de nuestra herencia cultural y a apreciar el papel crucial
que desempena en el desarrollo de nuestras sociedades» (p. 8).
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