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Viendo lo invisible
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Ana Carpio

RESUMEN.  Los problemas de scattering inverso se plantean siempre que se
quiere conocer la estructura de un medio emitiendo ondas que interaccionan
con él y midiendo la onda dispersada resultante. Esta situacion es frecuente en
medicina, geofisica, control de seguridad de estructuras o calidad de materia-
les, y otros miiltiples contextos. Formulando estos problemas como problemas
de optimizaciéon con restricciones en los que se busca minimizar el error en
las medidas, se pueden implementar estrategias de descenso para aproximar
la solucidn, es decir, la estructura del medio. Para ello es preciso ser capaz de
derivar los funcionales de error, sujetos a restricciones en forma de ecuaciones
en derivadas parciales, respecto a regiones del espacio y a funciones coeficiente.
Introducimos las nociones adecuadas de derivada y esbozamos cémo implemen-
tar estrategias de descenso que combinan derivadas topoldgicas y métodos de
gradiente en un problema de microscopia holografica, técnica en desarrollo ac-
tualmente para la observacién no invasiva de muestras biolégicas. Son ejemplos
del papel destacado de las matematicas en todo tipo de aplicaciones, incluidas
las industriales.’

En la vida diaria nos encontramos con muchas situaciones aparentemente dis-
tintas, que, sin embargo, admiten una descripcién matematica comin. Un paciente
llega a un hospital tras una caida, ;como saber si tiene heridas internas? Se produce
un terremoto, jcémo saber si la estructura de un puente, un edificio o una central
nuclear estd danada? Buscamos agua o recursos minerales, jcémo saber si estamos
perforando en el sitio adecuado? En todos estos casos necesitamos extraer informa-
cion sobre la estructura interna de un medio a partir de observaciones indirectas
externas.

La tecnologia nos ha ido proporcionando avances utilizados actualmente con
diferentes fines: resonancia magnética, tomografia, ecografia, ultrasonidos, radar,
imagen sismica, etc. [1, 2, 21, 24]. El principio de base en todos ellos es el mismo:
se emite una onda que interacciona con el medio en estudio, tras lo cual llega a
una red de detectores en los que se mide. Conociendo los datos medidos y las ondas
emitidas, se trata de reconstruir la geometria interna y/o las propiedades del medio
(véase la figura 1). Esta es precisamente la estructura matemética de un problema
de scattering inverso.

1Del 15 al 19 de julio de 2019 se celebrard en Valencia el 8th International Congress on Industrial
and Applied Mathematics, ICTAM2019. LA GACETA quiere contribuir, con la publicacién de este
articulo, a la difusién del evento.
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Este tipo de problemas estd mal puesto [12, 13]. Pueden no tener solucién vy,
cuando la tienen, puede no ser tnica, o no depender de forma continua de los datos.
Esto significa que pequenos errores pueden conducir a una solucién completamente
diferente de la buscada. Se necesitan técnicas cada vez mejores para tratar situacio-
nes cldsicas con resolucion creciente, asi como nuevas ideas para enfrentar nuevos
problemas de deteccién de objetos y reconstruccién de imagenes.

Interaccién con
el medio

Datos
medidos

\

Estructura del medio?

Onda
emitida

Figura 1: Esquema de un problema de scattering inverso.

La combinacién de reformulaciones, variaciones y estrategias de optimizacién
constituye una alternativa efectiva para abordar numerosos problemas de scattering
inverso. Algunos ejemplos con aplicaciones en acustica, tomografia y fototermia en
situaciones bidimensionales pueden verse en los trabajos [6] al [10] y sus referencias.
Recientemente, hemos adaptado estas técnicas a contextos de microscopia hologra-
fica en tres dimensiones [4, 5]. El desarrollo de la holografia digital estd fuertemente
ligado a la introduccién de nuevos algoritmos mateméticos. Vamos a usar un ejemplo
de holografia como guia para ilustrar estas técnicas de reconstruccion.

(2)
eincl U I
Q

Figura 2: Representacién esquematica de la formacién de un holograma. Un haz de
luz Einc alcanza el objeto Q (a), se dispersa produciendo el haz E. (b), y llega a
una pantalla al mismo tiempo que la parte del haz de luz no dispersada. El patrén
de interferencia resultante Z = |Einc + 85c|2 se mide en una red de detectores,
formando el holograma (c). Decodificando el holograma Z, deberiamos recuperar el
objeto tridimensional original.

La figura 2 ilustra cémo se forman los hologramas: un laser de luz monocro-
matica incide sobre un objeto y, tras dispersarse, alcanza una pantalla, donde se
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mide al mismo tiempo que porciones no perturbadas del haz de luz. El patrén de
interferencia que resulta constituye el holograma. Se puede decodificar un hologra-
ma por procedimientos épticos, dando lugar a reconstrucciones tridimensionales de
los objetos originales (como las que se ven en ocasiones en peliculas o en tiendas).
Para decodificarlos numéricamente se precisan algoritmos adecuados [20]. La holo-
grafia digital se basa en la reconstruccién numérica de hologramas. Actualmente, las
técnicas holograficas estdn cobrando relevancia en el disefio de microscopios para el
andlisis de muestras bioldgicas y materia blanda. La falta de contraste en los tejidos,
por ejemplo, fuerza el uso de tintes o marcadores fluorescentes, que pueden danar las
muestras. La holografia proporciona una alternativa no invasiva para la visualizaciéon
de la estructura de células en tres dimensiones a alta velocidad [25].

El articulo esta organizado como sigue. La seccién 1 presenta una formulacién
variacional del problema de scattering inverso. Replanteamos el problema de identi-
ficar objetos, asi como sus propiedades materiales, en términos de encontrar formas y
pardmetros que minimicen funcionales de error adecuados. Los métodos basados en
derivadas topoldgicas para optimizar funcionales de forma que permiten reconstruir
objetos a partir de medidas de campos de onda dispersados por ellos se introducen
en la seccion 2. Podemos predecir los pardmetros de los materiales que los constitu-
yen mediante técnicas de tipo gradiente. En la seccién 3 combinamos ambas técnicas
para predecir las formas de los objetos asi como el material que los forma. La sec-
cién 4 analiza cémo ha de variar la interpretacion de los campos topolédgicos para
conseguir reconstruir los objetos a medida que la longitud de la onda de luz emplea-
da disminuye en relacién con el tamano del objeto. Finalmente, en la secciéon 5 se
comentan cuestiones abiertas y posibles desarrollos futuros.

1. FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE SCATTERING
INVERSO

La representacion intuitiva de los problemas de scattering inverso esbozada en la
figura 1 admite una formulacién matematica precisa una vez fijado el tipo de onda
con la que se trabaja. La naturaleza de la onda a emplear (actstica, eldstica, electro-
magnética, térmica, etc.) se elige para aumentar el contraste entre las propiedades
de los objetos y el medio que los contiene. Las ecuaciones que gobiernan la evolucién
de estas ondas y su interaccién con el entorno seran, segin su naturaleza, ecuaciones
de ondas acusticas, de elasticidad, de electromagnetismo o del calor.

Bajo ciertas hipotesis, muchos problemas de ondas vectoriales en el espacio se
pueden reducir al estudio de ecuaciones de ondas escalares. Por ejemplo, si supo-
nemos que la onda incidente estd polarizada, se puede reducir el estudio del cam-
po eléctrico vectorial £ al estudio de la componente polarizada £. Si asumimos
ademés una estructura armonica en el tiempo para la onda incidente, es decir,
Einc(x,t) = e 2™ Fy,.(x), entonces el campo de onda generado por ella es también
armonico en el tiempo: £(x,t) = e 2™t E(x). Su amplitud E(x) es solucién de un
problema de contorno para ecuaciones de Helmholtz con condiciones de transmisién
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en la interfaz entre los objetos y el medio circundante [12, 13]:

AE + k?E =0, en R3\ Q,
AE+KE =0, en €,

(E)” = (E)T, sobre 99, (1)
B(OnE)™ = (0nE)™T, sobre 99,

m  7(9,(E — Einc) — the(E — Einc)) =0,

r=|x|—o00

donde 2 es el conjunto de objetos inmersos en el medio, k. el nimero de onda
adimensionalizado que caracteriza el medio externo, k; el nimero de onda adimen-
sionalizado que caracteriza los objetos y dy, designa las derivadas normales, eligiendo
como direccién positiva del vector normal n la que apunta hacia el exterior de (.
Los superindices «+» y «—» en las condiciones de transmision sobre la frontera 02
denotan limites desde el interior y el exterior de €, respectivamente.

En un contexto de holografia, E es la componente polarizada del campo vecto-
rial eléctrico y v es la frecuencia de la luz monocroméatica empleada, caracteristica
del color elegido. La amplitud del haz de luz incidente, Fi,. = e % es una onda
plana en la direcciéon z que apunta hacia la pantalla donde se graba el holograma.
Los nameros de onda adimensionales son k. = ZC”—VL7 k;, = QQT%L, donde ¢, ¢; re-
presentan las velocidades de onda en el medio exterior y el interior de los objetos,
respectivamente, y L es una longitud de referencia, que puede ser el diametro de un
objeto representativo. El pardametro £, que estd proximo a 1, es la razén entre la
permeabilidad magnética de la bioparticula en observacién y la permeabilidad en el
espacio libre.

Definir el funcional de
- > coste J(€, k;) en términos
de los datos medidos

Dominio §2,
coeficiente k;

Encontrar Q*, kf que mini-
micen J con restricciones

Figura 3: Regularizacién variacional de un problema inverso.

Dados los objetos €2, los nimeros de onda k., k; y la amplitud del campo incidente
Eiyc, el sistema (1) define el problema directo para la amplitud del campo de onda
total. El problema inverso consiste en encontrar 2 y k; tales que la solucion E
del problema directo correspondiente coincide con los datos medidos Fp.q en un
conjunto de receptores x;, 7 = 1,..., N. En realidad, no necesitamos conocer con
total exactitud estos objetos y pardametros. A efectos préacticos, bastaria con obtener
una aproximacién para la cual la diferencia entre la soluciéon E del problema directo
asociado y los datos medidos en los receptores Fp.q es suficientemente pequeiia.
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Esto sugiere introducir el funcional de error

? (2)

N
— 1
J(R®\ Q, k) = 3 Z |E(x;) — Emed,j
j=1

que permite reformular el problema inverso como un problema de optimizacion con
restricciones (véase figura 3): encontrar dominios 2* y funciones coeficiente &k} que
minimicen el funcional de error J(R?\ Q, k;) definido por (2) cuando E es la solucién
del problema directo (1) correspondiente a 2 y k;. Las regiones  y las funciones k;
son las variables de diseno. El problema de contorno para E acttia como restriccién.
Obsérvese que los objetos y parametros verdaderos para los que se miden los datos
son un minimo global de (2) en el que el funcional se anula.

2. METODOS DE DERIVADAS TOPOLOGICAS PARA RECONSTRUCCION
DE FORMAS

Reformular el problema inverso como un problema de optimizacién tiene la ven-
taja de permitir la aproximacién de soluciones mediante estrategias de descenso.
Cuando buscamos los minimos de una funcién F(x), x € R?, la direccién de des-
censo més rapida viene dada por —VF(x). Dada una aproximacién inicial x(?), se
espera que la sucesion

2D — () _ 5nVF(X(”))» On > 0,

decrezca a un minimo local. Se puede implementar una estrategia similar para fun-
cionales més complejos. En ambos casos, se plantea el problema de que converja a
un minimo local muy distinto del minimo global buscado. La elecciéon de una buena
aproximacioén inicial es clave para evitarlo.

Nuestro problema de optimizaciéon involucra dominios y pardmetros. Vamos a
desacoplar las dificultades considerando primero casos en los que los pardmetros son
conocidos y s6lo es preciso determinar §2. Deseamos optimizar el funcional de forma
J(R3\ Q) definido por (2) cuando k; es conocido. Para implementar una técnica de
descenso, necesitamos recurrir a algin tipo de derivada con respecto al dominio §2
[17, 23]. La idea de derivada topoldgica es particularmente adecuada para nuestros
fines.

Consideremos un funcional de forma J(R) definido en una regién R C R3. Su
derivada topoldgica en un punto x € R, que denotaremos por Dr(x,R), mide su
variacién cuando un objeto infinitesimal se coloca en x [23]. Cuando este objeto es
una bola de radio € centrada en x se tiene el desarrollo

J(R\ B:(x)) =J(R) + §7T€3DT(X,R) +o(e?), e — 0. (3)

Si Dp(x,R) < 0, entonces J(R \ B:(x)) < J(R) para € > 0 pequenio. Colocando
objetos 2 en las regiones donde la derivada topologica toma valores negativos gran-
des, se espera que el funcional de coste disminuya [17]: J(R \ Q) < J(R). De esta
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Figura 4: Cortes (a) z =25, (b) y =5y (c¢) x = 5 de la derivada topolégica cuando
ke = 12.56 y k; = 15.12 (luz roja). Los objetos originales son dos esferas de didmetro
0.5 (500 nm), separadas una distancia 0.5 en el plano z = 5 a lo largo del eje y. Las
correspondientes energias topolégicas se muestran en (d)—(f). En (a), (c¢), (d) y (f)
se han superpuesto los contornos de los objetos originales.

forma, podemos obtener una prediccién inicial del niimero, ubicacién y tamafno de
los objetos, como se muestra en la figura 4.

Evaluar derivadas topoldgicas usando la definiciéon es demasiado costoso. En su
lugar, se recurre a expresiones explicitas en términos de campos directos y adjuntos
obtenidas por métodos asintéticos [7, 18]. Para todo x € R,

1-5

Dr(x,R) =Re {3 e VE(x)-VP(x)+ (Bk? — kK2)E(x)P(x)| , (4)

donde E y P son campos directos y adjuntos adecuados. Si R = R3, entonces
— rhe |x—x;
E = Eipe(x) = e*? y P(x) = =) N etteb ]

i1 W(Emed’j — E(x;)), que satisfacen

limr_mo r(@r(E - Einc) - Zk(’(E - Einc)) = 07

AP+ k2P =51 | (Emeaj — E)dx, enR?,
lim, o 7(0, P + 1k P) = 0,

{ AE+k2E=0 enR3

siendo dy, distribuciones delta de Dirac con soporte en los detectores x;. Los datos
medidos afectan al resultado a través de los campos adjuntos, mientras que la onda
incidente influye en el campo directo, y, a través de él, en el adjunto.
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La energia topoldgica es un campo escalar asociado definido como
Er(x,R) = |E(x)]*|P(x)[,

donde E' y P son campos directos y adjuntos [14]. A medida que el nimero de onda
crece, puede ser una alternativa util a la derivada topoldgica debido a su habilidad
para cancelar oscilaciones y seleccionar los picos.

La figura 4 ilustra la estructura de los campos topoldgicos correspondientes a dos
bolas de didmetro 0.5 separadas una distancia 0.5 y localizadas en el centro de una
caja de lado 10 (10 gum = 10 x 10~5m). Se emite un haz de luz roja desde z = 0.
El holograma se registra, tras la interacciéon del haz con el objeto, en una red de
detectores que cubre la pantalla z = 10. A partir del holograma se puede construir
una aproximacion del campo eléctrico total en los detectores, que permite evaluar
las energias y derivadas topolégicas [5]. Se aprecia claramente la presencia de dos
objetos en la posicién y a la distancia adecuada. Las secciones xy sugieren la forma y
el didmetro correctos. Sin embargo, las secciones zy muestran una elongacién espuria
de los objetos a lo largo de la direccién de incidencia de la luz, hacia la pantalla.

Podemos definir una aproximacioén inicial €2y de los objetos seleccionando picos
de la energia topologica:

Qo == {x e R*| Ep(x,R?) > Cy}, Cp > 0. (5)
Alternativamente, podemos ubicarlos en depresiones de la derivada topolégica:
Qg := {X S R3 |DT(X,R3) < —OQ}

La constante C se elige para garantizar el decrecimiento del funcional de coste al
crear objetos: J(R?\ Qg) < J(R?).

Para mejorar la prediccion inicial de los objetos podemos utilizar esquemas ite-
rativos basados en derivadas topoldgicas. La idea consiste en actualizar los campos
topoldgicos para tomar en cuenta la presencia de las sucesivas aproximaciones del
objeto [7, 8]. Se espera que esta técnica mejore la reconstruccién cuando el tamafio
de los objetos cae por debajo de un umbral critico que depende de la geometria (dis-
tancia a la pantalla, tamafio de la regién cubierta por detectores. ..) [4]. La figura 5
muestra como la prediccién inicial del objeto, elongada a lo largo de la direccién
de incidencia hacia la pantalla, pierde ese efecto y recupera su orientacién original.
Iteraciones posteriores afinan la forma aperada.

En cada paso, se construye un nuevo objeto €2,1 a partir del anterior €2,, defi-
niendo _

Qn—i—l = {X €N, | DT(X,RS \Qn) < Cn+1}
U{x e R*\ Q, | Dr(x,R*\Q,) < —Cpnyi1}.

Es decir, anadimos puntos donde la derivada topoldgica toma valores negativos gran-
des y eliminamos puntos donde la derivada topolégica toma valores positivos grandes.
Un desarrollo similar al presentado en la férmula (3) sugiere que el funcional decrece
al anadir y suprimir tales puntos. La derivada topolégica viene dada otra vez por la
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Figura 5: (Imagen tomada de [4]; la escala es 1 = 1 um = 1x 10* mm). (a) Primera
aproximaciéon €. (b) Segunda aproximacién ;. Las proyecciones sobre los planos
comparan la proyeccién del objeto (curva continua azul) con las proyecciones de las
reconstrucciones (sélidas). La elongacién de Qo (verde) en la direccién z (direccién
de incidencia de la luz) desaparece en 21 (rojizo), recuperdndose la elongacién
natural del objeto a lo largo del eje x.

formula explicita (4) cuando R = R3\ ©,,, modificando los campos directo y adjunto
para tener en cuenta la presencia de €,,:

AE, +k?E, =0, en R\ Q,,

AFE, + kan =0, en Q,,

E, = E;L en oYy, (6)
BOnE, = OnE;, en 09,

rlggor(ar(En - EinC) - Zk@<E" - Einc)) =0,

AP, + k2P, = SN (Bmeaj — En(x))dx, en R?\ Q,,

j=1

AP, + kiQPn =0, en Q,,

P, = Pf, en 09, (7)
BOnP,; = 0P, en 99,

lim r(@TPn + zk:ePn) =0.
T—>00

Las constantes positivas C, 41, ¢n41 se seleccionan de modo que garanticen el decre-
cimiento del funcional de coste al actualizar el objeto, J(R3\ Q, 1) < J(R3\ Q,).

3. METODOS HIBRIDOS BASADOS EN DERIVADAS TOPOLOGICAS Y
TECNICAS DE GRADIENTE

Cuando el material del que estan hechos los objetos es desconocido, necesitamos
predecir también el valor de k;. Obsérvese que los campos topoldgicos proporcionan
una primera aproximacion de los objetos mediante (5), aun cuando k; es desconocido.
Suponiendo que disponemos de una aproximaciéon 2y para los objetos, podemos
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elegir una perturbacion de los parametros del medio externo como valor de arranque
kio = ke +¢€, € > 0, y corregirla mediante un método de gradiente para obtener una
mejor aproximacion k; 1.

Definimos el funcional

J(6) = J(kio +6¢) =

N |

N
> IE(x)) = Emea s,
j=1

siendo FE la solucién del problema directo (6) cuando k; = k; o+0¢, 6 > 0y Q = Q.
Diferenciando para obtener una direccién de descenso obtenemos [7, 9]

dJ

% :2Re|:

Vk; 0EoPo dz} )

§=0 Qo

donde Ey y Py son soluciones del problema directo (6) y adjunto (7) con 2 = Qg y
k; = ki 0. Eligiendo como funcién correctora

¥ =1y =—Re [EPo], x € o,

y definiendo
ki1 = ki o+ 6o

para 0 > 0 suficientemente pequefio, garantizamos J(k; 1) < J(ki0). Podemos iterar
este procedimiento para mejorar la aproximacion del coeficiente, que puede variar
en el espacio, manteniendo g fijo. Hecho esto actualizamos )y recalculando la
derivada topoldgica e iterando como describimos en la seccién anterior. Alternando la
aproximacion de tipo gradiente para los parametros y la iteracion mediante derivadas
topoldgicas para los dominios obtenemos un esquema iterativo hibrido que permite
predecir objetos y pardmetros [7, §].

4. COMPORTAMIENTO PARA NUMEROS DE ONDA GRANDES

A medida que la magnitud de los nimeros de onda crece, el comportamiento
de los campos topologicos cambia. En lugar de alcanzar picos en el interior de los
objetos, los alcanzan en torno a sus fronteras. Cuando usamos ondas incidentes
provenientes de multiples direcciones en torno al objeto, esto define la frontera por
completo [6, 19]. En microscopia holografica sélo se emplea una direccién incidente
debido a la forma en que se construyen los microscopios. Los picos de los campos
topoldgicos se concentran antes y después del objeto en la direccion de incidencia,
véase la figura 6 (a)—(b). Esto marca la ubicacién [z1, 22| del objeto en esa direccin.
Por el contrario, los cortes z = zy € [21, 23] muestran campos topoldgicos todavia
concentrados en el interior del objeto. Estas observaciones permiten obtener una
reconstruccién tridimensional pegando las secciones z = 2y € [z1, 22], como en la
figura 6 (c). Una vez hemos identificado la forma del objeto podriamos predecir sus
pardmetros, si fuera necesario, como hemos hecho en la seccién anterior.
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Figura 6: (Imagen tomada de [4]; la escala es 1 = 1um = 1 x 10~® mm). Cortes
(a) y =5y (b) 2 =5 de la derivada topolégica cuando ke = 20.6 y k; = 24.79
(luz violeta) para un esferocilindro en proceso de divisién de longitud 4 y didmetro
méximo 2. Se superpone el contorno del objeto (curva continua). En (c) se muestra
la posible reconstruccién del objeto. Los puntos mds oscuros del panel (a) marcan
el rango de interés [z1, z2] en z. La zona mds oscura en los cortes z = 2o a lo largo
de ese rango de z representa la seccién del objeto, como en el panel (b). Uniendo
esos cortes obtenemos la reconstruccién representada en la imagen (c).

5. PERSPECTIVAS

Las técnicas de reconstrucciéon de imagenes basadas en derivadas topoldgicas
proporcionan reconstrucciones iniciales de objetos sin més informacién a priori que
las ondas incidentes, los pardmetros del medio circundante y los datos medidos.
Tienen la habilidad de localizar variaciones abruptas en la naturaleza del medio. Una
vez se dispone de una aproximacion inicial a los objetos, se plantean dos posibles
situaciones préacticas.

En la primera, los parametros de las anomalias son conocidos y deseamos recons-
truir su geometria. Esto puede hacerse por métodos iterativos basados en derivadas
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topolégicas [7] o mediante otras técnicas de reconstruccién que monitorizan la evo-
lucién de contornos, tales como los conjuntos de nivel [15, 16] o las deformaciones
de contornos siguiendo campos vectoriales [11].

En la segunda, los parametros del objeto también son desconocidos. Cualquiera
de los métodos mencionados para reconstruir formas se puede combinar con técni-
cas de gradiente para reconstruir la variacién espacial de los pardmetros [8, 9]. Se
podria también optar, de entrada, por reconstruir la variacién de los parametros en
todo punto [3, 22|, como estrategia para ubicar objetos observando esas variacio-
nes. Sin embargo, definir primero las fronteras de los objetos mediante métodos de
derivadas topoldgicas y seguir entonces las variaciones espaciales de los parametros
desconocidos dentro de los objetos parece una estrategia mas eficiente [9]. Reempla-
zar las técnicas de gradiente por métodos de tipo Newton podria ayudar a mejorar
la resolucién [3, 22].
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