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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Fernando Chamizo Lorente

.Y quién es... MIGUEL MONSALVE? El lector curioso puede encon-
trar la respuesta en esta misma seccion, en el volumen 20, numero 1, y
de paso disfrutar de un interesante articulo. Aniadimos que actualmente
estd realizando el doctorado en el Departamento de Andlisis Matemdtico
de la Universidad Complutense de Madrid.

Una aplicacién del analisis p-adico

por

Miguel Monsalve Lopez

1. BIENVENIDOS AL MUNDO p-ADICO

1.1. PARA EMPEZAR: UN POCO DE HISTORIA p-ADICA

El articulo seminal en el que fueron introducidos los
nimeros p-adicos, véase [10], data del afio 1897 y viene
firmado de la mano del matematico aleman Kurt Hen-
sel. En dicho articulo, adoptando ciertas ideas de algu-
nos matematicos anteriores tales como su mentor Ernst
Kummer, Hensel exploraba las analogias aparentes en-
tre las estructuras de Z y su cuerpo de fracciones Q con
las del anillo de polinomios C[X] y su cuerpo de fraccio-
nes C(X). Como bien sabré el lector, tanto Z como C[X]
son anillos en los que gozamos de factorizacién tinica':
por un lado, todo entero puede expresarse inicamente
como producto de primos

m = (£1)-pi - p*; K. Hensel (1861-1941)

1No deja de ser justicia y casualidad histérica que, en ambos casos, los teoremas en los que se
describen estas propiedades lleven el calificativo de «fundamentaly.
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mientras que, por otro lado, todo polinomio puede expresarse inicamente en la forma
p(X) = (X = By)™ -+ (X = )™

para ciertos nimeros complejos (1, ..., Ok, a los que denominamos raices. Asi pues,
queda patente que el papel que juegan los niimeros primos en Z es andlogo al que
juegan los polinomios lineales X — § en C[X].

No obstante, Hensel fue un paso més alla en la bisqueda de estas analogias: es
sabido que, dados un polinomio p(X) y un nimero 8 € C, podemos expresar (por
ejemplo, jugando con los desarrollos de Taylor) el polinomio p(X) en la forma

n
p(X) = Zaj(X — B), para ciertos a; € Cyn € N;
j=0

asimismo, dados un entero positivo m y un primo cualquiera p € Z, podemos escribir
m «en base p», es decir,

n
m = Zajpj, para ciertos enteros 0 <a; <p—1yneN.
§=0

Es evidente que, salvando las distancias, ambas expresiones son de una naturaleza
maés que similar; pero, jpor qué nos son de interés este tipo de desarrollos? Bien, la
razén fundamental es que en ambos casos obtenemos informacién sobre el compor-
tamiento «local» de dichos objetos: por un lado, el desarrollo en potencias de X — 3
nos revela cémo se comporta p(X) cerca de 3, es decir, si p(X) se anula en 8 (o
cuénto le falta para anularse en ) y hasta qué orden; mientras que el desarrollo en
potencias de p nos revela si m es divisible entre p (o cudnto le falta para ser divisible
entre p) y hasta qué orden.

Del mismo modo, si consideramos potencias negativas de X — 3 o de p, se puede
llevar a cabo un tratamiento similar para funciones o niimeros racionales, respectiva-
mente. Veamos: en este caso, dadas una funcién racional f(X) € C(X) y un ndmero
B € C, calculando el desarrollo de Laurent, uno puede expresar f(X) en la forma

+oo
f(X)= Zaj(X — B)7, para ciertos a; € Cy n € Z.
j=n

De esta manera, aunque analiticamente la igualdad no sea cierta globalmente, al-
gebraicamente la inmersiéon de cuerpos C(X) < C((X — 3)) estd perfectamente
definida. Por supuesto, este desarrollo de Laurent sigue otorgandonos informaciéon
relativa al comportamiento local de f(X) en las proximidades del punto 3.
Asimismo, como anticipidbamos, un tratamiento analogo es viable para ntimeros
racionales; esto es, dados x € Q y un primo p € Z, existe un unico desarrollo de la

forma
+oo

T = Z ajpj, para ciertos enteros 0 < a; <p—1yn € Z.

Jj=n
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A dicha expresién se la conoce como desarrollo p-adico de x y, evidentemente,
continia reveldndonos qué papel juegan las potencias de p a la hora de confeccionar
el nimero racional z.

Por ejemplo, veamos qué desarrollo resultarfa con x = 1/11 y p = 3: antes de
nada, puesto que ni 1 ni 11 son divisibles entre 3, el primer término que aparecera
serd el de la potencia 3° = 1; asf pues, lo tinico que necesitamos es encontrar el
ag € {0,1,2} de modo que ﬁ — ag = 3 - (otra fraccién); pero esto es equivalente a
resolver la ecuacién 1 — 11ag = 0 méd 3, que, despejando, nos lleva a ag =2 y

Repitiendo la misma metodologia, llegamos a que a; = 1 y, de nuevo, restando,

1 (=2)
——9241- 3. 2
1 +1-3+3 TR

con lo que, ademaés, vemos que a2 = 0. Una vez més, si repetimos lo anterior, llegamos
aqueas =2y
1 (=8)

— =241-340-32+2-33+3*. .
o + + + + o

Y asi, indefinidamente, calculando potencias de 3 cada vez mayores, obtendriamos
el desarrollo 3-adico de 1/11.

Como ocurria con las funciones racionales, volvemos a sufrir problemas (en el sen-
tido usual) con la convergencia de esta dltima serie, pues, como observara el lector, el
«término de error» que obtenemos es cada vez mayor; sin embargo, algebraicamente,
todo guarda perfecto sentido.

Tranquilo, lector, que tras esta puesta en escena inicial, en los siguientes aparta-
dos analizaremos mas pormenorizadamente el dlgebra de los p-adicos y formalizare-
mos la convergencia de estas series.

1.2. LoOS RUDIMENTOS DE LOS NUMEROS p-ADICOS

Hay diversas maneras de introducir formalmente los ntimeros p-adicos. Quizas la
mas adecuada para el lector que se enfrente por vez primera a ellos sea la siguiente:
dado p un ntmero primo cualquiera, consideremos todas las sucesiones (recalco,
jsucesiones!) de la forma

(z0,21,72,...), donde x; € Z/p'™'Z, (1)

que sean «consistentes» en el siguiente sentido: para todo par de naturales k > j debe
cumplirse z;, = x; mdd p?1T1. A este conjunto se lo conoce como enteros p-adicos y
se denota por Z,,. Por ejemplo, (2, 5,5, 5,86, 86, . . .) define un entero 3-adico, mientras
que (1,0,1,0,...) no es un entero 2-adico. Existe una inmersién natural Z — Z,
dada por z + (z méd p,x méd p?, z méd p?,...). Ademds, la imagen de N por
dicha aplicacién se corresponde con aquellas sucesiones que sean estacionarias; asi,
por ejemplo, 47 se representa en Zo como (1,3,7,15,15,47,47,47,...).
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Maés que una construcciéon curiosa, los p-adicos adquieren una entidad propia al
estudiar sus propiedades algebraicas. Por ejemplo, es sencillo comprobar que con
la suma y el producto definido coordenada a coordenada, Z, adquiere estructura
de anillo conmutativo unitario cuyas unidades son, respectivamente, 0 := (0,0,...)
y 1:= (1,1,...). Cierto es que, por el momento, éstas no parecen propiedades es-
pecialmente resenables. No obstante, si ademéas atendemos a la hipdtesis sobre la
primalidad de p, puede verse que Z, es un dominio de integridad; afinando algo
mas, se deduce que Z, es de hecho un dominio de factorizacién tnica cuyo tnico
elemento irreducible resulta ser (0,p,p,...); y afinando otro poco maés, llegamos a
que Z, resulta ser un dominio de ideales principales generados respectivamente por
los elementos de la forma (0,p,p,...), (0,0,p%,p% ...), (0,0,0,p3,p3,...),..., que,
via la inmersién Z — Z, que describimos al inicio del apartado, se corresponden
con los enteros p, p?, p>,...; es por ello que, en lo que sigue, denotaremos a dichos
ideales mediante pZ,, p*Z,, p*Zy,. . .

Asi pues, tras lo expuesto, es inmediato deducir que el reticulo de ideales de Z,
no es sino (todas las inclusiones de ideales son propias)

Z, 2> pZ, D p*Z, D p*Z, D --- D {0}. (2)

Ademaés, es posible inferir la estructura algebraica explicita de los cocientes residua-
les:
p"Zy /"Ly ~ZL/p" "™ Z, para enteros n > m > 0.

Bien, lector, vista y entendida el algebra de los enteros p-adicos, nos asalta la
duda légica: ;qué relacién guarda esta construccién con lo visto en el apartado 1.17
Es relativamente inmediato comprobar que existe una correspondencia entre los
elementos de Zj, tal y como los hemos descrito en (1), y las series formales (hago
hincapié en el calificativo «formales») del tipo

Zajpj, donde a; € Z/pZ. (3)
7=0

Un ejemplo de dicha correspondencia seria el niimero 5-adico
(2,22,97,222,1472,...) > 244-5+3-52+1-5°4+2.57 4 ...,

Note, lector, que para efectuar dicho cdlculo basta con ir restando entradas conse-
cutivas de la sucesiéon y dividir por potencias sucesivas del primo en cuestién, 5 en
nuestro caso.

Inevitablemente, la notacién en (3) nos traslada de nuevo al juego que llevamos
a cabo al final del apartado 1.1 para calcular el desarrollo 3-4dico de 1/11. Y es que
ésta es otra posible definicién de los enteros p-adicos, el anillo de todas las series
formales de la forma

Ly = Zajpj:ajEZ/pZ :

Jj=0
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no obstante, si se ha preferido usar la definiciéon mediante sucesiones es porque
deducir la mayoria de las propiedades algebraicas de Z, (o incluso, llevar a cabo
algunos cédlculos explicitos sencillos tales como sumas, productos o divisiones) es,
en mi opinién, méas sencillo a partir de la notacién (1). Sin embargo, la notacién
mediante series formales también guarda sus ventajas: por un lado, es mas intuitiva y
conecta de manera inmediata y transparente con las ideas germinales de los ntimeros
p-adicos; y por otro lado, como veremos a continuacion, se puede extender a. ..

Es el momento de definir Q,, el cuerpo de los racionales p-adicos, que no es
sino el cuerpo de fracciones de Z, (recordemos que Z, era un dominio de integri-
dad). Convénzase, lector, de que los tnicos denominadores patolégicos en Z, son
los elementos divisibles entre p (observe de nuevo, si fuera necesario, el reticulo de
ideales de Z, que describimos en (2)), es decir, aquéllos para los que ag = 0:

a1p + asp® + azp® + asp* + -+, a; € Z/pZ.
Por lo que es posible dar una definicion alternativa de los racionales p-ddicos sin mas

1
P
la notacién en (3) que usdbamos en Z, para representar elementos de Q,:

que «anadir» 1/p al anillo Z,; esto es, Q, = Z, [ } . Este hecho nos permite rescatar

—+oo
Q, = Zajpj:mGZ, a; € Z/pZ

Jj=m

De la aplicacién Z — Z, que vimos anteriormente, se deduce asimismo la existencia
de la inmersién Q — Q,; asi pues, por ejemplo,

5

— 67T '+3+4+3-7T+3-7*+3-T4....

14 o
De hecho, a colacién de este tltimo ejemplo, no es demasiado complicado observar
que las expansiones p-adicas que se corresponden con niimeros racionales son aquéllas
cuyos coeficientes a; son periddicos a partir de alguna potencia; por ejemplo,

7 (
g<E>2+0~3+1-32+0~33+1-34+~--,
3

%FOH.7+5~72+2-73+0.73+5.74+2.75+0-76+-~.
7

1.3. UN NEXO ENTRE LO DISCRETO Y LO CONTINUO

El principal objetivo del presente apartado es el de acabar de dar una base sélida a
toda la teoria que hemos visto durante las primeras paginas. Para ello, estudiaremos
extensivamente la topologia que subyace tras los niimeros p-adicos.

Definamos sobre Z una manera especial de medir, el valor absoluto p-adico:

—vp(x) i 0:
lz|, = p S? z7#0; para p primo y = € 7Z; (4)
0 siz =0;



152 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

donde la aplicacién v,(z), denominada valoracién p-adica, denota al maximo ex-
ponente de p que divide a x. Asf, por ejemplo, |6|3 = 371 o [49|; = 772. Atendiendo
a las propiedades de la valoracion p-adica,

vp(zy) = vp(z) +vp(y) para todo z,y € Z,
vp(@+y) > min {v,(2),v,(y)} para todo z,y € Z, (5)

no es dificil comprobar que | - |, cumple las propiedades que definen a un valor
absoluto si y sélo si p es primo: una muestra de la necesidad de la primalidad de p es
que |- |, dejarfa de ser multiplicativo en el caso en que p fuese un nimero compuesto,
verbigracia,

1
L= 126 -[3]6 # |2-3l6 = 5.
Al igual que con el valor absoluto usual, podemos aprovechar |- |, para definir la
norma p-adica de la manera l6gica, |- ||, = |-|,. Y ahora, para el lector que atin no

se lo haya preguntado, ;qué mide exactamente la norma p-adica? En contraposicion
a la norma euclidea (a la que estamos ciegamente acostumbrados), la norma p-ddica
no mide distancias sino cuanto es de divisible un nimero entre el primo p en el
siguiente sentido: cuanto mayor sea la potencia de p que divida al nimero, menor
serd su norma. Ademads, la norma p-adica satisface una propiedad que la distingue de
la norma euclidea: cumple una versiéon muy particular de la desigualdad triangular,
la llamada desigualdad ultramétrica, consecuencia directa de la propiedad (5):

[ +yllp < max {[lzl,, [yll,} para todo par z,y € Z.

A las normas que cumplen la desigualdad ultramétrica se las dice no arquimedia-
nas (ya que, con dichas normas, la propiedad arquimediana? deja de ser valida).

A partir de la norma p-ddica podemos definir una topologia métrica muy par-
ticular sobre Z, que resulta estar fuertemente relacionada con ciertas propiedades
aritméticas de los enteros, jacaso ésta no es una idea fascinante? Pero ahora vie-
ne lo mejor, jqué ocurre si consideramos la complecién de Z mediante la norma
p-adica? Bien, en tal caso, estariamos considerando todos los limites de sucesiones
de enteros que fueran congruentes moédulo p™ para n arbitrariamente grande, jpero,
lector, vuelva al comienzo del apartado 1.2 y verd que ésta es justamente la definicion
de Z,! Asi pues, lector, si todavia andaba preguntdndose en qué sentido (topologia)
convergian las expansiones p-adicas de los apartados anteriores 1.1 y 1.2, he aqui su
tan ansiada respuesta: los «términos de error» que aparecian en tales series, y que
con ojos euclideos se hacian més y mas grandes, ahora con ojos p-adicos se hacen
cada vez mas y mas pequenios. De esta manera, hemos conseguido que todo lo que
antes tenia sentido algebraicamente, ahora también lo tenga analiticamente.

2La propiedad arquimediana, estudiada normalmente durante los cursos bésicos de calculo
para ntmeros reales, aunque extrapolable a otras estructuras algebraicas tales como grupos o anillos,
dice que dados dos niimeros reales cualesquiera a y b, existe un entero n de modo que |na| > |b|.
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Por supuesto, la norma p-4dica se extiende a Z,, de la manera canénica: si b € Zj,
es el limite de la sucesién de Cauchy?® (b,),,~, C Z, entonces

[blly =l bl

Asi, por ejemplo, una posible sucesién de Cauchy (compruébelo, si no me cree) que

converge a b=>5-7>+ Y. 7/ € Z7 es
§=3
bo = 245, by =588, by = 2989, ...
n—+2 )
bn:5-72+Z7JGZ, para n > 1; (6)
§=3

pero ahora, teniendo en cuenta que ||b, ||z = 1/49 para todo n > 0, se deduce que
Ibl]7 == lim ||b,|l7 = 1/49. De hecho, remedando (o mejor dicho, formalizando) este
n— oo

argumento para el caso general puede deducirse el siguiente resultado.

o0
PROPOSICION 1.1. Sea a = Y a;p’ € Zy, para cierto p primo; entonces,
7=0
”a”p =p min{j : aﬁéO}.

Desde luego, reconozca, lector, que todo lo expuesto en los péarrafos anteriores
es, cuando menos, sorprendente: Z,, que a priori lo habiamos construido a partir
de sucesiones de enteros, es en realidad un espacio métrico completo con la norma
|- |l en el que podremos hacer anélisis de un modo similar al que lo hacemos en R.

A partir de la propiedad multiplicativa, podemos ampliar el dominio de definicién
de la norma p-adica a todo Q. Aunque es vélido extender directamente la norma
p-adica de Z, a QQp, tomemos el camino «largo» por ser mas explicito: la idea es
comenzar definiendo la norma p-adica en todo Q, en vez de sélo en Z como haciamos
en (4), para luego tomar la complecién mediante | - ||,. Si se ha preferido dar el
rodeo definiendo en primer lugar la norma p-adica en Z es porque intuir que Z,, es
la complecién de Z mediante la norma || - ||, es relativamente sencillo a partir de la
definicién (1).

Sin mas dilacién, de nuevo la norma p-addica viene definida como

p~ V) six #£0;

) para p primo y z € Q;
0 si x = 0;

2y =

en este caso, la valoracién p-adica v,(x) se define como el tnico entero

a a’
— = vp(a/b) 2
b P W

3Desde luego, dado un b € Zp existen infinitas sucesiones de Cauchy en Z que convergen a b. Por
supuesto, ni la existencia ni la unicidad de b ni su norma se ven comprometidas por la eleccién de
una sucesién u otra (pues, en tal caso, estarfamos considerando sucesiones de Cauchy equivalentes).
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para el que a’,b’ son coprimos con p. Por supuesto, las definiciones actuales son
consistentes con aquéllas que vimos en (4); asi pues, ||555/l11 = 121 o |15 ]ls = 81.
Asimismo, las propiedades satisfechas por la norma p-adica que describimos ante-
riormente contintian vigentes, es decir, sigue cumpliendo la desigualdad ultramétrica
y siendo no arquimediana.

Como de seguro intuye el lector, de nuevo sucede que la complecién de Q mediante
la norma ||- ||, resulta ser Q,, el cuerpo de los racionales p-adicos. Un ejemplo similar

al visto en (6) y que elucide este hecho podria ser

2 12 62 312
bo=—, b_1=—, by=— =—,...
2 253 1 257 0 257 1 257
1)71222-51'6(@7 para n > 0,

j=-2

o0
que converge al racional 5-adico g—ol F 3" 257, Asimismo, si tomdsemos normas
5 j=—2
p-adicas en el ejemplo anterior, se inferirfa (o al menos se intuirfa) que la proposi-
cién 1.1 sigue siendo cierta en Q,,.

Para acabar, es razonable que nuestra curiosidad se haga la siguiente pregunta:
jexiste algtin valor absoluto en Q, ademas del usual y los p-ddicos? La respuesta es
(esencialmente) negativa.

TEOREMA 1.2 (Ostrowski, 1916). Todo valor absoluto no trivial sobre Q es equiva-
lente al usual 0 a | - |, para algin primo p.

Note, lector, que este tltimo teorema nos caracteriza todas y cada una de las posi-
bles compleciones de Q: por un lado, la tinica complecién arquimediana es R (jahora
resulta que la norma rara es la euclidea. . .!); mientras que el resto de compleciones
vienen dadas por los diferentes @), una por cada p primo. Ademas, la eleccién que
hemos tomado de la normas p-adicas nos lleva a la elegantisima identidad

Il - TTllzll, = 1. para todo = € @\ {0}. (7)
p

A cada una de las (clases de equivalencias de) normas factibles en Q se las denomina
lugares; por consiguiente, si adoptamos el criterio usual de asignar al valor absoluto
usual el lugar oo, podemos resumir el teorema de Ostrowski sucintamente mediante
la igualdad

Mg ={,2,3,5,7,...},

donde Mg denota el conjunto de lugares posibles en Q, y reescribir la identidad (7)
como

H |z||, =1, paratodoxz e Q\ {0}.

veMgo
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2. NUMEROS p-ADICOS Y POLINOMIOS

No es de extrafar que, por su estructura, los niimeros p-adicos fueran empleados
histéricamente como una herramienta en el estudio de las soluciones enteras y ra-
cionales de ecuaciones algebraicas. Asi pues, sea Q(X) = 0 una ecuacién polinémica
con coeficientes en Z e imaginemos que queremos estudiar simultdneamente todas
las soluciones médulo p, p?, p3, ..., para p un nimero primo cualquiera.

Por un lado, es evidente que dada una solucién de Q(X) = 0 mdd p™ para cierto
n > 1, como Q(X) estd compuesta por sumas y productos, también tendremos una
solucién médulo p? para todos los 1 < j < n que, ademds, serdn congruentes con
la solucién inicial. Sin embargo, lo que ya no resulta tan evidente es que en algunos
casos también es posible llevar a cabo el método inverso; esto es, dada una solucién
de Q(X) = 0 méd p, la podremos «elevary de manera Unica y consistente para
asi obtener soluciones de Q(X) = 0 mdéd p”, para n > 1 arbitrario. Por ejemplo,
observe, lector, que la ecuacién X2 + 1 = 0 tiene por solucién zo = 3 médulo 5, que
puede elevarse de manera tnica a la solucién 1 = 3+ 3 -5 = 18 mddulo 25, que
a su vez puede elevarse de manera tnica a la solucién 29 = 3+3-5+2-52 = 68
modulo 125, y asi sucesivamente. . ., obteniendo de este modo juna solucién 5-adica
de la ecuacién!

z=3+3-542-5243.534+1-5*+... € Zs.

Lector, si atiende a los pormenores de este procedimiento, llegara a la conclusién
de que estd frente a la version p-adica del método de Newton. Conocido como lema
de Hensel, este método es la herramienta principal a la hora de resolver ecuaciones
polinémicas en el universo p-adico. Su enunciado reza asi.

TEOREMA 2.1 (Lema de Hensel). Sea Q(X) € Z,[X]. Supongamos que existe ay €
Z/pZ que satisface simultdneamente Q(ag) = 0 y Q'(ap) # 0. Entonces, existe un
dnico a € Zy tal que:

= a = ag mod p;
= Q(a) =0 mdd p™ para todo entero n > 1.

De este modo, los niimeros p-adicos se convierten, amén de un objeto matemético
con su propia entidad, en una notacién idénea para hablar de las soluciones enteras
de ecuaciones algebraicas.

Otro tema que involucra p-adicos y polinomios merece ser comentado: suponga,
lector, que dada una ecuacién Q(X) = 0, para Q € Q[X7,...,X,], existe una solu-
cién racional g, a la que denominaremos solucién global. Teniendo en cuenta que Q
estd incluido en cada una de sus compleciones, deducimos que g da lugar asimismo
a soluciones tanto en R como Q, para cada primo p, a las que denominaremos solu-
ciones locales. El principio local-global se pregunta en qué casos ocurre también
lo contrario; es decir, que la existencia de soluciones en cada uno de los Q, y en R
implique la existencia de soluciones racionales.

Este intento de reflejar soluciones globales a partir de las locales raramente tiene
éxito. Uno de los pocos casos en el que si funciona este esquema es el siguiente.
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TEOREMA 2.2 (Teorema de Hasse-Minkowski, [7]). Sea Q(X) € Q[X;, ..., X,] una
forma cuadrdtica (homogénea). Entonces, Q(X) = 0 tiene una solucion no trivial
en Q si y solo si tiene una solucion no trivial en R y en cada Q,,.

Aunque existen generalizaciones de este resultado, verbigracia, considerando otro
cuerpo de nimeros cualquiera K en lugar de Q, lo cierto es que, como adelantabamos
unas cuantas lineas mas arriba, el principio local-global escasas veces es aplicable.
Asi, por ejemplo, Selmer ([13]) demostrd la existencia de una forma cibica, més
concretamente 3X3 + 4X3 + 5X3, con raices no triviales en R y cada Qp, pero sin
ninguna raiz en Q.

2.1. EL ANALOGO p-ADICO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Quizas el lema de Hensel y tanto juego con polinomios haya provocado en el lector
la inquietud de saber si, a diferencia de R, los cuerpos Q,, son o no algebraicamente
cerrados. La respuesta es negativa: @, no es algebraicamente cerrado para ningin
primo p. En vez de dar una demostracién, dilucidemos este hecho con un ejemplo
explicito: consideremos el polinomio X2 — 2 € Qs[X]; atendiendo al criterio de
irreducibilidad de Gauss (pues, recuerde, Zs es un dominio de factorizacién tnica y
@5 su cuerpo de fracciones) deducimos que, de tener raices, éstas deben pertenecer
a Zs; sin embargo, esto no es posible porque ni siquiera existen raices médulo 5.

Colegir la existencia de Q,, la clausura algebraica de Q,, no supone ningin reto
complicado, pues el lema de Zorn implica la existencia de la clausura algebraica de
cualquier cuerpo; el trabajo espinoso es dotar a @ con una estructura topologica
y algebraica consistente con la dada anteriormente a Q,. Por supuesto, en nuestro
ascenso a C,, el andlogo p-ddico de los nimeros complejos (que, al final de este
apartado, veremos que no es lo mismo que @), no detallaremos méas que los puntos
necesarios para el debido entendimiento del resto del articulo.

Asi pues, en lo que sigue, sea K/Q, una extensién algebraica finita, [K : Q,] =n
el grado de dicha extensién y o € K un elemento cualquiera cuyo polinomio (ménico)
minimo es

P(X)= X"+ ap X™ 4 a1 X +ag € QpX],

para cierto m = [Qp(a) : Q,] < n. Entonces, extendemos la norma p-adica de Q, a
K mediante
ey = llaoy/ 1@ @)@] para a € K.

Créame, lector, si le afirmo que esta definicién de || - ||, en Q, es la tinica extensién
consistente con la norma p-adica que escogimos en Q,; ademads, ésta sigue satisfacien-
do la propiedad méas importante de la norma p-adica, a saber, es no arquimediana.

Pero el trabajo méas escabroso se presenta con el estudio de las propiedades al-
gebraicas. En general, el esquema es el siguiente®: la clausura entera® de Z, en K

4Tenga en mente, lector, la aduccién que seguimos durante la construccién de Zp al inicio del
apartado 1.2.

5La clausura entera de Zp en K es el conjunto de todos los o € K que son raices de un
polinomio ménico y con coeficientes en Zp. Forma un (sub-)anillo con las operaciones usuales de
suma y producto.



LA GACETA * SECCIONES 157

resulta ser el conjunto
Ok ={ae K :|af, <1}.

Razonando de forma similar al caso de Z,, se infiere que O es, en primer lugar, un
anillo local cuyo ideal maximal es

mi ={ae K|, <1}

y, en segundo lugar, un dominio de ideales principales generados respectivamente
por las potencias de cierto elemento m € mg al que denominaremos uniformizante
y que satisface las siguientes dos propiedades:

» myg = 70k;
» 7 tiene norma méxima en mg y ésta es ||7||, = p~/¢ para cierto e | n.

Por consiguiente, vuelve a deducirse que el reticulo de ideales de O es
Ok D?TOKDWZOK :)71'30[( DERE D{O}

y el cuerpo residual es Ok /mg ~ F,;, para cierto f | n, donde F, denota, y deno-
tara de aqui en adelante, al cuerpo finito con ¢ elementos. De modo que podremos
recuperar la notacién m-adica en K:

o0
— o ; .
a= E a;ml, para ciertos m € Z, a; € Fpy.
Jj=m

Bien, pero jqué informacién pretenden revelarnos los enteros positivos e y f7
Resulta que n = ef; por un lado, f nos estd diciendo cémo de grande es el cuerpo de
coeficientes en el desarrollo m-adico; mientras que e nos muestra en cuantos «trozos»
se ha escindido p. Asi pues, existen dos tipos de extensiones algebraicas especiales:
aquéllas para las que e = ny f = 1, calificadas como totalmente ramificadas, por
ejemplo, Qs (\/5) = Q5[X]/ <X2 — 5>; v aquéllas para las que e =1y f =n, en las
que p sigue siendo uniformizante, calificadas como no ramificadas, por ejemplo,
Qs (V=3) = Qs[X]/(X? +3).

Para acabar con la seccién, apuntemos el desafortunado hecho de que @p no es
un cuerpo completo. Con el propdsito de evitar problemas y poder hacer andlisis
(por ejemplo, para definir funciones mediante series de potencias), se procede a
completar Q, mediante sucesiones de Cauchy para obtener C,, el menor cuerpo
simultdneamente algebraicamente cerrado y completo que contiene a Q.

3. UN POCO DE ANALISIS p-ADICO

Tras «haber construido»® C,, ahora llega el magnifico momento de ensuciarse las
manos y empezar a trabajar en él. El objeto principal de estudio serdan las funciones

6Permitanme esta pequefia trampa. Soy consciente de que C,, es algo dificil de imaginar, pero
el espacio apremia.
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analiticas p-adicas, expresiones de la forma
e .
F(X) =) a;(X —a), (8)
j=0

para (a;);>o0 una sucesién cualquiera en C, y a € C,. Estas definirdn funciones
f: C, — C, que albergaran tanto numerosos paralelismos como diferencias sig-
nificativas con respecto a las funciones holomorfas usuales de variable compleja. La
causante de las diferencias y peculiaridades del analisis p-adico sera, por supuesto, la
topologia definida mediante ||-||, y, mas precisamente, la propiedad no-arquimediana.

Un ejemplo preeminente de estas diferencias entre los mundos de C y C, es la
ausencia de convergencia condicional en el caso p-adico:

TEOREMA 3.1. Sea (aj);>0 una sucesién en C,. Entonces, la serie ), a; es con-
vergente si y solo si ||a;||, — 0.
J]—00

La demostracion de la implicaciéon «=-» es andloga a la de variable compleja. La
implicacién «<» se sigue de aplicar la desigualdad ultramétrica en (x) para obtener

N
— = . < 2 .
50 = Sl j:%H Y& mGen lesll,

de donde se deduce que, si [|a ||, converge a 0, la sucesién de sumas parciales

(Sn)n>0 es de Cauchy y, por tanto, convergente.

Paralelismos hay muchos: existe toda una plétora de resultados de variable com-
pleja que pueden traducirse (con mayor o menor precisién) al lenguaje p-ddico; asi
pues, conocidos teoremas como Cauchy-Hadamard, Picard, Weierstrass’. .. tienen
sus equivalentes p-adicos. Un par de ejemplos de notable interés podrian ser:

TEOREMA 3.2 (Teorema de Cauchy-Hadamard en C,). Sea f(X) = Z;io a; X7 una
serie de potencias en Cp[[X]]. Definimos su radio de convergencia como

-1
R = (limsup 1/ ||aj||p> .
n—oo

v Si|z|lp < R, la serie f(x) converge.

Entonces, se cumple:

w St ||z||, > R, la serie f(x) no converge.
» Si |z, = R y la serie f(z) converge, entonces también lo hace para todo
z € C, tal que ||z||, = R.

TEOREMA 3.3 (Teorema pequeiio de Picard en C,). Sea f : C, — C, una funcién
entera y no constante. Entonces, f toma todos los valores sobre C,. Ademads, si f
es una funcion trascendente, toma cada valor de C, un nimero infinito de veces.

7,Cuél de tantos? Por ejemplo, el teorema de preparacién de Weierstrass que nos permite fac-
torizar funciones meromorfas en C dependiendo de la naturaleza de sus ceros y polos.
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Como consecuencia de la completitud de C,, el lector puede y debe permitirse el
lujo de calcular limites p-adicos. Podra asi comprobar que la derivada usual,

de una serie de potencias como la que aparece en (8) es (joh, vaya sorpresal)

para b € Cp,

o0
F1(X) =Y ja;(X —ay!
j=1
y que, ademas, admite exactamente el mismo disco de convergencia que f.

3.1. EJEMPLOS DE FUNCIONES ANALITICAS p-ADICAS

Sin més que copiar los coeficientes de sus series de potencias (pues no olvidemos
que Z C Q C C,), podemos contruir los equivalentes p-adicos de algunas funciones
de variable compleja ya conocidas tales como exp(s), log(l + s), cos(s)... Estos
equivalentes p-adicos satisfaran, en algunos casos, las mismas propiedades que sus
parientes de C, por ejemplo, resuelven las mismas ecuaciones diferenciales; sin embar-
go, en otros aspectos, como puede ser el dominio de convergencia, son radicalmente
diferentes. Por ejemplo, definimos la exponencial p-adica como

exp,(X) = 3 =7 € € [1X]).
§=0

Recordemos que exp(X) funcionaba especialmente bien en C: |1/j!| decrecia tan
rapido a 0 que la serie de potencias convergia en todo el plano complejo. No obstante,
la norma p-adica no trata de la misma manera a los j! y, por consiguiente, la serie
de potencias tendrd un comportamiento radicalmente diferente en C,. Asi pues,
aplicando el teorema de Cauchy-Hadamard

13 e j)
1 . . (_7 k
— = lim sup ’ = lim Supp"p(ﬁ)/ﬂ = lim sup p =1 "
j—o0 ]! P Jj—o0 j—o0
# i L’i ) m_
= lim supp< kzle J = lim sup p(Pﬁ’(P*IU) = pl/(pfl).
j—=oe | m>j J=o0 \ m>log, (j)

De donde inferimos que el radio de convergencia de la exponencial es R = p~ /(=1
Otro ejemplo de notable interés es el del logaritmo p-adico (jno confundir con

el logaritmo en base p!), que viene dado mediante la serie de potencias

o .

—1)y+r
log,(1+X) =Y i X7 e C,[[X]]-

=7
Procediendo como antes, vemos que su radio de convergencia es 1; es decir, jel radio
de convergencia de exp,,(X ) es menor que el de logp(l + X)) en el mundo p-ddico!



160 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

4. LA RACIONALIDAD DE LA FUNCION ZETA SOBRE CUERPOS FINI-
TOS

El objetivo que perseguimos en esta seccién es dar a conocer y entender (en la
medida de lo posible) una aplicacién insigne, histérica y mateméticamente hablando,
del anélisis p-adico: la demostracion de la primera de las conjeturas de Weil. Con ello
evidenciamos que, pese a no ser una herramienta muy conocida en algunos circulos
matematicos, los niimeros p-adicos si han protagonizado algiin momento de gran
relevancia en las matemaéticas de los siglos anterior y vigente.

4.1. LAS CONJETURAS DE WEIL

Antes de meternos de lleno en el tema, serd necesaria una breve introduccién
previa: en lo que sigue, X denotard una variedad algebraica proyectiva no singular
sobre F, y definida mediante polinomios con coeficientes en F,, donde ¢ = p” es una
potencia de un primo p. Motivados por la definicion de otras funciones zeta como
productos de Euler, podemos definir la funciéon zeta de la variedad X como

(x(s) = H (1 - (#Fq(m))fs)_l , paraseC, (9)

zeX

donde Fy(x) denota la menor extensién algebraica de Fy que contiene a cada una
de las coordenadas del punto € X y # el cardinal. Teniendo en cuenta que las
extensiones algebraicas de F; son de la forma F,» para m > 1, y que éstas tienen
q™ elementos, se deduce que (x(s) define en realidad una serie de Dirichlet que
involucra exclusivamente términos de la forma ¢~™.

Y el lector se preguntara: «Estupendo, pero jqué informacién relativa a la varie-
dad X puede extraerse de su correspondiente (x?». Espero que el siguiente andlisis
responda satisfactoriamente a su pregunta: tomando logaritmos en ambos lados de
la igualdad en (9) y teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de log(1 —t) se tiene

log (Cx () = 3 —log (1 — (@) *) = 30 52 #Fa@ T

xeX xzeX m=1
. > 1 —ms __ - Nm(X) —ms
EDIED DI AR D
m=1 xecX m=1

donde N,,, = N,,,(X) denota el niimero de puntos de X cuyas coordenadas pertenecen
en su totalidad a la extensién F,m (a estos puntos se les denomina Fym-racionales);
con lo que llegamos a la siguiente expresién alternativa para (x:

Cx(s) =exp (Z NmT(X) ~qm5> . (10)

m=1

Asi que, aunque a priori no lo pareciese, en realidad (x es una especie de funcién
generatriz que guarda informacién sobre el niimero de puntos de X que caen en
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cada una de las extensiones Fym. A partir de la definicién (10) podemos calcular

rapidamente algunos casos de funciones zeta muy sencillos: por ejemplo, para P(IF,),
la variedad algebraica que se corresponde con el polinomio constante e igual a 0, si

tenemos en cuenta que N,,(P(F,)) = ¢" + 1 se sigue que

g+l 1
7 (8) = ex . = ,
C1P’(IFq)( ) p (Z m q ) ) (1—q)(1—¢'—9)

m=1

donde en (x) hemos apelado de nuevo al desarrollo en serie de Taylor de log(1 — ).
O, en general, para Pd(IFq) con d > 1, es sencillo comprobar que

1
CP(‘(E)(S) - (1—qg )1 —q5)- (1 —qi>) (11)

Sin embargo, también es posible entretenerse con otros casos algo mas elaborados;
le invito, lector, a comprobar que la funcién zeta del proyectivizado de la hipérbola,
es decir, la variedad algebraica definida mediante

H = {(zo: w1 : x3) € P*(F,) : 27 — xf = 23},

viene dada por
1

Q=g )(L—q'~*)

Las conjeturas de Weil surgen histéricamente a raiz de una serie de resultados
sobre ciertas propiedades que cumplian las funciones zeta de una amplia familia de
variedades algebraicas. La historia es como sigue: la primera persona en establecer la
definicién (9) de funcién zeta para el caso de curvas algebraicas sobre cuerpos finitos
fue Emil Artin en su tesis doctoral, véase [1]; trabajos posteriores de F. K. Schmidt
[14] y Helmut Hasse [8] probaban respectivamente la racionalidad y el andlogo a
la hipétesis de Riemann para curvas elipticas (mds adelante, explicaremos con més
detenimiento el significado de estas palabras); y finalmente, a principios de la década
de los 40, estando preso en una carcel militar a las afueras de Rouen, André Weil
extendia el resultado de Hasse demostrando el analogo a la hipotesis de Riemann
para curvas algebraicas cualesquiera y variedades abelianas, véase [16].

En este contexto André Weil formulaba sus conjeturas en 1949, al darse cuenta
de que parte de las herramientas e ideas que utilizaba en sus trabajos sobre curvas
algebraicas podian extrapolarse a variedades algebraicas generales. Para este fin,
Weil pretendia construir una teoria cohomolégica apropiada® en pos de aplicar la
férmula del punto fijo de Lefschetz, ya que los puntos [Fym-racionales de una variedad
coinciden con los puntos fijos del automorfismo de Frobenius @ — x? .

Y el lector se preguntard: «;Qué conjeturaban® en concreto las conjeturas de
WEeil?». Pues bien, dada una variedad algebraica proyectiva y lisa X de dimension
d sobre [, donde g es potencia de un primo p, las conjeturas de Weil dicen:

Cu(s) =

(12)

8Como veremos méas adelante, ésta resultara ser la cohomologia étale.
9No hay otro verbo més preciso.
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(1) Racionalidad: (x(s) es una funcién racional con coeficientes en Q en la varia-
ble T' = ¢—* (en particular, la racionalidad de la funcién zeta es cierta para
cualquier variedad algebraica, no es necesario que sea proyectiva ni lisa).

(2) Ecuacién funcional: La funcién (x satisface

Cx(d = 5) = £ (E70) Ly (s),

donde x(X) denota la caracteristica de Euler-Poincaré de la variedad X.

(3) Anélogo a la hipétesis de Riemann'?: M4s precisamente, podemos escribir

Pi(q7®) P3(q°) - Paa—1(q™")
P2(q s) . P4(q—s) .. P2d(q—s)

donde cada P; es un polinomio con coeficientes en Z y que se anula exclusiva-
mente para ciertos R(s) =1i/2 .

(x(s) =

(4) Relacién con los niimeros de Betti'!: El grado de cada polinomio deg(P;)
coincide con el i-ésimo ntmero de Betti b; de la variedad X.

Dos preguntas pueden surgir llegados a este pun-

to: la primera, ;por qué son interesantes las conjetu- 4
ras de Weil? La razén principal (y original, 1éase la
introduccién de [16]) viene de la teoria de nimeros: 3

contar puntos en variedades algebraicas es equiva-
lente a determinar el nimero de soluciones de un
polinomio en cuerpos finitos. Por desgracia, no exis-
te ningtin método general a la hora de resolver es-
te problema, y solamente en algunos casos contados
(como, por ejemplo, los vistos en (11) y (12)) pue-
den explotarse algunas propiedades concretas de las -1
ecuaciones o del cuerpo finito para resolverlo me-
diante métodos particulares.

Veamos un ejemplo algo mas complejo: una cur-

va eliptica es una curva ciibica, no singular y des- ’

crita mediante dos variables sobre un cuerpo cual- —4f

quiera, en nuestro caso F,. Si la caracteristica del

cuerpo es distinta de 2 o 37 ésta puede expresarse Representacién en R? de la
mediante su ecuacién de Weierstrass: curva eliptica Y2 = X3 — X

E:Y?=X34aX +0b, paraa,bEE.

Asi pues, al igual que antes, supongamos que a, b € F, y que queremos contar cuantos
puntos de E yacen en cada una de las extensiones de F,. Resulta que, a diferencia

108Se le suele afiadir la coletilla «andlogo a la hipétesis de Riemann en caracteristica p > 0».
1 Los niimeros de Betti son un concepto topoldgico estrechamente relacionado con la caracteris-

tica de Euler-Poincaré via la férmula x(X) = Z?io(fl)ibi.
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de los ejemplos (11) y (12)'2, ya no es tan facil realizar dicho calculo. No obstante,
si sabemos que la funcién zeta de E es'3

(1-ag™*)(1—-aq™®)
(1—qg*)1—gt=s) "’

para cierto a € C tal que aa = ¢, se deduce que

Ce(s) =

Np(E)=¢"+1— (™ +a™).

Por tanto, conociendo Np(F) es posible calcular el resto de N,,(FE); asimismo, ob-
tenemos estimaciones no triviales de N,,(E) como la cota de Hasse, véase [9],

[Nm(E) = (¢" + D] = [@™ + a™| = 2[R(a™)] < 2]a™] = 2v/q™

La segunda pregunta deberia ser: jqué se sabe sobre las conjeturas de Weil ac-
tualmente? Pues bien, las conjeturas de Weil fueron demostradas en su totalidad:
el primer capitulo de esta historia lo protagoniza Bernard Dwork, quien probaba en
1960 la racionalidad de (x mediante métodos p-adicos (jésta es la demostracion de la
que hablaremos mds adelante!), véase [4]; los siguientes protagonistas son Alexander
Grothendieck y algunos de sus colaboradores con los que trabajaba durante su etapa
en el IHES como, por ejemplo, Pierre Deligne, que demostraron la racionalidad, la
ecuacion funcional y la relacién con los niimeros de Betti usando la cohomologia étale
(una herramienta que tendia puentes entre la topologia y la geometria algebraica,
predicha por Weil y desarrollada por Grothendieck ad hoc para intentar demostrar
las conjeturas de Weil); véase [6]. Sin embargo, el andlogo a la hip6tesis de Riemann
todavia se resistia a ser demostrado: los métodos propuestos por Grothendieck no
terminaban de ser efectivos. Fue Deligne quien, parece ser que tras una reveladora
sugerencia de Jean Pierre Serre, dio definitivamente en 1974 con la demostracién,
véase [3].

4.2. LA DEMOSTRACION DE DWORK

En este apartado veremos un breve esquema de la demostracién de Dwork sobre
la racionalidad de la funcién zeta e indicaremos el papel que desempena el andlisis p-
adico en ésta. No desespere, lector, si, llegado el momento, la demostracién se le hace
demasiado cuesta arriba; las siguientes lineas constituyen una mera hoja de ruta (con
sus inevitables ausencias) cuyo unico propédsito es ayudarle a discernir los argumentos
clave en la demostracién original. Asi pues, sin més dilacién, enunciemos el teorema
de Dwork, para después entrar en una serie de argumentos (un tanto heuristicos, pero
que pueden formalizarse adecuadamente) que simplificardn el enunciado a demostrar.

TEOREMA 4.1 (Dwork, 1960). La funcion zeta de una variedad algebraica proyectiva
es una funcion racional en la variable T = q~° y con coeficientes en Q.

12Por cierto, que las funciones zeta de P! (Fq) y H coincidan es consecuencia que sus géneros son
ambos 0. El género de una curva eliptica es 1, y, como vemos, su funcién zeta es diferente.
1351, aqui estoy haciendo algo de trampa. . .
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A. Grothendieck (izquierda) y P. Deligne y A. Weil en Princeton en 1990 (derecha).

Como nos sera de utilidad de aqui en adelante, in-
troduzcamos la siguiente notacion: dada X una variedad
algebraica proyectiva en F, definimos

Zx(T) = exp (Z Nl %) -T'H> € QT

de modo que Zx (¢~ *) = (x(s). Vamos con los argu-
mentos que nos ayudaran a simplificar el enunciado del
teorema 4.1.

En primer lugar, a partir del principio de inclu-
sién/exclusion y de la identidad

B. Dwork (1923-1998)

Zov (1) = 2L LI,

deducimos que basta con demostrar el enunciado para hipersuperficies, esto es, va-
riedades algebraicas del tipo

{x e P"(Fy): flzo: -+ :an) =0},

donde f denota un polinomio homogéneo cualquiera con coeficientes en F,. En se-
gundo lugar, teniendo en cuenta la descomposicién

P*(Fym) = A"(Fym) UA" (Fym) U--- UAY(F,m) U {0} para todo m > 1,
deducimos que basta con considerar exclusivamente hipersuperficies afines. Por con-

siguiente, el teorema 4.1 puede reducirse al siguiente enunciado:

TEOREMA 4.2 (Dwork, 1960). La funcidn zeta de una hipersuperficie afin es una
funcion racional en la variable T = q~* y con coeficientes en Q.

En lo que sigue, sea Hy la hipersuperficie afin definida por f. El primer paso
es demostrar que Zy, es una funcién meromorfa p-ddica. Para ello, seguiremos un
argumento mediante induccién sobre el niimero de variables n:
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= Para n = 0 la afirmacién es trivial, pues Hy resulta ser el conjunto vacio.

= Supongamos cierto que Zp, es meromorfa para todos los polinomios con
1,2,...,n — 1 variables.

En primer lugar, definamos

Zpy,(T) = exp (Z JX;LnTm> )

m=1

donde N, == #{(21,...,2,) € Hf(Fgm) : x; # 0 para todo j}. Un sencillo célcu-
lo con aquello de que la exponencial transforma sumas en productos y restas en
cocientes nos muestra que

Zu)(T) = Zug, (1) - exp (Z B~ N Tm> , (13)

m=1

de donde, aplicando la hipdtesis de induccién y el principio de inclusién-exclusién,
se deduce que la exponencial que aparece en el lado derecho de (13) es meromorfa.
Por consiguiente, basta con que demostremos que Zy ; es asimismo meromorfa. Sea
m > 1y & # 1 una raiz p-ésima de la unidad en C,; en primer lugar, es sencillo
comprobar que

0 siu € Fr.;
Tr(zouw) __ i ™y
> ¢ “”{m ’ (14)

IE]Fq'm q ’ SLu = 07

donde Tr : Fgm — F,, denota al homomorfismo de grupos (aditivos) dado por
Tr(u) = Z o(u) =u+u?l + VY
o'EGal(]qu /IFP)

Aplicando la identidad (14) a f, se deduce que

S emes )y (1 g

:vo,“.,aznelb‘;m

y, si en esta dltima igualdad reemplazamos los coeficientes de Xof(X1,...,X,) €
F,[Xo,...,Xy] por sus representantes'4 en C, para obtener un polinomio
N
F(Xo,...,Xn) =Y a; X% € Cy[Xy,...,X,]
§=0

y la evaluamos en los representantes en C, de los x;, denotados mediante «;, se
infiere la existencia de una serie de potencias O(T') € Q,(&)[[T]] C Cp[[T]] para la

14Denominados representantes de Teichmiiller, se construyen «introduciendo» Fgm en una
extensiéon no ramificada de Q, suficientemente grande.
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cual

—1 y— 1
A i wj).

Ahora, a partir del calculo de ciertas sumas de Gauss en C,, se puede deducir que!®
q’mNm _ (qm _ 1)n =+ (qm _ 1)n+1 tl"(’@[]"b),

donde ¢ : Cp[[Xo, ..., Xu]] — Cp[[Xo, ..., Xy]] es un operador que puede expre-
sarse en forma matricial. Despejando Ny, de esta tltima igualdad e introduciéndolo

en la expresion de Zp, y operando, llegamos a'®
- > N > N oo
ZHf (T) = exp Tnzz:l W T (f) epr Tnzz:l W T (15)
v , D
n ] (—1)7 (n) n+1 © _m(n—j) tr(wm) J
— _ (n=i=1) i N e
= H (1 q T) H exp,, Z - T
7=0 7=0 m=1

Puesto que es evidente que los primeros factores de la formula anterior son mero-
morfos, bastard con demostrar que los segundos también lo son. Para ello, apelamos
a una versién infinito-dimensional de la identidad traza-determinante!”

o0
tr (™)
det (I —¥T) = — —_—. "

( J=exp, (=D ——T" |, (16)

m=1
donde ¥ denota la «matriz» que define al operador ¥ y mediante la cual puede

deducirse que los segundos factores de (15) son asimismo meromorfos sobre C,,.

Para culminar la demostracién, bastard con comprobar que Zp, satisface el si-

guiente criterio de racionalidad:

PROPOSICION 4.3 (Criterio de racionalidad de Borel, [2]). Sea F(T) = Y a,T" €
i=0

K[[T]], donde K es un cuerpo. Para j, k > 0 sea

aj @j+1 o Gtk
Aj+1 aj+2 T Gkt
Ajp = ) ) .
Aj+k  Aj+k+1 -0 Gj42k

15;Cuidado, en este caso si nos referimos a la traza del operador! Para distinguirla del homomor-
fismo visto unas lineas méas arriba, vamos a denotarla mediante tr.

16Es cierto que la igualdad (x) no tendria sentido de intentar evaluarla en algin T: || - ||, v la
norma usual no son equivalentes. No obstante, algebraicamente todo concuerda.

17La identidad traza-determinante dice que para toda matriz A cuadrada y compleja se tiene

det(e?) = (4,
El lector puede comprobar esta elegante identidad, por ejemplo, a partir de la descomposicién

canénica de Jordan. Para llegar a la férmula (16) basta con comprobar que existe un logaritmo
para el operador I — WT y apelar a la linealidad de la traza.
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Definimos Njj, = det (A, ). Entonces, F(T') es una funcion racional si y sélo si
existen enteros k > 0 y J tales que Nj 3 = 0 para todo j > J.

En lo que sigue, adoptemos la notacién
Zu,(T) = a;T’ € Q[[T]].
§=0

En primer lugar, siguiendo un argumento de teoria de Galois, puede inferirse que,

més precisamente, Zy,(T) € Z[[T]] y que 0 < a; < ¢™. Asi pues, por un lado,
teniendo en cuenta que [|a |, < 1y la meromorfia p-ddica de Zp, (7)), realizando
ciertas combinaciones lineales en la matriz A; ;. llegamos a la acotacién

1N ll, < g9 +2).
Por otro lado, como |a;| < ¢/, acotando directamente el determinante obtenemos
Nl < (k+ 1)1 g2rk(k+1) gni(k+1),
Multiplicando ambas cotas obtenemos, para j suficientemente grande,
NGkl NGkl < (k1)1 gnGREFD=D) < 1,
Pero note, lector, que cualquier entero m # 0 satisface
im| - |ml], > p*»(™ - pvr(m) =1,

de donde se deduce que N; ; = 0 para j suficientemente grande (pues no olvide que
Nj 1 € Z); es decir, Zg,(T) cumple el criterio de racionalidad de Borel.

5.  ACLARACIONES FINALES

Reservo estas ultimas lineas para comentar algunas de las referencias en las que
me he basado para la escritura de estas paginas. Los mimbres del articulo han salido
del libro [12]. M4s particulares son las referencias [5], de la que he sacado la mayor
parte de las ideas que aparecen en la introduccion; [11], util en el desarrollo de la
teoria de espacios métricos; y [4], [12] y [15], que han sido las hojas de ruta seguidas
para explicar, de la manera més didactica posible, la demostracién de Dwork.
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