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Las matematicas escondidas en la puntuaciéon Elo del ajedrez

por

Julio Benitez y Alicia Roca

RESUMEN. El sistema Elo es el método usado por la FIDE (Federacién In-
ternacional de Ajedrez) para clasificar a los jugadores de ajedrez en funcién
de su calidad. Este sistema tiene una fuerte componente matematica: la teoria
de la probabilidad. Con algunas modificaciones sencillas, este trabajo puede
usarse como ejemplo en una asignatura de Probabilidad, en cualquier estudio
universitario, como una aplicacién de esta rama de las mateméaticas.

1. INTRODUCCION

Todo ajedrecista sabe qué es el «eloy», pero la mayoria no conoce cémo se calcula.
Todo matemaético conoce la teoria basica de probabilidad, pero la inmensa mayoria
no conoce qué es el elo, y no es mas que una aplicacién sencilla de la teoria de la pro-
babilidad. Y esto sucede pese a que la interseccién entre ajedrecistas y matematicos
no es vacial.

El elo es el sistema de clasificacién que usa la FIDE? para ordenar a los jugadores
en funcién de su calidad de juego. Por ejemplo, segtin datos® de diciembre de 2017,
el elo del campedn del mundo (el noruego Magnus Carlsen) es 2837 y el elo del mejor
jugador espanol (Francisco Vallejo) es 2707. Es interesante sefialar que actualmente
el elo de los mejores programas de ajedrez supera los 3400 puntos®. El sistema
de clasificacién elo debe su nombre al profesor estadounidense (de origen hingaro)
Arpad El6, quien trabajé para la federacién de ajedrez de Estados Unidos®.

En el apéndice I se puede ver una tabla aproximativa de clasificacién de los
jugadores segtin sus valores de elo. En este apéndice se citan los titulos de «gran
maestro» y «maestro internacional», pero hay que decir que la FIDE otorga estos
titulos, que son vitalicios, a los jugadores que consiguen unos requisitos especificos.
El elo es, por tanto, orientativo de la fuerza de un jugador. Adelantamos dos hechos:

1Uno de los més notables ejemplos es Emanuel Lasker, campeén del mundo entre los afios 1894
y 1921: hizo su tesis bajo la supervisién de Max Noether y probé un teorema sobre ideales de un
anillo de polinomios, que fue generalizado por Emmy Noether. Esta generalizacién se conoce como
teorema de Lasker-Noether.

2FIDE son las siglas en francés de la Federacién Internacional de Ajedrez.

3El elo de cualquier jugador federado puede consultarse en https://ratings.fide.com.

4http://www.computerchess.org.uk/ccrl/4040/rating_list_all.html, una diferencia abis-
mal con el elo del mejor jugador de ajedrez.

5Cuando se implanté el sistema elo en la FIDE (1971), su presidente era el neerlandés Max
Euwe, quien ademds de haber sido campeén del mundo, fue doctor en Matemaéticas.


https://ratings.fide.com
http://www.computerchess.org.uk/ccrl/4040/rating_list_all.html

518 LAS MATEMATICAS ESCONDIDAS EN LA PUNTUACION ELO DEL AJEDREZ

cuanto mayor es el elo, el jugador, en teoria, es mas fuerte; y el elo puede variar en
funcién de los buenos o malos resultados que un jugador vaya obteniendo. Decimos
en teoria, ya que es perfectamente posible que un jugador de menos elo gane a
un jugador de mayor elo. Algo similar sucede cuando se lanza un dado: es posible
sacar un «uno», pese a que la probabilidad de sacar un «uno» es menor que la
probabilidad de no sacar un «uno». Aqui ya se va vislumbrando el papel de la teoria
de la probabilidad.

2. ENTRA EN JUEGO LA DISTRIBUCION NORMAL

No olvidemos que el resultado de una parti-
da es algo que a priori no puede determinarse,
y, por tanto, se puede considerar como un expe-
rimento aleatorio. El concepto que va a determi-
nar la fuerza relativa entre los jugadores A y B es
la puntuaciéon esperada del jugador A cuan-
do juega frente a B. Matematicamente hablando
es la esperanza de la variable aleatoria dada por
los puntos que obtiene el jugador A cuando jue-
ga con B. Esta variable aleatoria, que va a ser
denotada en lo sucesivo por Xap, es discreta y
toma valores en {0,1/2,1}. Como es habitual en
ajedrez, se verifica

1, si A gana a B,
Xag =4 1/2, si Ay B empatan, Figura 1: Arpad El§
0, si A pierde frente a B.

En la jerga del ajedrez, cuando una partida acaba en empate, se suele decir que acaba
en tablas. Obviamente, hay muchas (demasiadas) variables aleatorias Xap, siendo
A y B jugadores cualesquiera: si n es el numero de jugadores federados, entonces
hay n(n — 1)/2 emparejamientos posibles, luego hay n(n — 1)/2 variables aleatorias
de este tipo, la mayoria de las cuales nunca seran usadas®, por lo que manejar
directamente estas variables aleatorias no conduce a nada ttil. Introduciremos otra
variable aleatoria (ideada por Arpad Elé) relacionada con Xap.

Antes de analizar esta otra variable aleatoria, quizas el lector se pregunte si se va
a tener en cuenta el factor blancas o negras. El propio Arpad El§ sefialé que, como
en un torneo lo normal es que un jugador alterne blancas y negras, el color no afecta
mucho en su sistema, y por lo tanto es mas sencillo simplemente ignorar este factor.

La idea de Arpad El§ fue asignar un tnico nimero a cada jugador, el elo, que
estimase su fuerza. Debemos aclarar que la fuerza de un jugador es un concepto mas
bien difuso que no se va a definir ni precisar de forma matematica. Solo usaremos

6El ntimero de licencias de ajedrez en el afio 2016, solo en Espaiia, fue de 26 558 (fuente: http:
//www.csd.gob.es/csd/estaticos/asoc-fed/LicenciasyClubes-2016.pdf).


http://www.csd.gob.es/csd/estaticos/asoc-fed/LicenciasyClubes-2016.pdf
http://www.csd.gob.es/csd/estaticos/asoc-fed/LicenciasyClubes-2016.pdf
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este término de forma intuitiva y, por supuesto, no va a influir en ningiin momento
en los cédlculos que se mostraran mas adelante. Tengamos en cuenta que, a menudo,
la fuerza tedrica de un jugador y el rendimiento de este jugador en una partida
concreta no coinciden. Se supone que el rendimiento de un buen jugador es alto (y
el de un mal jugador es bajo), pero puede suceder que su rendimiento sea mayor
o menor que lo esperado por la razén que sea. Como no sabemos a priori cémo
va a jugar un ajedrecista en una partida concreta, podriamos intentar modelar el
rendimiento de un jugador en una partida concreta mediante otra variable aleatoria
distinta a la ya comentada Xap.

Arpéd El8 consideré que el rendimiento de un jugador en una partida concreta
es una variable aleatoria normal cuya media es el elo de este jugador. Hay que decir
que antes de la elaboracién del sistema de puntuacién elo, la federaciéon norteame-
ricana de ajedrez ya disponia de unas tablas midiendo la fuerza de los jugadores
norteamericanos (el sistema Harkness, el precursor del sistema de puntuacién elo).
Para ajustarse lo més posible al sistema previo, Arpad El8 tomé el valor 200 como
la desviacién tipica de la variable aleatoria que modela el rendimiento’. El origen
de coordenadas del rendimiento es arbitrario y Arpad El§ tomé la escala que atn
se usa actualmente por la FIDE (véase el apéndice I) para ajustarse igualmente al
sistema Harkness. En el apéndice II se puede ver la axiomatica del sistema de clasi-
ficacion elo, aunque, por razones ilustrativas, hemos preferido, a medida que se van
necesitando los conceptos, definiciones y propiedades, irlos introduciendo de forma
razonada.

Resumiendo, si rp denota el rendimiento en una partida concreta del jugador A
cuyo elo es pa (un niimero conocido), entonces 74 es una variable aleatoria normal
de media pa y desviacién tipica 200.

Veamos en este parrafo la relacién entre las variables aleatorias ra, rg vy XaB-
;Cudndo el jugador A gana a B? Cuando, en la partida, el rendimiento de A es
mayor que el de B, es decir, cuando rp > rg. De forma similar podemos decir que si
ra = 1B, entonces A y B hacen tablas; y si 74 < rpg, entonces B le gana a A. Luego

1, sira > g,
XaB = 1/27 sirpa =17B, (1)
0, sira < rp.

Estudiemos ahora la puntuacién esperada de A cuando juega contra B, es decir,
la esperanza de la variable aleatoria Xap. Denotaremos esta esperanza por Fagp.
Debido a (1), se tiene que

1
Eaxp=1-pr(ra >rp) + B pr(ra =rg) +0-pr(ra < rg)

1
=pr(ra > ) + 3 pr(ra =rp).

7 Arpad El8 asumié que esta desviacién tipica es la misma para todos los jugadores (aunque en
la realidad esto no es asi, ya que hay jugadores més regulares que otros). Esta suposicién simplifica
mucho los célculos.
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Vamos a calcular pr(ra > rg) y pr(ra = rg), y para ello estudiaremos la variable
aleatoria rp — rg. Supongamos que los rendimientos de los jugadores A y B no
dependen unos de los otros (en términos probabilisticos, las variables aleatorias ra
y rp son independientes). Con esta suposicién (ya hecha por el profesor ElS) la
diferencia de rendimientos es otra variable normal, y, ademds, si E(-) y Var(-) denotan
la esperanza y la varianza, respectivamente

E(TA — ’I"B) = E(’I"A) — E(T’B) = UA — UB

Yy

Var(ra —rg) = Var(ra) + Var(rg) = 200% 4 200 = 2 - 200%.
Luego la desviacién tipica de ra —rg es 2004/2. Como la variable aleatoria ry —rg es
una variable continua de varianza no nula, pr(ra = rg) = 0. Ahora, ya que ra —rp
es una variable aleatoria normal,

ra — 75 — (Ha — uB) MA—#B>
r(ra > rg) =pr(ra —rg > 0) = pr > — .
pr(ra > 1) = pr(ra — 1 > 0) p( s o

Si denotamos por @ la funcién de distribucién de la normal estandar, entonces
HA — B HA — B
r(ra>rg)=1-¢(—-"——=— | =0 —— ).
pr(ra > rs) ( 200ﬂ> (200ﬁ>
Luego la puntuacién esperada por A cuando juega contra B viene dada por

Eap =0 (W) . 2)

En el cuadro 1 vemos una tabla con los conceptos introducidos hasta ahora y sus
notaciones.

Rendimiento del jugador A TA Variable aleatoria

Elo del jugador A LA E(ra), constante conocida

Puntuacién del jugador A contra B Xap Variable aleatoria dada en (1)
Punt. esperada del jugador A contra B Eap E(XaB), se calcula con (2)

Cuadro 1: Notacién usada y significado del rendimiento en una partida con-
creta, elo, puntuaciéon y puntuacién esperada.

Veamos un ejemplo sencillo usando Octave. El comando de Octave normcdf (x)
calcula el valor en x de la funcién de distribucién de una variable normal estandar.
La puntuacion esperada por el jugador A de elo ua = 1834 cuando juega contra el
jugador B cuyo elo es ug = 2179 se puede calcular ficilmente usando (2) con los
comandos

muA = 1834; muB = 2179; sigma = 200*sqrt(2);
normcdf ( (muA-muB) /sigma)

obteniendo 0.11128. En la figura 2 se puede ver la gréafica que relaciona la diferencia
de elos entre dos jugadores y la puntuacién esperada.
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Si la puntuacién de una partida es
1, 0.5 o bien 0, jqué quiere decir que
la puntuacién esperada sea 0.117 Esta /
pregunta se la hacen algunos estudian- /
tes cuando ven que la esperanza de una V4
variable aleatoria binomial de parame- /
trosn =1y p € ]0,1] (cuando n = 1, /
la distribucién binomial se suele llamar
dicotémica o de Bernoulli) es p, que no
es ni 1 ni 0, pese a que esta variable o0 200 0 200 200
solo toma los valores 0 o 1. Si la pun- Diferencia de elos
tuacion esperada de A contra B es 0.11,
entonces si A y B juegan, digamos 100
partidas, pensamos que A conseguird al-
rededor de 11 puntos (y B, obviamente,
cerca de 89).

Se deduce de (2) que, con la axiomatizacién propuesta (véase el apéndice II), la
puntuacion esperada solo depende de la diferencia de elos. Por ejemplo, si los elos de
los jugadores A, B, C y D son, respectivamente, pua = 2332, ug = 2179, uc = 1834
y pup = 1681, como pa — up = e — pp, entonces la puntuacién esperada de A frente
a B es la misma que la puntuacién esperada de C frente a D.

Ademds, si pa > pp, entonces de (2) se deduce Eap > 0.5, lo que es intuitivo,
puesto que, en teoria, si ua > pup entonces A es mejor jugador que B. De forma
andloga se cumple que pa = up si y solo si Eag = 0.5 (lo que equivale a decir que
los jugadores tienen la misma fuerza si y solo si la puntuacién esperada de los dos
jugadores es 0.5).

Como la funcién de distribucién de una variable normal estandar cumple ®(z) +
®(—x) = 1 para cualquier z € R, se deduce que

N

=4
2

Punt. esperada
o
~

Figura 2: Relacién entre la diferencia de
elos y la puntuacion esperada.

Exp+ Epa =1,

lo que es coherente con el hecho de que la suma de las puntuaciones obtenidas por
dos jugadores que se enfrentan en una partida siempre es 1, independientemente del
resultado de la partida.

De (2) se deduce también que, a medida que ua — up aumenta, entonces Eap
crece asintéticamente a 1, lo que equivale a decir que, a medida que un jugador es
més fuerte que otro, la puntuacién esperada aumenta hasta el tope superior 1 (y,
andlogamente, si pa — pp disminuye progresivamente, entonces Exp tiende asinto-
ticamente a 0).

La normativa de la FIDE respecto al sistema de clasificacién puede consultarse
en [1]. Como curiosidad, en este reglamento se puede leer (articulo 12.1) que

1
Fap = — (3)
1+ 10“Fmo™
es una buena aproximacion a Eap. Es més curioso ain que la Wikipedia (en el
articulo Sistema de puntuacidn Elo, revisado del 20 de marzo de 2018) afirme que (3)
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sea la férmula exacta, en contradiccién con la normativa de la FIDE. En el cuadro 2
se puede apreciar la bondad de la aproximacion Eap =~ Fap, donde FEap es la
puntuacién esperada dada en (2) y Fap es la aproximacién dada en (3).

pwa—ps 0 a0 100 150 200 250 300 350 400
Eap 0.5 0.570 0.638 0.702 0.760 0.812 0.856 0.882 0.921
Fagp 0.5 0.571 0.640 0.703 0.760 0.808 0.849 0.882 0.909

Cuadro 2: La expresién Fap es una buena aproximacion de Fag.

2.1. UNA EXTENSION NO CONTEMPLADA POR LA FIDE

Una consecuencia algo extraiia de los célculos hechos hasta ahora, es que de (1) se
deduce que pr(Xap = 1/2) = 0, es decir, que la probabilidad de que dos jugadores
hagan tablas es j0! Lo cual es, desde luego, nada coherente con la realidad. Esto
induce a modificar la variable aleatoria Xap definida en (1) permitiendo que si
los rendimientos en una partida concreta son similares, entonces la partida acaba
en tablas. De una forma matematica, definimos otra variable aleatoria del modo
siguiente:

1, sira —rp >¢,
Yap=41/2, silra —rp| <e,
0, sirg —ra > ¢,

para un valor fijo de £ > 0. Calculemos la esperanza de Yap y veamos su diferencia
con Fag. Como

1
E(Yap) =pr(Yap =1) + 5 pr(Yag = 1/2),

calculemos las dos probabilidades involucradas en la igualdad anterior:

ra — 7B — (pa — UB) > 5—(MA—MB)>
200v/2 2002

1(I)<5(MA,UB)) (I)(MA,UBE)
2002 200v/2 ’
pr(Yap =1/2) =pr(—e <ra —rg <e)

:pr<—€—(uA—/~LB) _ra—rs—(pa—pp) _ E—(#A—MB))
2004/2 2004/2 200/2

_ o (5 — (pa MB)) & (6 — (pa MB))
200v2 200v/2 '
Si denotamos o = (s — pup — £)/200v/2 y B = (ua — pp + €)/2001/2, entonces

{)r(YAB =1)=®(a) y pr(Yap =1/2) =1 - ®(a) — (1 = (8)) = ¢(8) — ®(a), por
o que

pr(Yap=1)=pr(ra —rg >¢) =pr (

(®(a) + ©(B)) - (4)

N | =

E(Yap) = @(a) + 5 (2(8) — &()) =
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HA — UB 0 50 100 150 200 250 300

Eag 0.5 05702 0.6382 0.7021 0.7603 0.8116 0.8556

E(Yap) cone =10 0.5 0.5701 0.6380 0.7019 0.7601 0.8115 0.8554
E(Yap) cone =20 0.5 0.5700 0.6378 0.7016 0.7597 0.8110 0.8550

Cuadro 3: Valores de la esperanza de Xap y de Yap para dos valores de €.

Podemos ver facilmente que, cuando e = 0, entonces (4) se reduce a (2). De hecho, si
v =(a+p)/2 = (ua —pp)/200v/2 y si f(€) es la funcién de densidad de la variable
aleatoria normal estdndar, entonces

g B
E(Yas) = 5 (w - [ r©arem+ [ e df)

¥ B
<I>(v)+;<— | redes [ f(E)d§>,

y tras usar el teorema de valor medio para derivadas e integrales, se puede acotar
facilmente | E(Yap) — ®(y)| en términos de e. En el cuadro 3 se puede apreciar que
las esperanzas de las variables aleatorias Xap y Yap (para dos valores razonables
de ) son realmente parecidas.

Como conclusién podemos afirmar que, aunque sea mas natural tomar la variable
aleatoria Yap para asegurarse de que la probabilidad de que una partida acabe en
tablas no sea nula®, la eleccién de Xap simplifica los cdlculos y no supone mucha
diferencia.

Hasta ahora, hemos definido y usado el elo de un jugador. Pero una pregunta
que todavia no hemos respondido es como se calcula el elo de un jugador. También
se ha de tener en cuenta que la fuerza de un jugador cambia a lo largo de su vida:
la calidad de juego puede mejorar o empeorar, es decir, el elo de un jugador debe
poder modificarse. Sobre estas preguntas versara la seccién siguiente.

3. EL PARAMETRO K

., Cémo se calcula la puntuacion esperada en un torneo? Veamos un ejemplo
sencillo: el jugador A tiene 1800 de elo y se ha enfrentado a los jugadores X, Y y Z.
Los resultados se muestran en el cuadro 4.

La puntuacién esperada en el torneo es la suma de las tres puntuaciones esperadas
cuando juega contra X, Y y Z:

Puntuacién total esperada = Eax + Eay + Eaz = 0.42 4 0.54 4+ 0.24 = 1.2.

Vemos que para hallar la puntuaciéon esperada, no es necesario conocer la pun-
tuacién obtenida. Un jugador puede obtener una puntuacién distinta de la esperada.

8Se tiene, con la notacién del parrafo anterior, que pr(Yap = 1/2) = ®(8) — ®(«) # 0, siempre
que € # 0.
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Rivales Elo de los rivales Punt. esperada Resultado Ptos. obtenidos

X ux = 1860 FEax =0.42 Victoria 1
Y wy = 1770 FEay =0.54 Tablas 0.5
7 wz = 2000 FEaz =0.24 Derrota 0
Totales 1.2 1.5

Cuadro 4: Actuacién del jugador A en un torneo.

Como podemos observar en este ejemplo, el jugador A ha obtenido una puntuacién
mayor (1.5) que la esperada (1.2); por tanto parece que su elo deberia aumentar.
Es decir, el sistema de clasificacion elo debe ser dindmico, ya que un jugador
cambia de fuerza de manera continua. Y es aqui donde entra un factor también
propuesto por Arpad El6.
Si un jugador con elo pu espera conseguir E puntos, pero consigue S puntos,
entonces el nuevo elo viene dado por la formula

Nuevo elo = u+ K(S — E). (5)

Este ntimero K es un pardmetro cuyo valor es fijado de una manera mas o menos
arbitraria por la FIDE. Este factor K, en teoria, permite dar una mayor estabilidad
al cdlculo cuando el sistema va teniendo mayor informacién sobre el individuo que
es evaluado. Evidentemente, un mayor valor de K implica mayores cambios. Veamos
un ejemplo con dos valores de K distintos. Supongamos que un jugador tiene 1800
puntos elo, ha jugado un torneo en donde espera sacar 4 puntos y ha conseguido 5
puntos, ;cudl es su nuevo elo?:

K =20 — Nuevo elo = 1800 + 20 - (5 — 4) = 1820;
K =40 — Nuevo elo = 1800 + 40 - (5 — 4) = 1840.

Un inconveniente de usar un valor alto de K es que la estimaciéon del elo es demasiado
sensible a los resultados recientes. Una desventaja de usar un valor pequeno de K es
que el sistema responde lentamente a los cambios de la fuerza de un jugador. Es de
destacar que el factor K no determina la fuerza de un jugador, solo pretende estimar
la rapidez con la cual la fuerza estimada converge a la fuerza real.

Los valores concretos de K para cada categoria de jugador segin la normativa
de la FIDE pueden encontrarse en [1]. De una manera muy resumida: los jugadores
con menos partidas computadas tienen mayor valor de K. La razén de esto es que
si se posee poca informacién sobre un jugador, entonces su fuerza estimada puede
ser imprecisa y necesita una mayor correccion.

Se ha de destacar que, de acuerdo a la normativa de la FIDE, el valor de |pa—ppg|
en (2) estd acotado por 400 (véase [1], «a difference in rating of more than 400 points
shall be counted for rating purposes as though it were a difference of 400 points»,y
que la actualizacion del elo de acuerdo a lo visto en esta secciéon se hace después de
ciertos periodos («for a given tournament, or Rating period»), no después de cada
partida.
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APENDICE I. ESTIMACION DE LAS CATEGORIAS SEGUN EL ELO

Elo Grupo Elo Grupo

1000-1399 Principiante 20002299 Candidato a maestro
1400-1599  Aficionado 2300-2399 Maestro nacional
1600-1799 Jugador medio de club 2400-2499 Maestro internacional
1800-1999 Jugador fuerte de club 2500— Gran maestro

APENDICE II. AXIOMATICA

Axioma I. Para cada tiempo fijo, todo jugador A tiene un tnico valor (conocido)
de elo pp.

Axioma II. Para cada tiempo fijo, el rendimiento de un jugador A en cada par-
tida concreta es una variable aleatoria rp normal de media pa y desviacion
tipica 200.

Axioma III. Si A # B, entonces 5 y g son variables independientes.

Axioma IV. Para cada tiempo fijo y para cada par de jugadores A y B, la variable
aleatoria Xap se define mediante (1). Llamamos FEap a la esperanza de Xap.

Axioma V. El elo de un jugador A cambia después de ciertos periodos (segin la
FIDE, «for a given tournament, or Rating period») al valor ua + K(S — E),
donde pp es el elo antiguo del jugador, S es la suma de las puntuaciones del
jugador A en el periodo considerado, y E = Y. | Eap,, donde By,...,B,
son los jugadores con los que se ha enfrentado el jugador A en el periodo
considerado.

Nota: El valor de K del axioma V es propuesto por la FIDE de acuerdo a [1].
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