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Distribuciones aritméticas: errores y carreras

por

Joan-C. Lario

RESUMEN.  En este articulo pretendemos ilustrar un fenémeno que se pre-
senta de modo recurrente en Teoria de Numeros. Cuando se quieren contar
cantidades donde los niimeros primos juegan un papel destacado, se plantea el
problema de analizar una estimacion principal y controlar el error cometido.
Con este fin, se suelen usar funciones L apropiadas para cada caso: sus polos,
su no anulacién en el punto central y sus ceros no triviales en la recta critica
describen el comportamiento del error. Los ejemplos escogidos abarcan diversos
frentes aritméticos: distribuciones y carreras de primos en sucesiones aritméti-
cas, representaciones de enteros positivos como suma de cuadrados, reparticiéon
de automorfismos de Frobenius en extensiones de Galois sobre cuerpos de ni-
meros, nimero de puntos en las reducciones en caracteristica positiva de curvas
elipticas, asi como la conjetura de Sato-Tate sobre variedades abelianas. El ar-
ticulo se basa en la exposicién sobre el mismo tema presentada en las Quintas
Jornadas de Teoria de Nuimeros celebradas en la Universidad de Sevilla en 2013.

INTRODUCCION

Desde Eratéstenes, en el oficio de la Teoria de Ntimeros, tenemos la costumbre de
tratar problemas de contar cantidades donde estan involucrados los niimeros primos.
Son problemas del tipo:

(I) Dado un ndmero primo p, calcular el nimero N(p) de ciertos objetos que
dependen del primo p en cuestién.

(IT) Dado un niimero real x, calcular el ntimero II(x) de niimeros primos p < z que
cumplen cierta propiedad.

Habitualmente, en ambos casos, no disponemos de expresiones exactas para N(p)
y II(x), o bien éstas son férmulas explicitas bastante complicadas. Entonces debemos
conformarnos con estimaciones; se persigue hallar un término principal (o dominan-
te) y un término de error:

N(p) = Principal(p) 4+ Error(p),
(z) = L(z) + O(f (x))-
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Pongamos algunos ejemplos para ser mas precisos:

N(p) = # E(F,),

N(p):#{(xl,...,xk) €eZr:p=a+ . +2i},
II(z) =7(z;a,N) = #{p <z:p=ambd N},
I(z) = w(x;C,K/Q) = #{p < x: Frob, =C}.

En el primer ejemplo, #E (F,) denota el nimero de puntos de la reduccién médulo p
de una curva eliptica E/Q. El segundo consiste en contar de cudntas maneras un
numero primo p puede expresarse como suma de k cuadrados. En el tercer ejemplo,
queremos estudiar como se distribuyen los nimeros primos en progresiones aritméti-
cas m6dulo N. En el cuarto, K/Q denota una extensién finita de Galois, C una clase
de conjugacién del grupo de Galois Gal(K/Q) y Frob, es la clase del automorfismo
de Frobenius asociado al primo p.

Estos ejemplos, y algunos mas, serdn tratados en este articulo. Como hemos
indicado, siempre el negocio consiste en hallar un candidato 6ptimo a término prin-
cipal, de modo que tengamos control del término de error y éste sea razonablemente
pequeno. Se considera que la aproximacién es buena siempre que el error sea, co-
mo mucho, del orden de la raiz cuadrada del tamano del dato de entrada. A este
problema de errores le anadiremos otro mas competitivo: se trata de las carreras
de primos, donde se estudia a qué velocidad los primos acuden a su distribucién
asintotica dependiendo del problema de conteo que estemos analizando. En las sec-
ciones siguientes abordaremos distintas distribuciones aritméticas, errores y carreras,
agrupadas en diferentes apartados:

e Numeros primos

e Progresiones aritméticas
e Teoria de Galois

e Curvas elipticas

e Formas modulares

e La conjetura de Sato-Tate
e Variedades abelianas

El lector debe ser advertido de que el andamiaje del presente articulo proviene de
una charla impartida en las Quintas Jornadas de Teoria de Numeros, celebradas en
la Universidad de Sevilla (2013). Se ha pretendido seguir el estilo de la exposicién,
primando resaltar el hilo conductor y las ideas subyacentes por encima de los detalles,
aunque sin faltar al debido rigor. También quiero agradecer la lectura atenta de una
version previa por parte de mis colegas Francesc Fité, Eugenio Jestis Gomez Ayala,
Maridngeles Gomez Molleda y Jordi Quer.
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1. NUMEROS PRIMOS

Como es costumbre, denotamos por 7(z) la funcién que cuenta el nimero de
primos inferiores a un nimero real x dado:

m(x) = # {p < z: p primo}.

Claramente se trata de una funcién creciente. Pero, jcémo crece la funcién 7(z)?
Euclides prueba que la funcién 7(z) es no acotada superiormente: hay niimeros
primos tan grandes como se quiera. El mayor niimero primo conocido hasta la fecha
es 282589933 _ 1. tiene 24 862048 digitos decimales y fue obtenido en diciembre de
2018 por el proyecto comunitario GIMPS, Great Internet Mersenne Prime Search
(ver [24]).

La tabla de logaritmos que usaba Gauss en su adolescencia contaba con un reverso
donde figuraba una lista ordenada de ntimeros primos. A sus 14 afos de edad, Gauss
deja anotado en su cuaderno el comportamiento asintético de 7(z) en funcién del

logaritmo neperiano:
x

()

“logz
Es decir,

m(x)

coo x/logx

0, si se prefiere, la probabilidad de que un entero positivo n sea primo es aproxima-
damente 1/log(n). Asi, Gauss proporciona (conjeturalmente) un primer candidato
a término principal para la funcién w(z). Su obsesién por listar y contar niimeros
primos le persiguié de tal modo a lo largo de su vida que, posteriormente, afina
(conjeturalmente) el término principal:

x
m(x) ~ Li(z) = / i
5 logt

Chebyshev (1848 y 1850) trat6 de demostrar esta ley asintética de la distribucién
de los ntmeros primos mediante la funcién ((s) —prolongacién meromorfa de la
serie Y 2, 1/n® a todo el plano complejo—, al uso de Euler (1737), precediendo
la célebre memoria de Riemann (1859). Chebyshev logra probar que, si el limite
existe, entonces es necesariamente igual a uno. También es capaz de demostrar que
el cociente 7(x)/ Li(z) estd acotado superior e inferiormente por constantes explicitas
cercanas a 1, para todo x suficientemente grande. Sus resultados parciales le valen
para demostrar el postulado de Bertrand, que afirma la existencia de un nimero
primo entre n y 2n para cualquier entero n > 2.

La demostracién de la conjetura de Gauss, hoy conocida como teorema de los
nimeros primos, tuvo que esperar hasta el afio 1896, cuando confluyeron dos demos-
traciones obtenidas de forma independiente por Hadamard y de la Vallée-Poussin.
Ambas demostraciones se basaron en ideas de Riemann (ver [13]).
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Precisamente fue Riemann quien se encargd de estudiar el término de error al
aproximar m(z) por Li(z). Concretamente, Riemann obtiene en [14] la férmula ex-
plicita

m(z) = Li(z) — Error(x)

%?<MCDE;M@Q+Zijﬂg%MW>’

donde p denota la funciéon de Moebius y p recorre los ceros no triviales de la funcién
¢(s) de Riemann. Por ceros no triviales entendemos los niimeros complejos p con
0 < Re(p) < 1 tales que ((p) = 0.

La famosa hipétesis de Riemann predice que los ceros no triviales deben hallar-
se todos en la recta critica Re(s) = 1/2. La justificacién y virtud de la hipdtesis
de Riemann reside en la optimalidad de la aproximaciéon de w(z) por Li(x), pues
proporciona una cota deseable para el error:

m(z) = Li(z) + O(z'/**%),

M

n=1

para cualquier € > 0.
La tabla siguiente muestra cémo la funcién logaritmo integral Li(x) aproxima a
m(x) para distintos valores de x:

x m(x) Li(z) — 7(x)
108 5761455 753
109 50847534 1700
1010 455052511 3103
101 4118054813 11587
1012 37607912018 38262
1013 346065536839 108970
1014 3204941750802 314889
101 29844570422669 1052618
1016 279238341033925 3214631

Gauss, sin disponer de una base de datos extensa, debié preguntarse si Li(x)
siempre se aproxima a 7(x) por exceso. Littlewood (1912) muestra que no siempre
debemos guiarnos por la intuicién, pues prueba que las gréficas de Li(z) y m(x) se
cruzan infinitas veces cuando z tiende a infinito. Sin embargo, el primer valor en
que esto ocurre no ha sido encontrado todavia. El discipulo de Littlewood, Skewes

34
(1933), prueba que existe un cambio de tendencia para algun valor = < 1010" &

asumimos la hipdtesis de Riemann (y una cota superior, también explicita, en caso
contrario). Esta cota se obtiene a partir de la expresion del error para el cdlculo de
m(x) obtenida por Riemann y ha sido progresivamente mejorada al disponer de més
capacidad de célculo para localizar ceros no triviales de la funcién ((s) en la recta
critica.

En resumen, la funcién ((s) de Riemann parece estar muy ligada a la funcién
m(x): su polo en s = 1 muestra que 7(x) no estd acotada superiormente (Euclides),
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su no anulacién en Re(s) = 1 implica el teorema de los niimeros primos (conjetura de
Gauss, probada por Hadamard y de la Vallée-Poussin) y, finalmente, la localizacién
de sus ceros no triviales explica el ajuste deseado del término de error (hipdtesis de
Riemann, problema abierto todavia).

En todas las secciones que siguen, se reproduce el mismo esquema: a cierto pro-
blema de conteo con intervencién de los niimeros primos le corresponden una o mas
funciones de variable compleja. El comportamiento de estas funciones (prolonga-
cién analitica o meromorfa segtiin el caso, su no anulaciéon en cierto punto y sus
ceros no triviales en la recta critica) se traduce en aproximaciones éptimas y errores
admisibles en el problema de conteo.

2. PROGRESIONES ARITMETICAS
Sean N y a enteros > 1 y primos entre si. Denotamos por
m(x;a, N) =#{p < x: pprimo y p=a méd N}

la funcién que cuenta cudntos niimeros primos menores que el nimero real x hallamos
en la progresién aritmética {a + AN: X € Z}.

Dirichlet (1837) prueba que 7(z;a, N) no estd acotada superiormente. Hadamard
y de la Vallée-Poussin (1896) establecen la estimacién asintética

m(z;a,N) ~ Li(z),

©(N)
que generaliza el teorema de los niimeros primos. En particular, los primos se equidis-
tribuyen uniformemente en las distintas clases de congruencia invertibles médulo V.
En el limite, todos los primos se reparten con la misma proporcién 1/¢(N) en cada
una de las clases. Sin embargo, como veremos, algunas clases se rellenan de primos
con mas rapidez que otras de forma general —aunque con infinitas excepciones—,
fenémeno conocido como sesgo de Chebyshev y que, en cierto modo, generaliza las
oscilaciones del signo en m(x) — Li(z) estudiadas por Littlewood.

Para probar la generalizacién del teorema de los niimeros primos para el caso de
progresiones aritméticas, deben considerarse varias (todavia en ntimero finito para
esta seccién) funciones L que generalizan de manera natural la funcién ¢ de Riemann.
Concretamente, para cada cardcter x: (Z/NZ)* — C* se define

L(S7X> = Z X(?)v

n

que, cuando x = g es el cardcter trivial, se trata esencialmente de la funcién (
de Riemann (salvo un factor que es una funcién entera). La demostracién de la
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distribucion asintética se basa en el calculo

1 a™?
L aeTim =y

S =
p=a méd N p p

a™t)
(N)

X(p( X(p( log L(x, s) + O(1)

:ﬁ logL(Xo,5)+X;0x(a1)1ogL(X,s) +0(1)

y el punto clave, parecido al caso de 7(z), estd en probar que, si x # Xo, entonces
L(x, s) es holomorfa en Re(s) > 1 y se cumple la no anulacién:

L(x,1) # 0.

En este caso, la férmula explicita que proporciona el error se debe a Rubinstein-
Sarnak (1994). Si escribimos

Li(x)
@(N)

y suponemos ciertas (ver [16]) la Hipdtesis de Riemann Generalizada (GRH) y la
Gran Hipétesis de Simplicidad (GSH), se tiene

m(x;a,N) =

— Error(z),

Error(x) vz | c(a,N) N Z Y(G)Z sin(y, log z) 7

logz | ¢(N) X#X0 Yy Tx
donde
c(a,N)=—-1+ Z 1
b%>=a (N)
0<b<N—1

¥ Yy cumple L(1/2 + 7,1, x) = 0.

Observemos que los ceros no triviales de las funciones L(s, x) en la recta critica
vuelven a jugar un papel determinante en el término de error. Notemos también que,
a mas soluciones de la congruencia 22 = a (méd N), més resistencia a la velocidad
para el crecimiento de 7(z;a, N).

La discusiéon anterior nos conduce a considerar el problema de las carreras en

progresiones aritméticas, como en [6]. Dados los dorsales ay,...,a, en (Z/NZ)*,
queremos estudiar la evolucién de carrera entre 7(x; a1, N), ..., m(x;a., N). Sea
inlVl ,,,,, o, = {7 € Rsp: w(z3a1,N) > -+ > 7w(z;0,, N)}.

Rubinstein y Sarnak prueban, bajo las ya mencionadas hipétesis GRH y GSH, que
el conjunto P ....a, tiene densidad logaritmica positiva. Es decir, existe el limite

1 1
N = 1 _
3(PY..) = Jim > o

z—o0 log x

.,a

n<z
N
neP,
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y es no nulo [16]. Por ejemplo, §(P3,) = 0.9959..., de modo que normalmente la
cantidad de primos p = 3 (méd 4) aventaja a la cantidad de primos p =1 (méd 4),
aunque en infinitas ocasiones estos ultimos avanzaran y tomaran la delantera.

La tabla siguiente muestra algunas de las primeras imédgenes de la carrera de
primos en las progresiones aritméticas moédulo N = 5. Cada entrada se corresponde
con el valor 7(z;a,5):

T a=1 a=2 a=3 a=4
102 5 7 7 5
108 40 47 42 38
104 306 309 310 303
10° 2387 2412 2402 2390

106 19617 19622 19665 19593
107 166104 166212 166230 166032
108 | 1440298 1440496 1440474 1440186
10% | 12711386 12712315 12712499 12711333

Los dorsales no cuadrados a = 2 y @ = 3 médulo 5 encabezan la carrera y éste serd
el patrén estandar a lo largo del campeonato; pero sabemos que en algiin momento
el dorsal a = 1 tomaré el relevo y liderard la competicion. En realidad, cualquier
disposicion de dorsales se producira en infinitas ocasiones a lo largo de la carrerra.

3. TEORIA DE GALOIS

Sea K/Q una extension de Galois finita. Recordemos que una tal extensién vie-
ne determinada por el cuerpo K = Q(a1,...,a,), donde «; son las raices de un
polinomio irreducible f(X) € Q[X] de grado n. El grupo de Galois Gal(K/Q) es
el subgrupo del grupo simétrico S,, formado por todas aquellas permutaciones que
respetan las relaciones algebraicas entre las raices oy, ..., au,.

Entonces, para cada niimero primo p (para ser precisos, hay que excluir los primos
ramificados en K/Q, que son un ntmero finito) se puede considerar la clase de
conjugacion

Frob, C Gal(K/Q),

que consiste en todos los elementos del grupo de Galois Gal(K/Q) tales que su
comportamiento residual es el automorfismo de Frobenius x +— zP.

El grupo de Galois Gal(K/Q) es finito (de orden que divide a n!) y, por lo tanto,
tiene un nimero finito de clases de conjugacién. Tiene sentido preguntarse cémo se
distribuyen los Frob, en las distintas clases de conjugacién de Gal(K/Q) al variar el
primo p.

Pongamos un ejemplo. Consideramos la extensién de Galois K/Q obtenida al
adjuntar las tres raices del polinomio f(X) = X3 — 2. Es decir, K = Q(a1, ag, a3)
con a; = V2, az = qqw, az = ayw?, siendo w = exp(27i/3). En este caso, el grupo
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de Galois Gal(K/Q) es isomorfo a Ss, de orden 6 y con tres clases de conjugacion:

(D] = {id},
[(12)] = {(12), (13), (23)},
[(123)] = {(123), (132)}.

Para saber a qué clase de conjugacion corresponde cada primo p, basta con factorizar
el polinomio f(X) moédulo p. Las primeras 30 clases de Frobenius se distribuyen
segin

Frob, | p

[(1)] | 31,43,109

[(12)] | 5,11,17,23,29,41,47,53,59,71,83,89,101,107,113
[(123)] | 7,13,19,37,61,67,73,79,97,103

La mayoria de primos pertenecen a la clase [(12)] y parecen ser del orden de la
mitad; los de la clase [(123)] son una tercera parte; y los de la clase trivial [(1)]
quedan en franca minoria. Si consideramos los 1000 primeros ntimeros primos, los
resultados que se obtienen son: 508 en la clase [(12)], que tiene tres elementos; 334
en la clase [(123)], con dos elementos; y 156 en la clase [(1)], de un solo elemento.
Las frecuencias relativas parecen indicar una distribucién con pesos 3/6, 2/6, 1/6,
reflejando el tamano de cada clase de conjugacién.

En el caso general de una extensién de Galois finita K/Q cualquiera, considera-
mos para cada clase de conjugacion C de Gal(K/Q) la funcién

m(z;C, K/Q) = #{p < x: p primo y Frob, =C}.
El teorema de Chebotarev (1922, ver [20]) afirma que, como sugeria nuestro ejemplo,

o T@CE/Q) ]
) | Gal(K/Q)|’

En este caso, el término de error en

€|
| Gal(K/Q)|

depende, entre otros, de los ceros de las funciones L(s, p) en la recta critica Re(s) =
1/2 para cada una de las representaciones lineales irreducibles p del grupo Gal(K/Q).

Lagarias-Montgomery-Odlyzko [8], Serre [17] y Oesterlé [12] demuestran una ver-
sion efectiva del teorema de Chebotarev: asumiendo la hipotesis de Riemann gene-
ralizada, se cumple

m(z;C, K/Q) = 7(x) — Error(x)

€|
| Gal(K/Q)|

donde Ag/q denota el discriminante de la extensién K/Q.

|Error(z)] < 2 Vi log(A g gy,
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En este contexto también podemos plantear el problema de las carreras (o sesgo
de Chebyshev): dadas unas clases de conjugaciéon Cy,...,C, en Gal(K/Q), existe la
densidad logaritmica para la competicion

m(z;C1, K/Q) > -+ > 7w(x;C,, K/Q)

y es no nula. También en este caso intervienen los cuadrados en C y el posible cero
de L(s,p) en s = 1/2 (ejemplos de Armitage y Serre, ver [11]).

4. CURVAS ELIPTICAS

Consideremos la curva eliptica dada por un modelo afin E/Q: y?> = 2® +axz +b
con a, b € Z. Su discriminante A = —16(4a> + 27b?) es no nulo y, para cada primo
p con (p,A) =1, podemos considerar la curva eliptica reducida médulo p:

E‘/IFP: v =23 +ax+b (mdd p).

El conjunto E(Fp) de los puntos de E con coordenadas en F, (incluido el punto
proyectivo del infinito) forma un grupo, que es de gran interés en asuntos cripto-
graficos, entre otros. Queremos calcular N(p) = #E (Fp). Para las curvas elipticas
con multiplicacién compleja, el nimero N(p) puede ser calculado comodamente a
partir de caracteres de Hecke, pero en el caso general debemos conformarnos con la
estimacién del nimero de puntos [Fp-racionales mediante

N(p) = #P(F,) — Error(p) = (p + 1) — ay.

Es decir, apostamos por p + 1 como término principal y denotamos por a, el error
cometido. Artin (1924) conjetura que el error cumple

|ap| S 2\/137

y Hasse (1933) prueba la conjetura [19]. El interés sobre el error a, fue creciendo
con el paso de los afios, configurdndose la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil
(hoy teorema de Wiles et al.) que organiza todos los errores a, como coeficientes
de Fourier de una forma modular en un espacio vectorial de dimension finita. Entre
otras virtudes, ello permite poner a nuestra disposicién la prolongacién analitica de
la funcién L de Hasse-Weil,

oo

1 n
L(E,S) = H 1 —app~* +p1—2s = Z %’

p n=1

que, a priori, sélo estd definida en el semiplano Re(s) > 3/2. Quedan atin muchas
cuestiones abiertas sobre la relacién de esta funcién L con las propiedades aritméticas
de la curva eliptica (tales como la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer [23]), pero
volvamos a nuestra discusién sobre errores y carreras.
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Gracias a la cota del error de Hasse, podemos escribir
ap

2\/p

Sato y Tate (1963), de forma independiente, conjeturan que, dado un intervalo

[, B] C [0, 7], si la curva eliptica E no tiene multiplicacién compleja, entonces los
primos se distribuyen segtin la ley

, #{pﬁw:GpE[a7ﬁ]}_2/’8 2ggp= P 1 -
wlgrgo iy < 2} =2/ sen” 0 df = - 5 (sen2f — sen 2a) .

Mientras que Sato partié de la experimentaciéon numérica, gracias a las facilidades
de las primeras computadoras de gran capacidad de céalculo, Tate, por su parte,
elaboré la conjetura desde un posicionamiento teérico, llegando ambos a la misma
conclusién. Como veremos mas adelante, las ideas de Tate son las que han permitido
a Serre (2011) generalizar la conjetura de Sato-Tate, encuadrandola en el marco més
general posible [18]. Volveremos a la conjetura de Sato-Tate en la seccién 6, pero
antes trataremos otro de los ejemplos anunciados en la introduccién.

=cosf,, 0<6,<m.

5. FORMAS MODULARES

Fijemos k un entero positivo con k = 0 (méd 4). Para cada ntimero primo p,
denotemos
Np) = #{(x1,...,ax) €Z¥:p=af +-- +a}.

De nuevo nos planteamos la ecuacién N(p) = Principal(p) — Error(p). La forma
modular € de nivel 4 y peso fraccionario 1/2,

0q) = " € Mijp(To(4)),  q=exp(2miz),
nez

nos brinda el camino a la solucién.
Se procede del modo siguiente. Elevamos 6(q) a la potencia k-ésima, y asi obte-
nemos una forma modular de nivel 4 y peso k/2:

0" (q) = ZN(”) q" € My 2(To(4)).

n>0

Puesto que el espacio de formas modulares se descompone como suma directa del
subespacio generado por las series de Eisenstein y el subespacio de las formas mo-
dulares parabdlicas

Mi/2(To(4)) = Exp2(To(4)) © Sky2(Lo(4)),

podemos escribir de manera tnica
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con E(q) = Y070 Ang" € Expa(To(4) vy Flq) = Y0721 ang™ € Si2(To(4)). En-
tonces, el término principal y el error vienen dados por los coeficientes de Fourier
respectivos de ambas formas modulares

N(p) = Ap + ap.

En el ejemplo cldsico de Ramanujan [10], donde k = 24, se cumple

1
Principal(p) = —G(pu +1),

-~ 691
66304
| Error(p)| < eol v/ pil.

El p-ésimo coeficiente de Fourier de la forma modular 6% (¢) proporciona directamente
el valor de N(p), pero si se pretende una estimacién rapida resulta muy conveniente
la expresién anterior; mas si tenemos en cuenta que podemos acotar los coeficientes
de las formas parabdlicas gracias a una conjetura de Ramanujan. Concretamente, a
partir del estudio de la funciéon 7, que interviene en la forma modular discriminante

Alg)=q [T =g)** =) r(n)g",
n=1 n=1

Ramanujan (1916) conjetura que |7(p)| < 2p''/2. Mas generalmente, si f(q) =
>0 L ang™ es una forma modular nueva normalizada (a1 = 1) vector propio del
algebra de Hecke del espacio vectorial de dimensién finita Sox(T'1(INV)), se cumple
la,| < 2p*/2. Este resultado fue probado por Deligne (1974) como consecuencia de
su demostracién de las conjeturas de Weil.

6. LA CONJETURA DE SATO-TATE

Esta seccién podria haberse titulado «Doble ST», una ST por Sato-Tate y la otra
por Serre-Taylor (ver figura 1). Empecemos por la primera pareja.

Durante la primavera de 1963, Sato, junto con algunos de sus estudiantes y
colaboradores, Nagashima, Namba, Yamamoto y Kuga, se aprovecha del aumento
de la capacidad de calculo para experimentar con la distribucion de los coeficientes
ap/+/p en el intervalo [—~2,2] o, mejor, de los correspondientes dngulos 6, en [0, 27].
En las figuras 2 y 3 pueden verse parte de las cartas que se cruzaron en abril de 1963
desde Tokyo y Osaka. La figura 4 nos muestra una Hitachi HIPAC103, una de las
computadoras con mayor potencia de calculo en su época, que fueron creadas para
la compaiia de suministros eléctricos Kansai Electric Power y que luego pasaron a
formar parte del parque informéatico de la Universidad de Tokyo (ver [15]).

Por su parte, Tate [21] sustenta la conjetura en el siguiente argumento tedrico
basado en la vision cohomoldgica de Weil. Fijando un nimero primo ¢, el grupo de
Galois absoluto actia linealmente sobre el médulo de Tate de la curva eliptica

pe: Gal(Q/Q) — Aut(Vy(E)) ~ GL(2, Qu),
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Figura 1: La doble ST: Sato-Tate y Serre-Taylor.

y para cada nimero primo p{ ¢N tenemos

det(Id —zpe(Froby,)) = 22 —apx +p = (x — /pe'?)(x — /pe” ).
La asignacion

2 G
p~at— —x+1
VP

asocia a cada primo el polinomio caracteristico de una matriz en la clase de conju-
gacién en el grupo especial unitario

G=SU@2)={AecMyC): A= (A" y det A =1}.

En efecto, sus clases de conjugacion vienen dadas por
| (e
X = clases de conjugacién de G = {G_ ( _i9> G} )
e

Serre traza en [18] una estrategia general. Sean X un espacio topoldgico com-
pacto, p. una medida de Radon (es decir, una forma lineal del espacio de las
funciones reales continuas C'(X)). Se dice que una sucesién {z,},>1 de X estd
p«-equidistribuida si para cada funcién f € C(X) se tiene

1) = Jim 30

n—oo N,

En las aplicaciones, se parte de un grupo compacto G y se considera el espacio
X = G/~ formado por sus clases de conjugaciéon. Entonces . es la imagen directa
de la medida de Haar normalizada de G. En tal caso, se cumple:
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Figura 2: 13 de abril de 1963, carta de Sato dirigida a Namba desde Osaka.
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Figura 3: Abril de 1963, Sato regresa a Tokyo y explica sus resultados obtenidos
con Nagashima.
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Figura 4: Hitachi HIPAC103 (1962).

PROPOSICION 6.1. Una sucesion {xp}n>1 de X estd p.-equidistribuida si y sélo si
para cada cardcter irreducible no trivial x de G se cumple

1 n
lim — E x(x;) = 0.
n—oo n
i=1
En nuestro caso consideraremos sucesiones indexadas {z,}pex, donde ¥ es un
cierto conjunto infinito de niimeros primos y, para cada representacién lineal irredu-
cible p de G, consideramos la funcién L asociada

L(s,p) = H det (1 — ,o(a:p)pfs)f1 , Re(s) > 1.
pEX

TEOREMA 6.2 (Serre). Si para cada representacion irreducible p no-trivial, la funcion
L(s, p) admite prolongacién holomorfa y no se anula en Re(s) > 1, entonces la
sucesion {xp }pes estd p-equidistribuida.

La demostracién consiste en seguir los pasos de Hadamard y de la Vallée-Poussin
en la obtencién del teorema de los nimeros primos. Si x es el caracter de p, debemos
comprobar que

Podemos escribir
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y calcular su derivada logaritmica
—s 1
S 05;;
CEE S e

T m>1
= Z > p (@) logp

p m>1

= Zp_sx(xp) log p + funcién holomorfa en Re(s) > 1/2.
P

El teorema de Wiener-Ikehara implica que
Z x(zp)logp = o(N).
p<N
Podemos entonces aplicar el criterio de sumacién de Abel, y llegamos a

> ) =o (1 )

p<N

Puesto que #{p < N} ~ @, se sigue la conclusion del teorema.

Richard Taylor, conjuntamente con un equipo de colaboradores, consiguen seguir
el camino trazado por Serre para probar la conjetura de Sato-Tate en el caso de cur-
vas elipticas sin multiplicacién compleja [7]. Como hemos indicado anteriormente,
debe considerarse el grupo especial unitario SU(2), cuyas representaciones irreduci-
bles no triviales son la estandar 2-dimensional y sus potencias simétricas. Entonces,
debemos considerar las funciones L siguientes, para m > 1:

Ln(s) = L(s,Sym™ B) = T (L~ B +2p=")",

p 1=0

donde 3, = €' (recordamos la relacién a,/\/p = 2cosf,). Finalmente, Taylor et
al. logran acercarse al programa de Langlands:

CONJETURA 6.3 (Langlands). Para cada m > 1, la representacion p, = Sym™ E
es isomorfa a una representacion cuspidal automorfa w,, de GLy,11(A).

De ser cierta esta conjetura de Langlands, se sabe que L(s,m) = L(s, pm) se
comporta bien en s = 1, de modo que se puede aplicar el teorema 6.2 (de Serre), de
donde se sigue la conjetura de Sato-Tate para la curva eliptica F sin multiplicaciéon
compleja. Pues bien, en realidad el caso m = 1 no es més que el célebre teorema de
Wiles y Taylor-Wiles sobre la modularidad de las curvas elipticas (del que se deduce
el tdltimo teorema de Fermat). Mas concretamente, se tiene L(s,p1) = L(s + 3, f)
donde f es la forma modular asociada a la curva eliptica E.

Para m > 2, Taylor et al. muestran que L,,(s) tiene automorfia potencial. Ello
significa automorfia tras un cambio de base, resultado parcial camino de la conjetura
de Langlands, pero la hazana resulta ser suficiente para poder aplicar igualmente el
teorema de Serre y, por lo tanto, deducen la ley de Sato-Tate.
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7. VARIEDADES ABELIANAS

Aunque la generalizacién de la conjetura de Sato-Tate propuesta por Serre tiene
un radio de alcance mucho mayor, vamos a esbozarla aqui solamente para el caso de
las variedades abelianas.

Sea A una variedad abeliana de dimensién g definida sobre un cuerpo de ntime-
ros K. Para cada nimero primo ¢, consideramos la representacién ¢-adica

pac: Gal(Q/K) — Aut(Ty(A)) ~ GL(2g,Qy),

que describe la accién del grupo de Galois absoluto sobre el médulo de Tate Ty(A) =
lim A[¢™]. Exceptuando un nimero finito de ideales primos 8 de K donde la represen-
—

tacién ramifica, queremos estudiar la distribucién de los polinomios caracteristicos

de las matrices 1

NCORE pa,¢(Frobg).

Debido a las conjeturas de Weil (teorema de Deligne), el factor local normalizado

(Froby) 2

Lop(T, A) = det (1 - W T) = le(T i)
es el polinomio caracteristico de una matriz en el grupo unitario simpléctico USp(2g).

Se trata de acomodar todos estos polinomios Ly (T, A) como polinomios carac-
teristicos de las clases de conjugacién en un subgrupo adecuado dentro del grupo
USp(2g), conforme al espacio que ocupe la imagen de la representacién p4 ¢, con el
fin de que la medida de Haar del subgrupo en cuestién explique la equidistribucién
de los polinomios. Este grupo se denomina grupo de Sato-Tate asociado a la variedad
abeliana A y se denota por ST(A).

Maés concretamente, el grupo de Sato-Tate ST(A) se define como un subgrupo
compacto maximal en

ST(A) C paelker xo)*™ @, C,

donde Zar denota la clausura de Zariski, x; el f-ésimo carécter ciclotémico y v: Q, <
C es una inmersién escogida. Un tal subgrupo compacto maximal no es tinico, pero
todos ellos son conjugados entre si. Se conjetura la existencia de un subgrupo alge-
braico de GLayz/Q cuya realizacion proporciona ST(A) independientemente de ¢ y
t: Q, — C.

En cualquier caso, ST(A) es un subgrupo de GLa,4(C), que en cierto modo imita
la definicién del grupo de Galois asociado a un polinomio, asi como la conjetura de
Sato-Tate generaliza el teorema de densidad de Chebotarev tratado en la seccion 3.
Tenemos ahora la sucesiéon de matrices

1
Typ 1= WPA’Z(FI‘O]D%) € ST(A)
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Si para cada representacién irreducible p: ST(A) — GL,,(C) no trivial se cum-
ple que la funcién

L(s, p, {zp}) = [ [ det(1 — pag) N(R) ™)~
P

es holomorfa y no nula en Re(s) > 1, entonces los polinomios caracteristicos de
las matrices xgz estardn equidistribuidos como los de las matrices en las clases de
conjugaciéon de ST(A) segin su medida de Haar. Esta es la propuesta de Serre para
seguir el camino trazado por Hadamard, de la Vallée-Poussin, Dirichlet y Chebotarev
en el caso de las variedades abelianas.

Dada una variedad abeliana A definida sobre un cuerpo de nimeros, la estrategia
para verificar que A satisface la conjetura de Sato-Tate generalizada siempre consiste
en tres pasos:

(1) identificar el grupo de Sato-Tate ST(A) y sus representaciones lineales irredu-
cibles;

(2) tratar de obtener la holomorfia y no anulacién de L(s, p, {zg}) para todas las
representaciones irreducibles de ST(A) excepto la trivial;

(3) calcular los momentos estadisticos de la distribucién asociada a la medida de
Haar de ST(A).

Como ya hemos comentado, el primer paso recuerda el calculo del grupo de Ga-
lois de un polinomio; se debe abordar especificamente en cada caso, resultando la
mayor parte de las veces un arte poder lograr su identificacién. El segundo paso es
més complicado, si cabe, y la mayoria de las veces uno debe apelar a la filosofia de
Langlands para garantizar las propiedades deseadas de las funciones L involucradas.
El tercer paso no es necesario, pero a menudo resulta una comprobacién gratificante
ver que los momentos teéricos obtenidos a partir de la medida de Haar del grupo de
Sato-Tate concuerdan con los momentos estadisticos obtenidos experimentalmente
en el laboratorio (calculando las frecuencias de los polinomios caracteristicos nor-
malizados para primos p hasta cierta cota). A veces es posible llevar a cabo alguno
de los tres pasos (o incluso todos ellos):

e Curvas elipticas (Taylor con Clozel, Harris y Shepherd-Barron [2, 7]).

e Formas modulares (Taylor con Barnet-Lamb, Geraghty y Harris [22, 1]).
e Superficies abelianas (Fité-Kedlaya-Rotger-Sutherland [4]).

e Curvas de género 3 (Fité-Sutherland [5], Lario-Somoza [9]).

e Jacobianas de cocientes de las curvas de Fermat (Fité-Gonzalez-Lario [3]).
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