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Normas, matrices reales, vectores complejos

Si se usa la norma 1 para los vectores de dimensién d, la norma como operador
| All = sup, .o ([[Az[|/||z|) de una matriz A = (a; ) se calcula con la conocida receta

d

1Al = méx > laj,

1<k<d

. (1)

j=1

Esta férmula vale tanto en el caso real como en el complejo, es decir tanto si A € RZX4

y actiia sobre los vectores de R?, como si A € C%*? y 1o hace sobre los de C%. Por
tanto, para A con elementos reales, el valor de su norma como operador en R es el
mismo que como operador en C?. Esto también ocurre cuando se parte, en vez de
la 1, de las normas 2 o oo para los vectores, como se comprueba acudiendo, en lugar
de a (1), a las correspondientes recetas. ;jEs cierto que para cualquier norma || - ||
en C?, la norma que A € R4*? tiene como operador en (C%, || - ||) es la misma que
posee como operador en (R?, | -||)? Ninguno de los (muchos) libros de algebra lineal
que hemos consultado se plantea esta pregunta.

La respuesta es negativa y en realidad el cociente entre las normas de A (real)
como operador complejo y como operador real puede ser arbitrariamente alto. Con
d = 2, fijemos K > 0 y definamos

||(x1,z2)TH = |z1| + [iKx1 + x2]. (2)
Para la matriz con ain=1lyaip=as1 =az2 =0,

[Az]]  [z] + [iKa |
[l 21| + [iKzy + 2|’

z = (x1,72)" #0.

Si x es real, |iIKxz + x2| > |iKx1], asi que el cociente es < 1. Vale 1 cuando x5 = 0
y por tanto la norma «real» de A es 1. Si x es complejo, tomando xo = —iKx; # 0
el cociente vale 1 + K y por ello la norma «compleja» de A es > 1+ K. (De hecho,
al ser el denominador > |z1], el cociente es < 1+ K, lo que implica que la norma
«complejay» es exactamente 1 + K.)

La norma (2) es ciertamente artificiosa, jse podria haber dado un contraejemplo
tomando una de las normas p usuales (p # 1,2, 00)? No. Para cualquier norma p, el
valor de ||A|| (A real) no varia al pasar de vectores reales a complejos. Los lectores
interesados encontraran sin duda la demostracién, aunque no es inmediata.
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